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ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ 

В этом издании упразднено разделение курса на две части, что дало 
возможность более систематически распределить материал. Текст преды- 

дущего издания был подвергнут значнтельному расширению и корен- 
ной переработке. Книга в настоящем ее виде рассчитана, главным обра- 
зом, на студентов физико-математнческих факультетов, хотя может слу- 
жить пособием и для студентов втузов, желающих углубить свои познания. 

Считаю необходимым дать следующие пояснения относительно харак- 
тера изложения и выбора материала. Преподавание аналитической гео- 
метрии на физико-математических факультетах должно преследовать сле- 
дующую основную цель: ознакомить начинающих с определенными об- 
щими методами приложения анализа к геометрии и развить у учащихся 
необходимые прочные навыки в этой области. Если бы не эта главная 

цель, изложение того, сравнительно небольшого, круга геометрических 
истин, который дается в курсе, потребовало бы значительно меньшего 
места. Сверх того, курс аналитической геометрни должен служить двум 
побочным, но весьма важным целям: приучить учащихся, возможно 
раньше, к оперированию векторами и к практическому применению теории 
определителей, теории линейных и квадратичных форм. Вряд ли какой- 

либо другой предмет учебного плана может лучше служить этим целям. 

Я постарался учесть все эти требования, заботясь и о том, чтобы 
не слишком перегружать курс. Кроме того, я постарался распределить 
материал так, чтобы можно было опускать некоторые отдельные места 
книги, касающиеся менее элементарных вопросов, без ущерба для пони- 
мания остального. 

В конце книги, в виде „Добавления“, даны те элементарные сведения 
из теории линейных и квадратичных форм, которые необходимы для 
понимания основного текста книги. Начинающему рекомендуется зна- 
комиться с материалом „Добавления“ постепенно по мере встречи ссылок 
на отдельные места. . 

Относительно приводимых в книге „упражнений“ должен заметить, 
что они ни в коем случае не могут заменить специальный сборник задач: 
упражнения эти, в большинстве чрезвычайно простые и не требующие 
никакой изобретательности со стороны читателя, предназначены исклю- 
чительно для пояснения отдельных предложений и формул, встречаю- 
щихся до них, а нногда и после них. 

В заключение считаю своим приятным долгом выразить глубокую 
благодарность Редакции технико-теоретической литературы ОНТИ за чрез- 

` вычайне предупредительное отношение ко всем моим пожеланиям. 

Тбилиси, осень 1987 г. Н. Мусхелишвили 
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` наты (57). 
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прямую и нерпендикулярную к заданной плоскости (240). — 156. Задача 19. Найти условия компланарности (пересечения) двух данвых прямых (240).— 157. Задача 20. Найти уравнения пернендикуляра, опущенного из згдан- 
ной точки М на заданвую прямую Д (241). — 158. Задача 21. Найти рас- стояние заданной точки М, (х:, У1, 21) до заданной прямой (242). — 159. За- 
дача 22. Найти уравнения общего перпендикуляра к двум прямым АД, и А, (243). —160. Задача 23. Найти кратчайшее расстояние между двумя 
прямыми (243). | 

ГЛАВА ШЕСТАЯ 

Мнимые и несобственные элементы. Однородные параллельные 
и проективные координаты. Проективные преобразования. 

1. Мнимые геометрические элементы... . Е а 

161. Мнимые точки и векторы (245), — 162, Мнимые 
скости (248), ры (945), " Мнимы прамые и плох 

216 

223 

245 
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П. Однородные кеординаты и иесобственные элементы, Координаты 
прямой И ПЛОСКОСТИ . еее еее еее сое ее 

163. Однородные декартовы коордннаты на прямой (249). — 164. При- 
ложение к корням алгебраического уравнения (250). — 165. Однородные 
декартовы координаты на плоскости (252). — 166. Уравнение прямой в одно- 
‘родных координатах (255). — 167. Параметрическое представление прямой 
в однородных координатах (261). —168. Одиородные декартовы коорди- 
наты в пространстве (263. — 169. Параметрическое представление прямой 
в пробтранстве (268). — 170. Координаты прямой на плоскости. Взаимиость 
между точками и прямыми (268). —171. Коордииаты плоскости в про- 
странстве. Взаимность между точками и плоскостями (271). — 172. Основ- 
ные геометрические образы проективной геометрии (272). — 173. Пре- 
образование однородных декартовых координат (272). — 174. Уравнение 
алгебраических кривых и поверхностей в однородных координатах. Неко- 
торые общие предложения (274). — 175. Циклические точки и сфериче- 
ская окружность (281). 

Ш. Проективные коордииаты и проективные преобразования . . .. 

176. Предварительные замечания (284). — 177. Двойное отношение 
четырех точек (284). — 178. Гармоническое разделение (289). — 179. Инва- 

риантность двойного отношения при гомографической подстановке (290).— 

180. Двойное отношенне четырех прямых и четырех плоскостей пучка 

(293). —181. Проектировання н сечения (296). — 182. Проективное соот- 

ветствие между образами первой ступени (297). — 183. Проективные коор- 

динаты на прямой (299). — 184. Двойное отношение четырех точек на 

прямой, заданной параметрнически (301). —- 185. Двойное отношение четы- 

рех прямых (плоскостей) пучка, заданного параметрически. Проективные 
коордннаты в пучке (303). — 186. Аналитическое выражение проектив- 

ного соответствия двух образов первой ступеви (305). — 187. Распро- 

странение основных понятнй проективной геометрин на мнимые элементы 

(306). — 188. Наложенные образы первой ступени. Инволюция (306).— 

189. Проективные коордннаты на плоскости (309). —190. Проективные 

координаты в пространстве (314). —191. Преобразование проективных 

координат на плоскости и в пространстве (316). — 192. Уравнения алге- 

бранческих линий н поверхностей в однородных проективных коор- 

динатах. (316). — 193. Проективные точечные преобразования плоскости и 

пространства (317), — 194. Корреляция (взанмность) (321). 

ГЛАВА СЕДЬМАЯ 

Простейшие уравнения и элементарные свойства конических 
сечений. 

Т. Нормальные уравнення конических сечений . еее 

195. Определение эллнпса и его нормальное уравненне (323).— 

196. Исследование формы эллниса (325). — 197. Определение гнперболы 

и ее нормалбное уравнение (328). — 198. Исследование формы гнпер- 

болы. Асимптоты (329). — 199. Свойства фокальных расстояний. Дирек- 

трнсы эллниса и гнперболы. Новое определение этих линий (332).— 

200. Определенне параболы и ее нормальное уравнение (335). 

П. Эллипс, гипербола, парабола как конические сеченин ...... 

201. Пересечение прямого кругового конуса плоскостью (339)— 

202. Получение данного коннческого сечеиня из данного конуса (342). 

Ш. Некоторые простейшие внды уравнений конических сечений. 

Подобне конических сечений . еее еее ни 

203. Уравнение гиперболы, отнесенной к асимптотам (343). — 204. Па- 

раметрическое представленне конических сечений. Построение по точ- 

кам (344). —205. Полярные уравнения конических сечений, отнесенных 

к фокусу (347). —206. Уравнения конических сечений, отнесенных к вер- 

шине (350). == 201. ,Годобные конические, сечения (352). 

Стр. 
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ГЛАВА ВОСЬМАЯ 

Проективные свойства линий второго порядка. Касательная 
‚и поляра. 

1. Проективная классификация линий второго поридка ....... 

208. Обозначения (355). — 209. Распадающнеся н нераспадающиеся 
линии второго порядка. Совпадение лнний второго порядка (358).— 
210. Условие распадения лннин второго порядка (359). —211. Канониче- 
‘ское уравнение линии второго порядка в проективных координатах. 
Проективная классификация (360).— 212. Определение линии второго 
порядка по пяти точкам (363). — 213. Пучок лнний второго порядка (366}— 
`214. Теорема Паскаля (367). —215. Образование линии второго порядка 
‚проектнвнымн пучками (369). 

П. Пересеченне линии второго порядка с прямою. Касательная ... 

216. Урзвиение, определяющее пересечение линин второго порядка 
с прямою.в однородных координатах (370). — 217. Касательная к лннии 
второго порядка (371). — 218. Касательная, как предел секущей (373). 

Ш. Полюс и поляра. Тангенциальное уравнение. .......... 

219. Проведенне касательной из заданной точки плоскости. Полюс и 
поляра (371). — 220. Другое определение полюса и поляры. Сопряженные 
точкн (379). — 221. Полярность, определяемая лннней второго порядка 
{381).— 222. Автополярный треугольник (382). — 223. Сопряженные прямые. 
Тангенциальное уравнение линий второго порядка. Понятне класса (383)— 
224. Применения принципа взаимностн к линиям второго порядка (385). 

ГЛАВА ДЕВЯТАЯ 

Аффинные и метрические свойства лииий второго порядка. 

Г. Аффинная классификация. Центр, диаметры, асимптоты ..... 

225. Аффивная классификация линий второго порядка (387).— 
225а. О распадающейся линин параболического типа (389). — 226. Асимп- 
тотические направления (390). — 227. Уравнение, определяющее пересече- 
ние линни второго порядка с прямою в неоднородных декартовых коор- 
динатах (391). — 228. Центр лниии второго порядка (392). —229. Асимп- 
тоты (395). — 230. Диаметры линнй второго порядка (396). — 231. Связь 
диаметров с касательными (400). — 232. Диаметры как поляры несоб- 
ственных точек (401). —- 233. Построенне центра и диаметров линий вто- 
рого порядка, заданных очертанием. Дополнительные хорды (402).— 
234. Уравнение центральных линий второго порядка, отнесенных к сопря- 
жеиным днаметрам (402). — 235. Простейшие уравнения линнй параболи- 
ческого тнпа (405). — 236. Уравнения линий второго порядка, отнесенных 
"к касательной и диаметру, проведенному через точку касания (406). 

И. Главные диаметры. Нормальные уравиеиня в прямоугольных 
координатах . -. еее сео ев. 

237, Главные днаметры (407). —238. Нормальные уравнення коннче- 

370 

377 

387 

407 

ских сеченнй в декартовых прямоугольных координатах (409). — 239. Об. 
уравнении окружности (411). 

Ш. Нормаль. Фокальные свойства касательных ....... сн в, 

240. Нормаль к плоской линии (412). —241. Свойства касательных 
к эллнпсу (413). —242. (Свойства касательных к гиперболе (415). — 
243. Свойства касательных к парабоде (416). 

412 
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ГУ. Исследование днаметров эллипса, гиперболы, параболы .....- 

244. Диаметры эллипса (418). —245. Диаметры гиперболы (420).— 
246. Диаметры параболы (423). 

ГЛАВА ДЕСЯТАЯ 

Ииварианты. Определение формы и положения линии второго 
порядка. 

1. Инварианты . . еее ео 

247. Преобразованне уравнения при замене декартовых координат 
(425). —248. Поиятие инварианта. Примеры (428). — 249. Основные ивва- 
рианты уравнення лннин второго порядка (429). — 250. Метрические инва- 
рнанты В случае общих декартовых координат (433). — 251. Приложение: 
теоремы Аполлония (435). 

Н. Упрощение уравиення линии второго порядка .......... 

252. Преобразование к пентру (436). —253. Прнведенне квадратичной 
формы двух переменных к каноническому виду прн помощи ортого- 
нальной подстановки (438). — 254. Упрощение уравиення центральной ли- 
нии второго порядка (441). — 255. Упрощение уравнення лннии без опре- 
деленного центра (443). — 256. Второй способ упрощения уравнення 
совокупности двух параллельных прямых. Условный иввариант (446). — 
257. Сводка результатов. 1. Аффннная класснфикация линий второго 
порядка (448).—258. Сводка результато". 2. Определение формы и раз- 
меров линии второго порядка по ее ураввенню (450). — 259. Сводка 
результатов. 3. Приведение уравнения к нормальному виду и определение 
положения линии на плоскости (451). — 260. Условие подобия двух линий 
второго порядка (456). — 261. Условие конгруэнтности двух линнй вто- 
рого порядка. Доказательство полноты снстемы ортогональных инвариан- 
тов А, Аз», $. (459). 

ГЛАВА ОДНННАДЦАТАЯ 

Основные свойства поверхностей второго порядка. Касательная 
плоскость, центр, диаметры. 

1. Проектнвная классификация. Касательная плоскость 

262. Обозначения (464). — 263. Распалающиеся поверхности второго 
порядка. Условие совпадения (466) —264. Проективная класснфикация 
поверхностей второго порядка (468). — 265. Уравненне, определяющее 
пересечение прямой с поверхностью второго порядка в однородных 
координатах (472). —9266. Касательные прямые. Касательная плоскость 
(473). —267. Поверхности с эллиптическими, гиперболическими и парабо- 
лическими точками (474). — 268. Касательный конус. Полярная плоскость 
и полюс. Тангенциальное уравнение (477). 

ИП. Аффинные свойства поверхностей второго порядка. Центр. 
Диаметры .. еее еее ооо 

269. Пересечение с несобственной плоскостью. Аффинная класси- 
фикация (480). — 270. Уравнение, определяющее пересечение поверхностн 
второго порядка н прямой в неоднородных декартовых координатах (482).— 
271. Центр (483). — 272. Диаметральные плоскости (485). — 273. Диаметраль- 
ные плоскости и диаметры цеитральных поверхностей (486). — 274. Диа- 
метральные плоскости, как полярные пласкости несобственных точек 
(487), — 275. Асимптоты (487), 

Стр. 

418 

425 ` 

436 

464 

480 



ОГЛАВЛЕНИЕ 

Ш. Метрические свойства. Главные дДиаметральные плоскости. 
Приведение уравнения к нормальному виду . „нео 

276. Главные диаметральные плоскости и главные направления (488).— 
277. Некоторые общие предложения о преобразованни квадратичной 
формы трех переменных (490). — 278. Свойства корней уравнення 0 (}) =0 
и соответствующих главных направлений (492). — 279. Преобразование 
уравнения поверхности при замене декартовых координат (497). — 
280. Ортогональные инварианты (497). — 281. Приведение уравнення по- 
верхности второго порядка к нормальному виду. 1. Центральиые поверх- 
ности (499). — 282. Приведение уравнения поверхности второго порядка 
к нормальному виду. 2. Поверхности без определенного центра (501).— 
283. Приведение уравнения поверхности второго порядка к иормальному 
виду. 3. Сводка результатов (504). — 283а. О правиле знаков Декарта (505). 

ГЛАВА ДВЕНАДЦАТАЯ 

Исследование формы отдельных поверхностей второго порядка. 
Прямолннейные образующие. Круговые сечения. 

Г. Исследование формы отдельных поверхностей ........ 

284. Перечень нормальных уравнений отдельных поверхностей (507).— 
285. Сечения поверхности второго порядка параллельными плоскостями 
(508). —286. Конус второго порядка (508). —287. Эллипсоид (510).— 
288. Однополостный гиперболоид (512). — 289. Двухполостный гипербо- 
лоид (516). —290. Эллиптический параболоид (518). — 291. Гиперболи- 
ческий параболоид (520). 

Н. Прямолинейные образующие поверхностей второго порядка... 

292. Общие замечания (523). — 293. Прямолинейные образующие 
однополостного гиперболоида (524). — 294. Прямолинейные образующие ги- 
перболического параболоида (530). —295. Построение линейчатой поверх- 
ности второго порядка по трем заданным образующим (534). 

1. Круговые сечения поверхностей второго порядка...... 

296. Предварительные замечания (535). —- 297. Круговые сечения цен- 
тральных поверхностей второго порядка (536). — 298. Круговые сечения 

эллиптического параболоида и эллиптического цилиндра (540). 

ДОБАВЛЕНИЕ. 

Элементарные сведения о линейных и квадратичных формах. 

1. Об определителях и таблицах .. еее 

1. Некоторые свойства определителей (542). —2. Ранг определителя 

или таблицы (545). —3. Решение системы линейных уравнений с опреде- 

лителем, отличным от нуля (546). 
О 

И. Линейные формы . . еее еее нение 

4. Алгебрамческие формы. Линейные формы (548). —5. Системы ли- 
вейных форм, Зависимые и независимые динейные формы (548), — 6, При» 

11 
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ложение к решению системы линейных однородных уравиений в общем 

случае (552). — ба. Частный случай (555). —7. Решение системы неодно- 

ролных уравнений (557). — 8. Линейные подстаиовки (558).— 9. После 

довательность линейных подстановок (561). 

Е Бнлинейные и квадратичные формы ...-...- ЕЕ. 

10. Билинейные н квадратичные формы (562). —11. Преобразование 

квадратичных форм (564).—12. Приведение квадратичной формы к кано- 

ническому виду (566).— 13. Условие распадения квадратичной формы на 

два линейных множителя (571). — 14. Ортогональные подстановки (573).— 

15. О приведении квадратичиой формы к каноническому виду. при 

помощи ортогональной подстановки (576). 

Стр. 



ВВЕДЕНИЕ 

Аналитическая геометрия имеет своим предметом изучение свойств 

геометрических фигур при помощи исчисления, или математического 

анализа. 

Дело в том, что, как мы увидим ниже, можно различными спосо- 

бами установить тесную связь между геометрическими фигурами, с 

одной стороны, и числами, —с другой, таким образом, чтобы каждой 

геометрической фигуре или какому-либо ее свойству отвечала опре- 

деленная система чисел или же определенное соотношение между 

числами. 

Можно придумать множество способов для осуществления упомя- 

нутой связи, но только немногие из них представляют интерес для 

математики н ее приложений к естествознанию. Важнейшим из этих 

способов является способ, впервые систематически примененный Де- 
картом '), которого можно считать основателем аналитической гео- 

_ метрии. 

Впрочем, в данный момент нам достаточно знать только, что ука- 

‚ занная связь между геометрическими и числовыми образами осуществима 

тем или иным способом и что, таким образом, можно всякую геометри- 

ческую задачу свести к задаче анализа. 

Из сказанного уже ясно, насколько важную роль должна играть 
аналитическая геометрия: ведь она позволяет использовать для геометрии 
большую часть того богатства, которое сосредоточено в математическом 
анализе и, в частности, в алгебре. Больше того, очень часто является 

- удобным сводить решение некоторых задач анализа к рассмотрению 
геометрических фигур, так что и геометрия, в свою очередь, является 
существенным подспорьем для анализа. Например, решение многих за- 

дач алгебры приобретает особую наглядность благодаря геометрическим 

рассмотрениям. 

1) Декарт (Кепё Оезсацез, или, согласно принятому в его время обычаю 
латинизировать имена, СаЦезН15) — знаменитый французский математик и фило- 
соф (1596 — 1650). 
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Обычно под термином „аналитическая геометрия“ подразумевают ту 

часть этой науки, которая пользуется только элементарной алгеброй !). 

В этом же смысле применен этот термин и в заглавии нашей книги. _ 

Весьма полезным вспомогательным средством в аналитической гео- 

метрии (так же, как и во многих других частях математики) является 

понятие вектора. Мы начинаем этот курс с изложения основных 

понятий и предложений, касающихся векторов, ограничиваясь самым 

необходимым, 

1) Другие отрасли этой науки носят названия: диференциальная геометрия, 

теория поверхностей и пр. у 



ГЛАВА ПЕРВАЯ 

ВЕКТОРЫ. ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРОЕКЦИИ 

1. ОТРЕЗОК, ОСЬ, ВЕКТОР 

1. Отрезок. Понятие отрезка известно из элементарной геометрии: 
отрезок есть часть прямой, ограниченная с обеих сторон двумя точками. 

Существенным элементом отрезка является его длина. Напомним 
вкратце, что подразумевают под этим термином. Возьмем какой-либо 
произвольный, но определенный, отрезок в качестве единицы длины и 
этим отрезком измерим данный отрезок. Длиной данного отрезка назы- 
вается число, показывающее, сколько раз отрезок, принятый за единицу, 
содержится в данном отрезке. Может, конечно, случиться, что отрезок- 
единица не укладывается целое число раз в данном. ‘Тогда длина дан- 
ного отрезка будет не целым числом, а дробным или даже иррациональ- 
ным; последний случай, собственно говоря, и есть наиболее общий. 

Все это хорошо известно из элементарной математики. Для нас 
важно лишь запомнить, что под длиной данного отрезка мы всегда бу- 
дем подразумевать положительное число, получаемое в результате из- 
мерения отрезком, выбранным за еди- 
ницу. —— 

2. Ось. В аналитической геометрии, А вы 
кроме понятия прямой линии, играет 
основную роль весьма близкое к нему 
понятие оси. ——4 

Рассмотрим какую-либо прямую ли- Черт. 1. 
нию АВ. Точка, движущаяся непрерывно 
по этой прямой в одну и ту же сторону, может описывать ее в двух 
противоположных направлениях: в направлении, ведущем от Д к В, 
или же, наоборот, в направлении, ведущем от В к А. Выберем какое- 
либо одно из этих двух направлений и назовем его положительным; 
противоположное направление назовем отрицательным. 

Прямая, на которой выбрано определенное направление в качестве 
‘положительного, называется осью. Ось обыкновенно изображается 
при помощи прямой, на которой стрелкой отмечено положительное на- 
правление; например, на черт. 1 ось А имеет положительное направле- 
ние, ведущее от А к В. 

Про две оси говорят, что они имеют одинаковые направления, когда 
они не только параллельны между собою, но и имеют одинаковые по- 
„пожительные направления; в случае, когда две оси параллельны, но 
`положительиые направления их различны, говорят, что эти оси напра- 
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влены противоположно; например, на черт. 1 оси Аи 4” имеют про- 

тивоположные направления. 

3. Векторы. Вектором называется отрезок прямой, которому при- 

писано определенное положительное направление. 

На чертеже вектор изображается отрезком прямой, на котором“ 

стрелкой отмечено положительное направление. 

‚ Одна из двух конечных точек вектора называется началом вектора, 

а другая — его концом; положительное направление вектора идет от на- 

чала к концу. Начало вектора называют также точкой его приложения. 

Вектор, имеющий началом точку А, а концом — точку В, мы будем 

обозначать так: 
— 

АВ, 

ставя на первое место букву, обозначающую начало; стрелка над бук- 

вами указывает нам, что мы имеем дело с вектором, а не простым от- 

резком. Еще чаще мы будем обозначать вектор одной только буквой, 

напечатанной жирным шрифтом '), например Р. 
— 

Для длины вектора АВ или Р мы будем применять обозначение 

|АВ| или |Р|. 

Длину вектора часто называют его абсолютным значением. 

Понятие вектора играет большую роль как в математике, так и во 

многих областях физики и механики. Многие физические величины мо- 

гут быть представлены при помощи векторов, и это представление очень 

часто способствует обобщению и упрощению формул и результатов. 

Именно, всякая физическая величина, имеющая, кроме ог.ределенного 

численного значения ?), и определенное направление, может быть пред- 

ставлена вектором, длина которого (численно) равна численному значе- 

иию рассматриваемой величины, а направление совпадает с `ез направле- 

нием. 
Примерами физических величин, изображаемых векторами (такие ве- 

личины называются векторными), могут служить: сила, скорость (данной 

точки), ускорение и пр. Часто векторные величины и векторы, их изо- 

бражающие, отождествляются друг с другом: так, например, говорят, 

что сила (или скорость) есть вектор 3). 

Векторным величинам противопоставляют величины скалярные, кото- 

рые не имеют направления и вполне характеризуются заданием лишь их 

численного значения (полученного в результате измерения определенной 

единицей) и знака. Например, длина отрезка, площадь, объем, масса 

и т. п. суть величины скалярные, 

1) В рукописи мы рекомеидуем обозначать вектор буквой со стрелкой иад 

ней, напр. Р. Можно применять и какой-либо другой знак. р 

2) Это численное значение получается в результате измерения данной вели- 

чины определенной (произвольно выбранной) единицей. 

з) Данное нами определение вектора как отрезка, снабжениого направле- 

нием, с известной точки зрения, слишком узко. Можно дать более общее, аб- 

страктное определение, согласно которому отрезок, снабженный иаправлением, 

будет уже ше вектором, ‘а одним из видов векторных величин. 
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В дальнейшем под скаляром мы будем подразумевать число (поло- 
жительное или отрицательное), характеризующее данную скалярную ве- 

- Я личину. = 
4. Равенство векторов. Два вектора Р и © называются равными, 

если они имеют одинаковые длины и одинаковые направления '). Это 
обстоятельство записывается следующим образом: 

Р== 0. (1) 

Необходимо всегда помнить, что равенство длин двух векторов еще не 
означает равенства этих векторов. Для того чтобы подчеркнуть этот факт, 

_мы будем иногда называть равенства вида (1) векторными равенствами 2). 
Если векторы Р и О имеют одинаковые длины, но противоположные 

направления, то такие векторы называются взаимно противоположными. 
Это обстоятельство записывается так: 

Р=— 0. А 

Например, на черт. 2 векторы Ри 9 
равны, а векторы Ри ©, — взаимно противо- Г. 
положны. 

Если длина вектора равна нулю, то го- 
ворят, что этот вектор равен нулю. Напра- 
вление такого вектора является неопределен- 
ным и его можно считать параллельным 
любому направлению. 

Введем еще один термин: отложить дан- Черт. 2. 
ный вектор от данной точки, — это значит 

` построить вектор, равный данному и имеющий началом данную точку. 
5. Векторы: свободный, скользящий и связанный. В большинстве 

рассматриваемых ниже вопросов существенную роль играют только длина 
и направление вектора; положение же начала никакой роли не играет. 
Поэтому в дальнейшем (если противное не оговорено 0собо} мы будем 
считать тождественными векторы, имеющие одинаковые длины и напра- 

вления, независимо от положения их начал. Иными словами, мы будем 
считать вполне тождественными (или эквивалентными) векторы, равные 
между собою. 

Надо, однако, заметить, что в очень многих вопросах чистой и при- 
кладной математики приходится рассматривать векторы, положение на- 
чала которых играет существенную роль. В отличие от последних век- 
торы, только что охарактеризованные нами (т. е. такие, положение на- 
чала которых не играет никакой роли), называются свободными. 

Из несвободных векторов в математике, механике и физике рассма- 
триваются векторы скользящие и связанные. 

Скользящие векторы — это такие векторы, которые считаются то- 
ждественными (эквивалентными), если они не только равны, но и распо- 

1) В дальнейшем, говоря о направлении вектора или оси, мы всегда. подра- . 
зумеваем положительное направление. я 

2) Иногда такие равенства иазывают геометрическими. 

Н. И. Мусхелишвили. 1946 
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ложены на одной и той же прямой. Примером скользящего вектора 

может служить сила, приложенная к абсолютно твердому телу. Действи- 

тельно, из механики известно, что две силы, равные и расположенные 

на одной прямой, эквивалентны в том смысле, что оказывают на твер- 

дое тело одинаковые действия. 
: 

Связанные векто
ры — это такие векторы, которые считаются тожде- 

ственными, если они не только равны, НО и имеют одинаковые начала. 

Примером связанного вектора может служить сила, приложенная к не- 

которой точке нетверлого (например, упругого) тела. 

И. СУММА ВЕКТОРОВ. ПРОИЗВЕД
ЕНИЕ ВЕКТОРА И ЧИСЛА 

6. Об операциях слож
ения и умножения. В дальнейшем (в этом и 

в \ отделах этой главы) нам предстоит рассмотреть несколько ‘простей- 

ших операций, аналогичных операциям сложения и умножения обыкно- 

венных чисел. Рассмотрение этих операций составляет предмет той части 

теории векторов, которая носит название векторной алгебры. Мы огра: 

ничимся изложением самых основных понятий. 

Введение тех или иных операций оправдывается пользой, которую 

можно извлечь из их применения. Названия „сложение“ и „умножение“, 

которые даются вводимым виже операциям, оправдывают
ся тем, что они 

обладают некоторыми ИЗ основных свойств сложения И умножения 

обыкновенных чисел. 

Вот те свойства („законы“) сложения И умножения обыкновенных 

чисел, которые остаются справедливыми и ДЛЯ вводимых ниже опера- 

ций (как это будет доказано в каждом отдельном случае). 

12: Переместительный
 (коммутативный) закон для сложения: сумма 

(конечного числа слагаемых) не зависит от порядка, в котором `произ- 

водится сложение. 

9° Сочетательный (ассоциативный) закон для сложения: не изме” 

няя суммы, слагаемые можно соединять в произвольные группы, напри- 

мер, 

{ 

а ь-ее=а-- 6-9 =
“ 

8°. Распределительный
 (листрибутивный) закон, который словесно 

можно формулировать так: для умножения суммы На данный множитель 

достаточно умножить на него каждое слагаемое и результаты сложить. 

Формулами он выражается так: 

а.
 

(1) 

Ба. + а2-- ны „Ча,) 
= а. 6-Е в „Нан } 

В противоположность
 указанным свойствам свойство, выражаемое 

равенством 
бен 

(переместительный закон для умножения), и свойство, выражаемое равен- 

и (а-6)-с==а-(-с) 

{сочетательный закон для умножения), перестают быть спранедливыми 

для некоторых из вводимых ниже операций. 
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Замечание 1. Если известно, что операции сложения и умноже- 
ния обладают свойством 2° (сочетательность сложения) и, кроме того, 
свойством, выражаемым равенствами 

(а а:)-6=а6--а.б, Ь-(а, -- аз) == ба. фа, (1а) 

(распределительность для случая двух слагаемых), то из этого вытекают 
и общие формулы (1). Докажем, например, что из первой формулы (1а) 
вытекает первая формула (1). Пусть известно, что 

(ан а.) 6 = 6 -|- аз, (2) 

т. е. пусть справедлива первая из формул (1) при п=2. Для того 
чтобы показать, что она справедлива при всяком и, достаточно пока- 
зать, что оча справедлива для п слагаемых, если она справедлива для 
п—] слагаемых („доказательство переходом от пк п-|-1“ или „мето- 
дом полной индукции“). Для п— | слагаемых упомянутая формула 
имеет вид 

(а а-|-... На) =аб--... На, 6; (1Ъ) 

согласно сказанному будем считать ее справедливой. На основании 9° 

аа... На =а--а 
где временно введено обозначение «=а:-|-...--а„_1. Следовательно, 
принимая во внимание (2), будем иметь 

(ана... На-На) = @а-а,) 6 ==а6- ав = 

: =(а,-|-... Надо а,б; 

отсюда, на основании (1Ъ), следует требуемая формула: 

(а... Надб=аб-аб-|-...-а,б. 
Совершенно аналогично доказывается и вторая из формул (1). 

Замечание 2. Легко также показать, что из свойств 1°—3° не- 
посредственно следует обычное правило умножения суммы на сумму 
(„правило умножения многочленов“): достаточно каждое слагаемое пер- 
вой суммы умножить на каждое слагаемое второй и результаты сло- 
жить, Действительно, пусть имеем произведение 

(ина... а, -...-НЬ,). 

Полагая временно д,-|-...-|-6,= и применяя первую формулу (1), 
будем иметь 

(ана... Ра) (НН --...-Н6,) = (а-...-Ра,)-6 = 

=а.6-- аб --...--а,6. 

Подставляя в каждый член последней суммы вместо р его значение 
ь--...-НЫЬ, и применяя вторую формулу (1), получим требуемый ре- 
зультат. . . 

7. Сумма векторов. Пусть дано несколько произвольно располо- 
женных в пространстве векторов: 

Р,, Р,, Рь..., Рь Р п 
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(черт. За; для простоты на чертеже представлен случай, когда дано 4 

вектора, т. е. когда п = 4). 

От произвольной точки О пространства отложим вектор Р! (черт. 3); 

далее, от конца полученного таким образом вектора отложим вектор Р»з; 

от конца этого последнего вектора отложим вектор Р; ит. д. для всех 

данных векторов. Таким образом мы получим ломаную, составленную 

из векторов, равных соответственно 

7 <. ИИ 3 векторам 
————-- 

Р,, Р., Р., ..ьу Рф Р„ 

и расположенных так, что конец 

каждого предыдущего вектора сов- 

падает с началом последующего. 

Эта (вообще разомкнутая) лома- 

Черт. За. Черт. 35. ная называется многоугольником дан- 

ви ной системы векторов. 

Вектор Р = ОВ, имеющий началом начало О первого вектора, а кон- 

пом — конец В последнего вектора, есть замыкающий вектор данного 

многоугольника. 

Замыкающий вектор, или всякий равный ему вектор, называется 

суммой данных векторов, что записывается следующим образом: 

ь 
ОВ = Р.Р. -|-Р.-... НН Ри-1НР,»- (1) 

Иногда, чтобы подчеркнуть, что мы имеем дело с суммой векторов, 

а не с суммой их длин, мы будем называть (1) векторной суммой. 

При составлении суммы векторов мы взяли слагаемые в определен- 

ном порядке, но легко видеть, что результат не зависит ог порядка, 

т. е что определенное нами сложение векторов обладает свойством 

переместительности (коммутативности). 

Действительно, докажем сперва, что сумма 

Р.Р Рь-Н Ра... Ра- Е Ра (2) 
не изменяется при перестановке двух соседних слагаемых. Переставим, 

например, слагаемые Р› и Р., т.е. составим сумму 

р-р. ЕР. Р.--...-НР»: (3) 

Из”черт. 4, на котором изображен 

многоугольник данных векторов, по- 

строенный в последовательности (2), и 

(пунктиром) то изменение, которое 

происходит в нем от перестановки 

Черт. 4. слагаемых Рои Р., ясно, что начало 

вектора Р, останется на старом месте, 

а следовательно, и все последующие векторы не изменят своего поло- 
т 

жения; ясно поэтому, что сумма ОВ останется неизменной. 

Теперь уже легко доказать, что сумма не изменяется при произволь- 

ной перестановке слагаемых. Действительно, всякую перестановку можно 

рассматривать, как результат’ известного числа последовательных пере- 
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становок двух соседних слагаемых, а отсюда и вытекает справедливость 

нашего предложения. 
Предоставляем читателю доказать, что сложение векторов обладает 

также свойством сочетательности (ассоциативности), т. е. что сложе- 

ние можно проивводить, соединяя слагаемые в произвольные группы. 

Упражнения 

1. Построить сумму векторов Р,, Р.,..-, Р», имеющих одинаковые вапра- 

вления, и показать, что в этом случае длива векторной суммы равна сумме 

длин слагаемых. Показать, что во всех остальиых случаях длина суммы мевьше 

суммы длин слагаемых. 
2. Построить сумму двух противоположно направленных векторов и пока- 

зать, что длина ее равна абсолютному значению разности длин слагаемых, а 

направлеиие совпадает с направлением большего (по длине) слагаемого. 

3. Какою особенностью отличается многоугольник векторов, сумма которых 

равна нулю? 

8. Частные случаи. Если число слагаемых равно двум, то, соста- 

вляя сумму в последовательности 

Р-Р. 

и в последовательности 

Р» -Ё Р:, 

мы, как было сказано и как непосредственно видно на черт. 5, полу- 

чим один и тот же вектор 

ОВ= Р.Р. = Р.- Р.. 

Черт. 5 показывает, что сумма двух векторов есть диагональ парал- 

лелограма, построенного иа векторах Р, и Рь, расположенных так, 

чтобы их начала совпадали; при этом диагонали 

следует придать направление от общего начала к 
противоположной вершине. Это есть так называе- 
мое правило параллелограма векторов. 

На основании сказанного в предыдущем па- 

раграфе ясно, что всякую сумму векторов можно 

составить следующим об- 
разом: сложить какие-либо 
два слагаемых по только 
что указанному правилу, 
затем к результату при- 
дать по тому же правилу 
следующее слагаемое и 
т. д. Поэтому правило 
сложения векторов, указанное в предылущем параграфе, носит также 

название правила параллелограма векторов. 
Рассмотрим теперь случай трех слагаемых Р;, Ро, Р.. Сложение 

возможно в шести!) последовательностях: (Р., Р», Р:), (Р., Р» Р.), 

ФФ, Р!, Рз), (Р., Р:, Р)), (Р., Р,, Р.), (Р., Р,, Р,) (черт. 6). 

Черт. 5. 

37 Число перестановок трех элементов равно 1-2-3 == 6. 
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Каждая из этих последовательностей дает, как и следовало ожидать, 

= 

одну и ту же сумму ОВ. 

- Из чертежа ясно, что сумму трех векторов можно рассматривать 

как диагональ параллелепипеда, построенного на иекторах Р,, Ро, Рз, 

расположенных так, чтобы они имели одно и то же начало; диагонали 

надо придать направление, идущее от общего начала к противоположиой 

вершиие. 
Читателю предлагается подтвердить на этом частном примере, что 

иашу сумму можно получить, сложив по правилу параллелограма, на- 

пример, векторы Р: и Р. и придав к полученному вектору вектор Ру 

по тому же правилу. 

Упражневия и дополиеиия 

1. Даны два вектора Ри @и угол 9, заключенный между ними 1). Найти 

дливу | В! суммы этих векторов и углы ©, 8, которые она составляет с векто- 

рамв Ри 0. 
я 

Е 

Ответ. |в|= + И ТРР+[@+21Р 1-19 1088; 

углы с и В могут быть найдены из равенств: 

ь ‚ та зшВ зп $: 

Тег ТР В!’ 

Если, например, | @ |< [Р!, то угол ® будет острым. Его можво вычи- 

слить по таблицам при помощи равенства: 

191 
18| 

тогда угол В найдется из соотношения: 

ав = $. 

| 2. Доказать на основании выражения для |В| из предыдущего упражне- 

ния, что с изменением угла $ при неизменных длинах векторов Ри О длина 

суммы изменяется в пределах от |Р| —[О9| о |Р|--19 | (мы предпола- 

гаем для определенности, что |Р| >1@1). 

При каких значениях $ получаются наибольшая и наименьшая длины суммы? 

Вывести те же результаты непосредственным рассмотрением чертежа. 

о 3. Три вектора Р, ©, В расположены на одной и той же плоскости; даны 

даины этих векторой [Р|]=2, |9 = | В | = 1; кроме того, известно, что 

векторы © и В составляют с вектором Р углы в 60°. Найтн утол о между Ои 

В и длину суммы $ =Р-- 9 + В. 

стае а—0 или 120° в соответствии с этим |$| =2У3, или 

1$ = 3. 
4. Вопрос о разложении давного вектора на данное число слагаемых 

(т. е. о представлевии данного вектора Как суммы данного числа слагаемых) 

является неопределенным, т. е. допускает бесчисленное множество решений. 

Ограничиваясь рассмотрением векторов, расположевных на одной и той же 

. плоскости, доказать (при помощи простого построевия), что вопрос о разложе- 

нии даниого вектора В на два слагаемых Ри О становится определенным, если 

дополнительно даны, например, либо: 

па = зи 8; 

1) Углом между двумя векторами называется угол между их положительными 

направлениями, заключенный в пределах от 0 до 180°; если начала векторов 

не совпадают, то для измерения угла между ними следует, не изменяя направле- 

ний, перенести их так, чтобы начала совпадали. ы 
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а) направления (различные), которым должны быть параллельны Р и © (одно 

решение); либо 
6) направление и длина одного из векторов’ р, © (одно решение); либо 

в) направление, которому параллелен один из векторов Р, ©, и длина дру- 

гого (два, одно или НИ одного решения); либо — 

г) длины векторов Р и О (два, одно или ни одного решения). 

Показать, что каждый из указанных случаев сводится к одному из осиовных 

случаев решения треугольников. 

5. Три вектора Р, ©, В попарно взаимно перпендикулярны, а длины их 

соответственно равны 1, 2, 3. Найти длину суммы $ этих векторов и углы а, 

8, у, которые она составляет с данными векторами. 

1$! 14 . Ры с05 а 
ОТВЕТ. $1=им, от ©0$ В = 14 ' = уд. 

тор Р,; т. е. © есть вектор, удовлетво- 

ряющий условию: 

Р, = Р. = ©; 

это обстоятельство записывают так: 

оО — Р, == Р ый 

На основании определения ясно, что для построения разности векто- 

ров Р; и Р. достаточно отложить эти векторы от какой-либо точки, 
— 

а затем провести вектор АВ от конца вычитаемого к концу умень- 

шаемого; этот вектор и будет искомой разностью (черт. 7). 

Ясно также, что разность Р, —Р, можно получить, сложив векторы 

Р; и (—Р,), т. е. что 

9 =Р, —Р.=Р,-- (- Р.). 

Напомним, что (—Р.) обозначает вектор, противоположный век- 

тору Ро (черт. 7, пунктир). 

Упражиение 

Найти длину разности В векторов Ри ©, если РТ = 3, 191 =5 и 

угол между положительными иаправлениями Ри С равен 120°. 

Ответ. |В| = 7. 

10. Произведение вектора и числа. Пусть Р— некоторый вектор, 

а т — некоторое положительное или отрицательное число (скаляр). 

Произведением т-Р вектора Ри числа ор 

т называется вектор, имеющий длину 

| т|.|Р|] и направленный одинаково Г. 

с Р, еси т>0, противоположно Р, — 

если т 0. } 

Итак, умножить вектор на 2 — значит «ИР _ ИР. 

удвоить его длину, не изменяя направле- 

ния; умножить вектор на (— 3) — значит 

утроить его длину, изменив направление на обратное. На черт. 8 

Черт. 8. 

изображены случаи т ==-- 2, т=— 1, т==— т . 
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Ясно, что, если т-— целое положительное число, то 

тР -—=р-|-Р--...-НР 
(2 слагаемых). 

Призведение вектора Р н числа —„- обозначается также через -„,, 

так что, по определению, 
- Р__ 1 

т Зент т. Р. 
{ 1 

Легко проверить, что 

(—1)-Р=-—Р. 

Легко, далее, видеть, что определенное нами умножение сочетательно 

по отношению к численному множителю, Т. е. что 

т- (пр) = тп-Р. (2) 

где т и п— произвольные числа!); например, 

3.(—2Р) = —6бР 
(составьте чертеж!). 

Докажем, наконец, что рассматриваемое умножение обладает свой- 

ством распределительности, как по отношению к векторному, так и 

по отношению к численному множителю, т. е. что 

т (Р-Н Р.--...-Н РР) = тр: -Н тр, --...--тР (3) 

& тт... т)-Р = тРр--тур--...-т,Р, (4) 

здесь 1, , 12, ... › Т„-— произвольные числа, а Р.,Р.,..., Р.— 

произвольные векторы. р : 

Докажем сперва свойство (3). На основании сказанного в замеча- 

нии 16 6 достаточно доказать это свойство для случая п==2, т. е. 

‚ доказать, что 

т(Р. | Р.) = тр, -|- тР,. (32) 

Построим многоугольник ОАВ 

векторов Р\ и Р. и проведем замы- 
тт — 

кающую ОВ (черт. 9, слева). По- 

строим, далее, многоугольник О’А’В’ 

векторов ШР,, тР. и проведем за- 
— 

мыкающую О’Р” (черт. 9, справа). 

Черт. 9. Так как стороны О’А’, А’В’ тре- 

угольника О’А’В’ параллельны и про- 

порциональны сторонам ОА, АВ треугольника ОАВ, то эти треугольники 
г 

подобны. Поэтому сторона О’В” также параллельна стороне ОВ и отнс- 
: — — 

шение их длин также равно | т |. Ясно, далее, что О’В’ и ОВ оди- 

наково направлены, если 1 > 0, и противоположно, если т < 0. Отсюда 

1) Произведение тР мы будем обозначать также через Р-зм, так что, по 

самому определению, рассматриваемое умножение обладает свойством переме- 

стительности (коммутативности). . 
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— — — — 

следует, что О’В’ == т-ОВ. Но ОВ=Р,--Р. и О’В’ = тР.-- тР., 
а отсюда вытекает требуемая формула (За). 

При доказательстве свойства (4) можно также ограничиться, на 
основанни того же замечания 1 $ 6, случаем п=2, т. е. доказатель- 
ством формулы: = 

ри (т, -т,)Р = тр -- т.р. (4а) 

Это равенство совершенно очевидно, когда 7, и Ш». одинакового 
знака (черт. 10). Читатель легко проверит справедливость его и 
для случая, когда. т и ть 

(т + т»)Р. 
имеют противоположные знаки ЕС АМН МН ЕН ЕНЕНИНННЕС АЯ 

> М—ВЙМщы 

(черт. 11). Таким образом пред- ТР : тР 
ложение можно считать дока- Черт. 10. 
занным. 

Упражиения и дополиеиия —___ 

“1. Даны два вектора ОА и 
— Черт. 11. 
ОВ с общим началом О. Построить 

— 
(по правилу параллелограма) вектор ОС = 

, 
ы| = 2 

— 1 —- 
и проверить иепосредственно, что ОС ==-5 (ОА + В). 

Показать, что точка С делит пополам отрезок АВ. 
2. Центр тяжести. Пусть дано несколько материальных точек (т. е. точек, 

которым приписываются определенные массы). Обозначим эти точки через 
М‚, М,, ..., Мл, а их массы соответственно через т,, т»,..., ти!). Возь- 

— 

мем произвольную (геометрическую) точку О и построим вектор ОС с началом 
в точке О, определяемый равенством: 

Г. — — — 
бё- т.ОМ, + тОМ.-+...- т,ОМь 

тт... 

Требуется доказать, что положение точки С не зависит от выбора точки О; 
эта точка С, зависящая, таким образом, только от положения данных материаль- 
ных точек и их масс, вазывается центром тяжести, или центром инерции, 
даиной системы материальных точек. 

Доказательство. Возьмем какую-либо другую точку О’ и построим 
вектор —+ —- —+ 

т.О’М,  т.О'М.-...- т,О'Мь 
тт... т : 

Наше. предложенне будет доказано, если окажется, что С’ совпадает с С. Но 
—> — — й — — 

ведь О’М, = О'О--ОМ,,...,О’М, = О'О-+ ОМрь; подставляя эти выражения 
в правую часть предыдушего равенства, получим 

— — — 

9 = (т. т. +. ы . фт») О'О + т,ОМ, + .. „+ т ОМ» а 

о беде МИ. 

= О'О + ОС = О’С. 

0" = 

—> — 

Итак, О'С’ = О'С, откуда следует, что С’ совпадает с С. 

:) Терминами „материальная точка“, „масса“ мы пользуемся исключительно 
ради ваглядности. В сущности речь идет о точках, каждой нз которых приво- 
дится в соответствие некоторое число, которое (условно) называется „массой“. 
Эти „массы“ могут быть и отрицательными; в.зтом случае мы будем предпола- 
гать дополнительно, что сумма масс 27; -|- 1, -|-...-- ти отлична от нуля. 
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3. Доказать, что центр тяжести С системы, состоящей из двух материальных 

точек М, , Мз (см. предыдущее упражнение), обладающих положительными мас- 

ами т, и м», находится на отрезке М, М» и делит его на частн, обратно пропор- 

циональиые массам ли, т, (в частности, центр тяжести двух точек, облалающих 

одинаковыми массами, находится посредине между ними). 

Указание. Взять на отрезке М, М, точку О, определяемую пропорцией 

| М:О | та № 
-1 — 7 и доказать, пользуясь формулой (см. предыдущее упражнение) 

| ОМ2 | т: ' 
— — 

Эё-— т ОМ, + тОМ» 

. т; - ть 
— 

что ОС ==0, т. е. что точка С совпадает с О. 

4. Обобщить результат предыдущего упражнения на случай, когда рассма- 

триваются и отрицательные массы. 

Ответ. Центр тяжести двух масс во всех случаях находится на прямой 

М: М. и определяется пропорцией 

М.С | о т. 

СМ» 1 ри: | ° 

при этом С берется между М; и М., если массы одинакового знака, и вне 

отрезка М. М2 (со стороны большей по абсолютной величине массы), — если массы 

фазного знака. 

11. Векторы, параллельные данному направлению. Орты. Векто- 

ром можно воспользоваться для задания направления в пространстве. 

Так как длина вектора для этой цели безразлична, то ради удобства 

в этом случае можно пользоваться вектором, длина которого равна 

: единице. Такой вектор называют ортом ), или 

7. * гдиничным вектором. В частности, ортом дан- 
ной оси называется вектор длины единица, ука- 
зывающий ее направление. 

Рассмотрим вектор Р, параллельный данному 

8 орту е (черт. 12). Легко видеть, что этот век- 
тор можно представить в виде 

Черт. 12. 
Р=ер, (1) 

хде Р (ие жирным шрифтом!) обозначает некоторое число (скаляр). 

Именно, Р==- |Р|, где (--) берется, если Р и е направлены оди- 

наково, а (—)—в противном случае. Это непосредственно вытекает 

из понятия произведения вектора и числа. (Например, если длина век- 

тора Р равна 5 и он одинаково направлен с е, то Р==5е; если же, 
1 

например, длина Р равна 5- и он направлен противоположно е, то 

1 
Р=—— = е). 

Число Р называется алгебраическим значением вектора Р_ по на- 

правлению е. 
Итак, необходимо различать длину вектора, обозначаемую через |[Р|, 

и алгебраическое значение его Р; последнее понятие имеет смысл только 

тогда, когда дается определенное направление е (параллельное Р), по 

которому берется алгебраическое значение вектора Р. 

1) Сокращение слова оцещаНоп. 
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Рассмотрим теперь несколько векторов Р,, Ро, ...-,Р,„, парал- 

лельных одному и тому же направлению е. Очевидно, что их сумма 

Р=Р. р, -1...-Р, 2) 
параллельна тому же направлению е. По принятым нами обозначениям 

имеем 

Р =ерР, Р, =ер, , Е Р„=еР,, 

и равенство (2) дает, иа основании сказанного в предыдущем пара- 
графе: 

еР = еР, -|-еР.-|...-КеР,=е(Р.--Р,-...- Р,), 

откуда, очевидно, следует, что 

вр... ВР. 

т. е. что алгебраическое значение суммы векторов, параллельных 
одному и тому же орту, равно сумме алгебраических значений 
слагаемых. 

12. Векторы на оси. Частным случаем векторов, параллельных 
одному и тому же направлению, являются векторы, расположенные на 
данной осн А. Пусть е есть орт данной оси А п Р — некоторый век- 
тор, расположенный на — 

ней. ———=5 < ————— 
А С 8 п К М д Имеем, как выше, 

Р—=ерР, Черт. 13. 

где Р есть алгебраическое значение вектора по направлению е; в рас- 
сматриваемом случае величину Р мы будем также называть алгебраиче- 
ским значением вектора Р по оси Д1). 

— — — — 

Рассмотрим теперь несколько векторов: АВ, ВС, ..., КЁ, ЕМ, 
расположенных иа оси ДА так, что начало каждого следующего совпадает 

— 

с концом предыдущего (черт. 13). Тогда вектор АМ будет суммой 
данных векторов: : 

АМ = АВ ВС--... В КЕ-НИМ. (1) 
Пусть АВ (без стрелки) обозначает алгебраическое значение век- 
— 

тора АВ по оси А (и аналогично для других векторов). Тогда, на 
основании сказанного в конце предыдущего параграфа, будем иметь’ 

АМ = АВ ВС... КЕМ. (2) 
Эта простая формула тривиальна в том случае, когда все векторы 

— — 

АВ, ВС и т. д. направлены в одну`и ту же сторону. В общем же 
случае (черт. 13) формула эта, известная под названием теоремы Шаля 
{Сна$е$), не столь очевидна и является весьма полезной для выводов 
общего характера. 

1) Итак, алгебраическое значение вектора Р по оси А равно 4 | Р]|, где 
знак (--) берется в том случае, если вектор и ось направлены в одну и ту же 
сторону, а в противном случае берется знак (— ). 
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Упражнения ь 

1. Обратить внимание на равенство АВ -- ВА = 0. 

2. Проверить равенство АВ -|- ВС == АС для случаев, представленных на 

черт. 14. 

Ш. ПРОЕКЦИИ НА ОСЬ И НА ПЛОСКОСТЬ 

13. Проекция на ось. Пусть ДА — некоторая ось 1), а П — некоторая 

плоскость, непараллельная этой оси (черт. 15). Пусть, далее, А есть 

некоторая точка пространства. Проведем через А плоскость П\, парал- 

лельную плоскости П, и пусть @ есть точка пересечения проведенной только 

что плоскости с осью А. 

& 

Е, 3 

[Н А в — 

Черт. 14. Черт. 15. 
} 

Точка а есть проекция точки Д на ось А, взятая параллельно 

плоскости П. 
Ось А называется осью проекций. Если плоскость П перпендику- 

ляриа к оси А, то проекция называется прямоугольной (или орто- 

гональной). В этом случае проекция точки ДА есть, попросту, осно- 

вание перпендикуляра, опущенного из А на ось А. 
Непрямоугольные проек- 

ции в отличие от прямо- 
угольных называются косо- 

И угольными; те и другие 

а: _в_ вместе называются парал- 
лельными проекциями 2). 

Пусть АВ — некоторый 
вектор и пусть а и В обо- 
значают проекции начала и 

Черт. 16 конца этого вектора на ось 
А, взятые параллельно одной 

— 

и той же плоскости П (черт. 16). Вектор аб называется проекцией век- 

—+ 

тора АР на ось А, взятой параллельно плоскости [3). Для обозначения факта, 

— 
— 

что вектор аб есть проекция вектора АВ на ось А, взятая параллельно 

плоскости П, мы будем писать 
—+ — — 

аф = пр^ АВ (взятой параллельно п). 

р 1) В дальнейшем, пока речь не идет об алгебраическом значении проекции 

вектора (см. ниже), можно под А подразумевать ие ось, а прямую. 

2) В отличие от других Видов проекций, например центральной. 
— — 

8) Иногда под проекцией вектора АВ понимают не вектор а, а алгебраиче- 

ское значение ар этого вектора по оси А. 
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В дальнейшем нам придется иметь дело, главным образом, не с самой 
— 

проекцией аб, а с ее алгебраическим значением оф по оси А. Это 
алгебраическое значение проекции мы будем обозначать аналогичным 
образом, но только без стрелки над буквами „пр“, т. е. будем писать 

аб = пр АВ (взятой параллельно Ц). 

Если дополнительное указание отсутствует, то проекция обычно 

предполагается прямоугольной. 

Легко видеть, что проекции равных векторов (взятые параллельно 

одной и ТОЙ же плоскости) на одну и ту же ось равны между собою, 
т. е. что если 

Р= 0, 
то — и 2 

пр» Р == прА @, прАР == пр^ © 

(проекции берутся параллельно одной и той же плоскости). 
Точно так же, если две оси А и А” одинаково направлены, то проекции 

{параллельные одной и той же плоскости) любого вектора на эти оси 
равны между собою. 

Далее, проекции двух взаимно противоположных векторов на одну 
и ту же ось также взаимно противоположны, а их алгебраические зна- 
чения равны по абсолютной величине, но противоположны по знаку, 
т. е. пр (-—Р) = — прАР (проекции берутся параллельно одной и той же 
плоскости). у ь 

Замечания. 1. Если вектор Р параллелен плоскости Ц, то проек- 
— 

ции точек А и В совпадают, а потому проекция вектора АВ (взятая 
параллельно ГП) равна нулю. 

2. Если вектор Р параллелен осн проекций А, то, очевидно, проек- 
ция вектора Р на ось А равна вектору Р, а ее алгебраическое значение 
равно алгебраическому значению Р по 
оси А. 

13а. Проекции фигур, располо- 
женных в одной и той же пло- 
скости. Если все точки и векторы ка- 
кой-либо фигуры находятся в одной и 
той же плоскости с осью проекций, то 

предыдущее определение проекции мож- 
но заменить следующим (черт. 17, где 
за плоскость чертежа принята только 
что упомянутая плоскость). Пусть А’ — 
иекоторая прямая на рассматриваемой Черт. 17. 
плоскости, не параллельная оси проек- 
ций А. Проведем из какой-либо точки А (взятой на рассматриваемой 
плоскости) прямую, параллельную Д’, и пусть а есть точка пересечения 
проведенной прямой с осью А. Точка а называется проекцией точки А 
на ось А, взятой параллельно прямой А”. 

Если прямая А” перпендикулярна к оси А, то проекция называется 
прямоугольной, или ортогональной. 

А 
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Остальные определения — те же, что и в прелыдущем параграфе; 

надо только всюду вместо „параллельно плоскости П“ говорить „парал- 

лельно прямой А"“. - 
14. Проекция на плоскость. Пусть Ц — некоторая плоскость, 

а АД— произвольная прямая, не параллельная плоскости П (черт. 18). 

Проведем из А прямую Аа, параллельную Д, которая пересечет пло- 

скость П в некоторой точке а. Эта точка называется проекцией точки А 

на плоскость П, взятой параллельно прямой А. 

Если А перпендикулярна к Ц, то проекция называется прямоуголь- 

ной, или ортогональной. В этом случае а есть основание перпендику- 

ляра, опущенного из А на П. Непрямоугольные проекции называются 

косоугольными, а те и другие вместе — параллельными, или цилиндри- 

ческими. 

ь 

---_— 

Черт. 18. Черт. 19. 

— р. На 

Пусть теперь АВ есть некоторый вектор и пусть а и $ обозна- 

чают проекции соответственно начала и конца его на плоскость Ц, 
—+ 

взятые параллельно прамой А (черт. 19). Тогда вектор аб называется 
— 

проекцией вектора АВ, взятой параллельно прямой А: 

— — — 

аф = при АВ (взятая параллельно А). 

Вообще проекцией какой-либо геометрической фигуры на плоскость НП 

иазывается геометрическое место проекций точек этой фигуры. В ча- 

стности, проекция треугольника есть также треугольник, вершины кото- 

рого суть соответственно проекции вершин данного треугольника 1). 

Относительно проекций векторов на плоскость имеют место те же 

простые предложения, как и для проекций на ось: проекции двух рав- 

1) Все чертежи этой книги, изображающие пространственные фигуры, пред- 

ставляют собой не что иное, как параллельные проекции этих фигур на плоскость 

чертежа. 
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ных векторов равны; проекции вектора на две параллельные плоскости 

равны между собой. 

15. Проекции суммы и разности векторов на ось. Докажем 

теперь следующее важное предложение: 

Проекция суммы векторов на ось равна сумме проекций слагаемых 

векторов на ту же ось: 

— — — — —+ 

пра Р == прАР, | праАР»--. ь .-- праР„ 1 -- прАР,, (1) 

где Р обозначает сумму 

Р=Р, ---Р.-—. : ЕР, НР; 

предполагается, конечно, что, проекции берутся параллельно одной и 

той же плоскости. 

Действительно, расположим данные векторы Р., Р-,..., Ри, Р‚ 

так, как это делается для составления многоугольника векторов. 

Ограничиваясь для на- 

глядности чертежа случаем 

четырех слагаемых . (й = 4), 

положим (черт. 20) 

Р, = АВ, Р, = ВС, 

р. СБ, Р.=БВ. 

Сумма этих векторов равна 

Р=АЁ. 

Пусть а, Ф, с, 4, е соот- Черт. 20. 

ветственно обозначают про- 

екции!) точек А, В, С, О, Е. По самому определению суммы векторов имеем: 

Ри ет 
Но ведь 

— —- — —_ — —+ — — —+ —_ 

ае = прАР, а6== нрАР,, 66 = пра Рь, с4 == прАР,, 4е = пра Ра. 

Подставляя эти значения в предыдущее равенство, получим равен- 

ство (1), а это и требовалось доказать. 

Повторяем, что мы ограничились случаем четырех слагаемых исключи- 

тельно для наглядности чертежа; в общем случае доказательство — то же. 

Из доказательства непосредственно следует, что алгебраическое зна- 

чение проекции суммы векторов равно сумме алгебраических значений 

проекций слагаемых, т. е. 

пра Р = прл Р-Н прАР.--...-- прАР,„_; -- ПРА Р,- (1а) 

` 1) В дальвейшем, где не может возникнуть никаких недоразумений, мы опу- 

скаем указание на то, что проекции берутся параллельно одной и той же Пло-. 

скости. 
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Точно так же легко показать, что проекция разности двух векторов 

‘равна разности проекций этих векторов, т. е. ) 

— — —- 

пра (Р; —Р2) = праР, — пра Р.. (2). 

Действнтельно, на основании сказанного в $ 9, имеем 

Р, —Р»==Р, СР»), 

‘откуда, на основании предыдущего 
—+ — —+ —+- — 

пра (Р, — Р5) = пра Р, - пра (— Р») ==пра Р, — пра Р.. 

Для алгебраических значений проекций имеем аналогичную формулу 

пра (Р, —Р-) = пра Р, — пра Р». 

16. Проекции суммы и разности векторов на плоскость. Легко 

показать также, что проекция суммы данных векторов на данную пло- 

скость П равна сумме проекций слагаемых векторов на ту же плоскость, 

т. е. если Р.Р, -|...-ЕР» 
прир== приР, + приР. --... приР, (1) 

Е 
(предполагается, конечно, что проекции 
берутся параллельно одной и той же 
прямой А). Эта теорема доказывается 
так же, как и теорема предыдущего 
параграфа (черт. 21). 

Точно так же проекция разности 

двух векторов равна разности их проек- 

ций, т. е. если 

О —=Р, —Р», 

то 

то 

при о == при Р.— при Р.. (2) 

17. Проекция произведения век- 

тора и числа. Легко показать, что если 

данный вектор Р умножить на число #7, 

то на это же чнсло умножается проекция вектора (на данную ось или 

на данную плоскость). Формулой это выразится так: 

Черт. 21. 

пр (р) = тиррР, 

тде подразумевается проекция на данную ось (или на данную плоскость), 

взятая параллельно данной плоскости (или прямой). 

„1 То же имеет место для алгебраического значения проекции вектора 

на данную ось, т. е. 
пр (тР) = тпрР. 

Предлагается читателю доказать это почти очевидное предложение, 

’ взяв иачало данного вектора на оси (или плоскости) проекций и приме- 

нив простейшие предложения о подобных треугольниках. 
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ГУ. ФОРМУЛЫ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПРОЕКЦИЙ 

В этом отделе рассматриваются исключительно прямоугольные (орто- 
гональные) проекции, а потому мы не станем упоминать об этом в каждом 
отдельном случае. 

18. Угол между двумя направле- = 
ниями. Углом между двумя направлениями 
(например, между направлениями двух осей, 

векторов, вектора и оси) называется угол ых $ 
между ортами этих направлений, прове- а"" 
денными из одной и той же произвольной г. 

точки. 
[Например, угол 8 между осями А Е 

и А” (черт. 22) есть угол между ортами е г. о 

и е’ этих осей, проведенными из одной и Черт, 22. 

той же произвольной точки.] 
Угол этот всегда берется между положительными направлениями 

ортов (черт. 23а) и может прннимать все значения от 0 дот (т. е. 
от 0 до 180°). Если 8 ==0,то направления еие” совпадают; если 8 == т, 
то направления эти протнвоположны (черт. 235). 

3 4). 

0 в ы 0 Г: 

Черт. 23а. Черт. 23. 

19. Формула для вычисления прямоугольной проекции вектора на 
— 

ось. Пусть дана ось Д и вектор АВ, составляющий угол $ с осью А. 
Для вычисления алгебраического значения прямоугольной проекцин век- 

тора 'АВ на ось А существует формула: Г. 

пр АВ == |АВ| соз3, (1) 

(1 

3 Е Иа 

Г] 4 ф А д: 

Черт. 24а. Черт. 24Ъ. 

которая справеллива по величине и по знаку; словами: алгебраическое 
значение проекции вектора на ось равно длине вектора, умноженной 
на косинус угла между данной осью и данным вектором. 

Для вывода этой формулы перенесем данный вектор так, чтобы его 
начало Д совпало с одной из точек оси А, 

Предположим сперва, что угол $ острый. Тогда (черт. 24а) алгебраи- 

Н, И. Мусхелишвили. — 1946 8 
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— 

ческое значенне проекции ДР вектора АВ — величина положительная, и 
рассмотрение треугольника АБВ дает сразу 

пр. АВ = АБ == |АВ| с0$ 8. 

Если же $ — угол тупой, то (черт. 245) треугольник АБВ дает 

|[АВ| = |АВ| соз (180° — 3) = — |АВ| соз 8; 

но, так как в этом случае Др < 0, будем иметь, как и раньше, 

пра АВ == Ав == —|АВ| == +-|АВ|соз $, 

и формула (1) доказана вполне. 
Частные случаи. 1. Если $ =0, то с0$$ ==1, 

ПРА АВ = [АВ.. 

2. Если $ == 180°, то с0$$ =—Т и 

прл АВ == —|АВ|. 
ея 

3. Если $ —= 90°, т. е. если вектор АВ перпендикулярен к оси проек= 
ций, то с0$ 9 =0и 

— 

прА АВ == 0; 

все это вытекает также из самого определения проекции. 
19а. Обобщение. Пусть вектор Р’ параллелен орту е, так что (5 11) 

Р—ер; (1) 

обозначим через @ угол между ортом е и осью А (черт. 25а, 25Ъ). Этот 
угол нли равен углу $ между Р и Д (черт. 25а), или же равен <— 8 

„”“ 

28 
„” —А 

Черт. 25а. Черт. 25Ъ. 

(черт. 255). Первый случай имеет место, когда Рие имеют одинаковые 
направления, т. е. когда Р >> 0; второй случай имеет место, когда Р_ 0. 
Поэтому на основании предыдущего параграфа имеем в первом случае 

пра Р == [Р|с0$8 = Рсоз8 = Р с0$6; 

во втором случае (когда Р< 0 и, следовательно, |Р| = —Р) 

пра Р == |Р | соз $ == — Рсоз $ ==-—-Рсоз (^—0) = Рсо$6. 

Итак, во всех случаях имеем одну и ту же формулу 

пра Р == Рсоз6, (2) 
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где Р обозначает алгебраическое значение вектора Р по направлению е, 
а @ — угол между направлением е и осью проекций. 

Эта формула является обобщением формулы предылущего параграфа 
и совпадает с ней,`если вектор Р и орт е имеют одинаковые направле- 
иия (а не противоположные). 

Упражнения и приложения 

1. Вектор Р длины 10 составляет угол в 150° с осью А. Вычислить алгебраи- 
ческое значение проекции Р на А, 

Ответ. — 5 а Е . 

2. Как выразится, при условиях предыдущего упражнения, проекция вектора 
Р на ось АД, если орт последней есть е? 

Ответ. —5 Узе. 1 
3. Оси Ди АД’ составляют угол 60°. На оси | 

А’ расположен вектор длиною 20 единиц, напра- | 
вленный противоположно Д'’. Вычислить алгебраи- 
ческое значение проекции этого вектора на ось А. 1 

Ответ. — 20-с0$ 60° = — 10. 

4. Рассмотрим . треугольник АВС. Приписав Д в 
его сторонам ваправлення, как указано на черт. 26, ы 
будем иметь Черт. 26. — — — 

АВ = АС-- СВ. 

Проектируя это векторное равеиство сперва на направление АВ и затем 
— 

иа направление А, перпеидикулярное к АВ, доказать равеиства (обозначения см. 
на чертеже): 

с = Всоза -- асоз В, (*) 
0— Бзпа — амп В. (=) 

Второе равенство, к которому можно присоединить равеиство 0 — ств — 
— 6 +лт, выводимое аналогичным образом, выражает известную теорему синусов 
тригонометрии: 

на _ этВ _ пт 

а ь с 

5. Из равенств (*) и (**) предыдущего упражнения вывести теорему косн- 
нусов тригонометрии: 

63 = а? -|- 62 — 206 с0$ 1. 

Решение. Возводя обе части (*) в квадрат, получим 

62 = 62 с052 а -|- а? с093? В -|- 296 с0$ а со$ В = 82(1 — $12 а) 

{+ а? (1 — $402 В) -- 2@6 со$ а с0$ В == а? -|- 2 -- 2а6 соз а со$ В — 

— @2 $112 В — В? $11? с. 

Но из (**) следует 

62 $411? © == а? $1? В = а510 В-а зп В = азш В. Бзта == ара а $ 8. 

Внося эти значения в предыдущую формулу, получим: 

с2 — а? -|- $2 -| 296 (соза с0$ В — эта зп В) = а2 -- 62 -{ 2а6 соз (а -|- В). 

Но, так как «| В=л—1, имеем соз (а - В) == с0$ (п —7) = — созт, откуда и 
следует искомая формула. 

* 



36 Гл. |. ВЕКТОРЫ. ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРОЕКЦИИ [$ 20, 21 

20. Длина прямоугольной проекции вектора на плоскость. Пусть 

П— данная плоскость и АВ — данный вектор. Обозначим через $ острый 

угол между плоскостью П и направлением вектора АВ 1). Пусть аф’есть 

прямоугольная проекция вектора АВ на плоскость П. Тогда будем иметь 

[28] = |АВ|соз8, (1) 

т. е. длина прямоугольной проекции равна длине проектируемого вектора, 
умноженной на косинус острого угла межлу данным вектором и пло-‘ 
скостью. Доказательство мы предоставляем читателю. 

— 

Указание. Перенести вектор АВ так, чтобы его начало А совпало 
с одной из точек плоскости П. 

. 21. Площадь проекции плоской фигуры на плоскость. Рассмотрим 
сперва случай треугольника. Пусть 
АВС — некоторый треугольник; пусть 

“с 

Черт. 27а. ерт. 27Ь. 

а, 6, с обозначают проекции вершин А, В, С на плоскость П. Обозна- 
чим через 5 площадь треугольника АВС, а через $ — площадь его проек- 
ции абс. Площади эти связаны соотношением, совершенно аналогичным 
соотношению (1) предыдущего параграфа: 

$=5с058, (1) 

гле $ обозначает острый угол между плоскостью проекций П и пло- 
скостью проектируемого треугольника. Вывести эту.формулу очень легко. 

Действительно, предположим сперва, что одна из сторон треугольника, 
например сторона АВ, параллельна плоскости П (черт. 27а). В этом 
случае мы можем всегда предположить, что сторона АВ лежит на самой 
плоскости П. (Для этого достаточно перенести треугольник АВС, не 
изменяя направления его плоскости, что не изменяет и его проекции.) 
Площадь 5 треугольника АВС равна 

1 5= 5 |АВ|-В, 
— 

1) Угол $ есть, по определению, угол между вектором АБ и его прямоуголь- 
— 

ной проекцией а6. 
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гле й обозначает высоту треугольника. С другой стороны, площадь проек- 
ции абс равна 

В” = 05 

где /’ есть высота треугольника абс. 
Но ведь |АВ| = {ай ] и, кроме того, 

р’ —й с0$8, 

так как Й’ есть проекция высоты й на плоскость П!), а угол между # 
и А’ есть как раз угол % 2). Следовательно, 

= 08 -й = ы [АВ| В со$$ == 5 с0$ 8, 

что и требовалось доказать. 
Если ни одна из сторон треугольника АВСне параллельна плоскости П, 

то, как легко видеть, его можно разбить на два треугольника, каж- 
дый из которых имеет сторону, параллельную этой плоскости (черт. 275), 
а так как формула (1) справедлива для каждой части, то она будет 
справедлива и для всего треугольника. 

Если теперь вместо треугольника взять любой плоский многоугольник, 
то формула (1) останется справедливой, так как всякий многоугольник 
можно разбить на несколько треугольников, 

Далее, площадь всякой плоской фигуры, ограниченной кривой линией, 
есть, по определению, предел площади вписанного в нее многоугольника. 
Так как формула (1) справедлива для всякого многоугольника, то она 
будет справедлива и в пределе. 

Итак, если 5 обозначает площадь любой плоской фигуры, а $ — пло- 
щаль проекции этой фигуры на некоторую плоскость, то 

5=5с0$8, 

где обозначает острый угол между плоскостью проектируемой фигуры 
и плоскостью проекций. 

Упражнения и приложения 

1. Найти площадь косого сечения прямой призмы, если плоскость сечения 
составляет угол в 30° с основанием и ебли площадь основания равна 10 &м?. 

20 т в 

2. Пользуясь свойством площади проекции, иайти величину угла « между 
гранями правильиого тетраэдра. 

ОТВЕТ, $ = 

1 
ОТВЕТ. С0$ а == = 

3. Если спроектировать окружность на плоскость П, не параллельиую пло- 
скости окружности, то в проекции получается линия, называемая эллипсом ) 

1) Вспомним теорему элемеитарной геометрин: если через точку пересечения 
прямой с плоскостью провести в этой плоскости прямую, перпендикулярную 
к этой прямой, то последняя прямая будет перпендикуляриа к проекции этой 
прямой. 
ы 2) Следует припомнить определение угла между плоскостями, цаваемов в эле- 

ментариой геометрин. 
3) Лииия эта будет подробио изучена в главе УИ. 
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(черт. 28). Диаметр АВ окружности, параллельный плоскости П, дает в проекции 

отрезок Д’В’, равный по величине |АВ| = 2а, где а — радиус окружности. Диа-. 

метр СР перпендикулярный к АВ, дает в проекции отрезок С"О’, перпендику- 

лярный к А’В’ и равный по величине 24 соза, где а — угол между плоскостью 

окружности и плоскостью П. 
1 1 

Величины @ == 5 1 ’В'Г и ё= 7 | С'Р’|= а с05 а называются, соответ- 

ственно большою и малою полуосями эллипса. 
р Доказать, что площадь $, ограниченная эллипсом, 

равиа паб. 
Доказательство. Имеем $ == та? ©0$ @ == 

— та.@ с0$ а = пав. р 

У. СКАЛЯРНОЕ И ВЕКТОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ 
ДВУХ ВЕКТОРОВ | 

До сих пор мы ознакомились, кроме опера- 
ций сложения и вычитания векторов, с опера- 
цией умножения вектора на число. Нам пред- 
стоит теперь рассмотреть еще две операции, а 
именно скалярное и векторное умножения двух 
векторов. 

22. Скалярное произведение двух векто* 

Черт. 28. ров. Скалярным пройзведением двух векторов 
‚ Р, и Р‚ называется произведение их длин и 

косинуса угла, заключенного между ними. 
Скалярное произведение векторов мы будем обозначать символом 1) 

Р..Р., или Р.Р. 

На основании определения имеем 

Р, - Рь==Р!| - |Рз| - С0$ 8. (1) 

Заметив, что произведение 

[Р.| с05$ 

представляет собою алгебраическое значение прямоугольной проекции 

вектора Р; на иаправление вектора Р. (черт. 29), можно сказать, что 

скалярное произведение двух векторов равно про- 
изведению длины одного из них на алгебраическое 

значение прямоугольной проекции другого на на- 

правление первого вектора, т. е., согласно нашим 

обозначениям: 

Р.Р. = Ри: пРЬ, Ра == |Рз| - ПРрр, Р.. (2) 

Черт. 29. Укажем простое механическое значение скаляриого 

произведения. Если точка приложения постояниой по 

величине и направлению силы Е перемещается прямолинейно из положения Ав 

положение В, го, по определению, работа А, произведенная силою Е, равна про- 

1) Следует заметить, что обозначения еще ие установились в литературе. Для. 

скаляриого пройзведения, кроме указанного в тексте, употребляются еще следую- 

щие обозначения: Р, Ж Рь, (Р., Р»), (Р, Р.). Скалярное произведение называюх 

также геометрическим, или внутренним, произведением. 
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2% Е 
изведению длины | АВ| и алгебраического значения проекции силы Е на напра- 
вление перемещения, т. е. 

в=|АВ\-|Р | с0з8, 

где $ обозначает угол между векторами АВ нЕ. Следовательно, иа основании 
формулы (1): 

—> 

Ю = АВ.Е. 

Итак, в нашем случае работа равна скалярному произведению Вектор изо- 
бражающего перемещение, и вектора, изображающего силу. - 

Отметим важное свойство скалярного произведения: оно обращается 
в нуль, либо когда один из перемножаемых векторов равен нулю, 
либо когда сомножители взаимно перпендикулярны; действительно, 

к 
в последнем случае ==. и, следовательно, соз $ == 0. 

Так как ‘направление вектора, равного нулю, неопределенно, его 
можно считать перпендикулярным любому другому направлению. Следо- 
вательно, можно сказать, что во всех случаях условие 

Р.Р, ==0 | (3) 
есть Условие перпендикулярности векторов Р; и Р.. 

Если оба вектора равны между собою, т, е. Р, = Р.==Р, то угол $ 
между ними равен нулю; поэтому 

Р.Р. =Р.Р—=|Р|-[Р| с0$ 0 == |Р}. 

- Произведение Р.Р обозначается символом РЗ3. 
Таким образом квалрат длины данного вектора может быть рассма- 

триваем как скалярное произведение этого вектора на самого себя: 

| [рр ==р.р=Р:. — (4) 
Мы видели, что скалярное произведение может обращаться в иуль 

без того, чтобы один из сомножителей равнялся нулю, в отличие от 
произведения чисел. Укажем теперь основные свойства скалярного про- 
изведения векторов, аналогичные свойствам произведения чисел. 

Прежде всего из самого определения вытекает, что скалярное про- 
изведение обладает свойством переместительности, т. е. Р,.Р»› =Р.-Р!. 

Далее, скалярное умножение обладает свойством распределитель- 
ности, т. е. справедлива формула 

(Р, --Р.-[...-НР,). 9 =Р:0 + Р.9-...-НР,9. (5) 

Для доказательства заметим, что на основании (2), 

(Р.--Р.-...-НР,) 9 =|0|-пр(Р.-Р--...-НР,) == 
==|О|-(прР, | прР.-|-...--прР,)== 
—=|0|-прр,--|©|-прР.--...-Н19]-прР,, 

где проекции берутся на направление О; мы для краткости опустили вна- 
чок, указывающий ось проекций. Но, на основании той же формулы (2), 

О|-прР, = О.Р, [© |-прР. == О -Р, и т. д.; 
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подставляя эти значения в предыдущую формулу, мы получим же- 
лаемый результат (5). 

Из доказанного следует, в частности, что скалярное перемножение 

двух сумм векторов можно производить по обычному правилу 
° перемножения многочленов (см. $ 6, замечание 2). 

Наконец, отметим, что если и: и то обозначают два числа, то 

(тр!) -(т»Р,) == (т:ть) (Р:-Р2); (6) 
например, | 

ЗР;-4р, == 12 (р, -Р.) = 12-|Р,|-|Р»|-с038. 
Предоставляется читателю доказать это простое свойство. 

Упражнения и приложения 

1. Зная, что работа Ю постоянной (по величине и направлению) силы Е при 

прямолинейном перемещении точки приложения ее из положения А в поло- 
жение В выражается формулой 

— 

Ю = АВ-Е, 

доказать следующие простейшие свойства работы: 
а) Работа равна нулю, когда направление силы перпендикулярно к напра- 

влению перемещения. 
Ь) Работа равнодействующей нескольких сил, приложенных к одной итой же 

точке, равна сумме работ составляющих (равнодействующая нескольких сил, 
приложенных к одной точке, равна векторной сумме этих сил, называемых со- 
ставляющими, и приложена к той же точке). 

с) Сумма работ силы Е при перемещении точки приложения по сторонам 
АВ, ВС, СР, ..... ‚КЕ многоугольника АВС... КЁ (причем вершины проходят 
в указанном порядке) равна работе той же силы при прямолинейном пере- 
мещении точки приложения по замыкающей АГ. 

2. Доказать равенство, справедливое для любых двух векторов Р и 0; 

(Р-- 9) =(Р-+ 9)-(Р-- 9) =Р2 + 0? + 2Р9 =|Р 2+ |92+2Р|-19| с0$ 3, 

где $ — угол между векторами Ри ©. 
— — — — 

3. Рассмотреть четыре вектора АВ = СО, АС=ВЬ, составляющие ‘сто: 
— — —> —> 

роны ромба АВОС, так что | АВ|=|СВ] =|АС|]=|ВО|. Выразив диаго- 

нали АБи ВС ромба, как векторные сумму и разиость сторон, доказать, что 
а ЕО 
АР. ВС -= 0, т. е. что диагонали ромба взаимно перпендикулярны. 

4. Приписывая сторонам треугольника АВС определенные направления, 

как в упражнении 4 8 19а, и возводя в квадрат обе части равенства 
—> — 

АВ == АС + СВ, доказать „теорему косинусов“ тригонометрии: 

с2 = а2 -- 62 — 2аё со5т 

(обозначения см. на черт. 26). 

23. Выражение прямоугольной проекции вектора через ска- 

лярное произведение. Если е обозначает орт оси А, то алге- 

браическое значение прямоугольной проекции любого вектора Р 

на ось А может быть рассматриваемо как скалярное произведение 

вектора Р и орта е, т. е. 

праАР ==е.Р. (1) 

Действительно, 
е-Р =|е|-[Р]-с08 8 «= |Р]| с0$8, 
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так как |е|=1 (8% обозначает угол между Р и ДА, или, что все 
равно, между Р и е). Последняя формула доказывает наше утвер- 
ждение. 

24. Правая и левая система трех направлений. Введем теперь одно 
понятие, которое нам понадобится в следующем параграфе, а также и 
впоследствии. Рассмотрим три орта и, №, \м, не параллельные одной 
и той же плоскости, и вообразим, что их начала совмещены. 

Представим себе наблюдателя, расположенного вдоль орта И так, 
что этот орт направлен от ног наблюдателя к голове, и вообразим, что 
наблюдатель смотрит по направлению орта У. Тогда могут представиться 
два случая !): либо (черт. 30а) орт \ направлен (по отношению к наблю- 
дателю) слева направо, либо (черт. 305) — справа налево. В первом слу- 
чае направления и, \, М (взятые в ука- 
ванном порядке), составляют левую 
систему, а во втором — правую. Наз- 
вание „левая“ происходит от того, 
что в первом случае орты и, у, М 
(взятые в указанном порялке) ориен- 
тированы друг относительно друга о 

так, как большой, указательный и Черт. 30а. Черт. 30Ъ. 
средний пальцы левой руки (предпо- 
лагается, что первые два пальца вытянуты, а третий согнут под углом 
к ладони). Таким же образом орты И, \, М, составляющие правую си- 
стему, связаны с пальцами правой руки. 

Левая система ортов и, \, \ останется левой, если произвести 
„круговую перестановку“ ?) их, т. е. рассматривать их в порядке 

у, м, и. Аналогичное свойство имеет место для правой системы. Наобо- 
рот, левая система перейдет в правую и обратно, если поменять местами 
только два орта. Например, если система и, У, \М левая, то система 
у, и, \ будет правой. Зеркальное отражение левой системы дает правую, 
и наоборот. 

Так же можно различать левую и правую системы трех векторов, 
трех осей и вообще трех направлений. 

25. Векторное пронзведение двух векторов. Во многих вопросах 
геометрии и прикладной математики, кроме рассмотренного уже нами . 
скалярного произведения, играет большую роль понятне так называемого 
векторного произведения?) двух векторов, к определению которого мы 
переходим. 

Векторным произведением векторов Р и © называется вектор В, опре- 
деляемый следующими условиями: 

и 

1) На черт. 30а и 306 орты ии \м находятся в плоскости чертежа; на 
черт. 30а орт у направлен к читателю, на черт. ЗОБ — от читателя. 

2) Круговой перестановкой нескольких элементов а, 6, С,..., А, расположеи- 
ных в определенвом порядке, называется такая перестановка, при которой 
каждый элемент заменяется на следующий, а последний — иа первый. Например, 
применяя круговую перестановку к трем элементам а, 6, с, получим 6, с, а. 
Производя круговую перестановку еще раз, получим в, а, $. Если мроизведем 
круговую перестановку еще раз, то вернемся к старому порядку. 

3) Векторное произведение называют также „внешним“. 
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а) Длина вектора В численно равна произведению длин некторов Р 
и ©, и синуса угла 8, заключенного между ними: : 

|! =[Р1-19 [518 (1) 
(черт. 31). Иными словами, длина вектора В численно равна пло- 
щади параллелограма, построенного на векторах Ри © (в предполо- 
жении, что эти векторы проведены из общего начала), или, что все 
равно, удвоенной площадн  треугольннка, построенного на этих 
векторах. 

Ь) Вектор В перпендикулярен плоскости векторов 1) Ри ©. 
Эти условия еще не вполне определяют вектор В: остается сделать 

выбор между двумя возможными противоположными направлениями. 
Чтобы устранить эту двойственность, мы добавляем следующее условие. 

с) Векторы Р, 0, В (в указанном порядке) со- 
ставляют левую систему. 

Разумеется, это требование можно было бы за- 
менить требованием, чтобы наши векторы составляли 

7.) правую систему; мы остановились на левой исключи- 
9 < тельно ради определенности (см. ниже, $ 51, сноска 
> на стр. 84). 

= 
Векторное произведение векторов Р и О мы бу- 

2). Черт. 31. дем обозначать так 2): 

РХ 0. 
Следует помнить, что векторное пронзведение, в отличие от скаляр- 

ного, есть вектор: 
В отличие от произведения двух чисел, векторное произведение, 

подобно скалярному, может обращаться в нуль и тогда, когда оба со- 
множителя отличны от нуля. А именно, на основании (1) ясно, что 
векторное произведение равно нулю, когда один из сомножнтелей равен 
нулю или когда сомножители параллельны, 

Таким образом условие параллельности векторов может быть выра- 
жено так: 

РхХ@=0 (2) 
(ср. аналогичное условие перпендикулярности Р.О = 0, которое выра- 
жается через скалярное произведение). 

Далее, в отличие от произведения чисел и от скалярного пронзведе- 
ния двух векторов, векторное произведение не обладает свойством пе- 
реместительности, т. е. оно зависит от порядка сомножителей. А именно, 
из самого определения следует, что 

ОХР-==—РХ 0. (3) 

1) То-есть к плоскости, параллельной векторам Ри О. Можно лля наглядности 
представить себе, что начала зтих векторов совмещены, как на черт. 31; тогда 
упомянутая плоскость есть плоскость, содержащая векторы Ри © (или всякая 
ей параллельная). 

2) Для векторного произведения применяются также обозначения 

{Р.С}, [, 9}, РЛО- 
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Действительно, при перемене последовательности векторов Р, ©) нало 
изменить направление вектора В на обратное, чтобы система О, Р, В 
осталась левой. ‚ 

Переходя к доказательству свойств векторного произведения, анало- 
гичных свойствам произведения чисел, отметим прежде всего простое 

свойство, выражаемое равенством, которое предоставляем доказать чита- 

а тР Х пд = ти(РХ 0), (4) 
где т, п-— произвольные числа. В частности (при т == —1, п=1), 

(-РХо=—(РХ 9) =@ХР. (5) 
Основным же свойством векторного произведення, сближающим его 

с произведением чнсел, является свойство распределительности, которое 
сейчас докажем. Начнем с простого замечания, касающегося того слу- 
чая, когда один из сомножителей 

есть орт е. 
Из самого определения вектор- 

ного произведения следует, что про- 
изведение е х'Р можно получить сле- 
дующим образом (черт. 32): спроек- 
тировать (ортогонально) вектор Р 
на плоскость П, перпендикулярную 
к орту е, и полученную проекцию Черт. 32. 
р повернуть в плоскости П на пря- 
мой угол по часовой стрелке (относительно наблюдателя, имеющего 

ногн в начале вектора е, а голову — в конце). 
Из этого замечания легко вывести свойство векторного произведе- 

ния орта е и суммы Р,-- Рь--...--Р„, выражаемое равенством 

ех (Р.-|- Р,-|-...-Р,) =ежР,--ежр,-|-...ЕехрР,. (6) 

Действительно, построим многоугольник векторов Р,, Рь,..., Ри и 
замыкающий вектор его Р=Р,-|-Р.--...--Р,. Спроектируем полу- 
ченную фигуру на плоскость П. Пусть р., ро, -.., р и р суть соот- 
ветственно проекции векторов Р., ..., Р, и Р, причем, конечно, р бу- 

дет замыкающим вектором для многоугольника векторов ру, Ро, ---› Ри. 
Если теперь полученную в проекции плоскую фигуру повернуть 

в плоскости П на прямой угол (по часовой стрелке), то получим новый 

многоугольник векторов, сторонами которого будут векторы еЖР,, 

ехрР,, .... ежрР,, а замыкающим вектором — вектор е Х Р. Это и 

доказывает формулу (6). 
Нетрудно видеть, что формула (6) останется справедливой, если 

в ней заменить орт е любым вектором ©. Действительно, всегда имеем 

О —=О.-е, где е-— орт, параллельный вектору ©, а @ —- некоторое число. 

Поэтому 

ОХ(Р,-Р»-{...-ЕР,„) = 9 [ех (Р, + Р.-...-НР„)] = 
= О(ехР,) -|- 9(ежрР) {....--9(ежрР,) = 
=ОХР, ГО ХР, -|-....-РОХР,, (7) 

что и требовалось локазать. 
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Далее, ясно, что предыдущая формула остается справедливой, если 
одновременно в правой и левой частях переменить порядок сомножи- 
телей; действительно, от этой перестановки обе части изменят знак на 
обратный. : 

Таким образом свойство распределительности доказано. Из этого, 
в частности, следует (см. $ 6, замечание 2), что для составления век- 
торного произведения двух сумм достаточно каждый член первой 
суммы умножить (векторно) на каждый член второй и результаты 
сложить. 

Не надо, однако, упускать из вида, что векторное произведение за- 
висит от порядка сомножителей, и поэтому при перемножении следует 
сохранять в каждом отдельном произведении порядок сомножителей. 
Например, 

(Р, --Р,) Х (©, -|- 0.) =Р. ЖО,-НР. Х ОР, Х О,-- Р.Х 0.. 

Результат оказался бы неправильным, если бы, например, вместо послед- 
него слагаемого Р‚ Х ©. мы написали ©, Х Р,,. 

Упражнения и дополнения 
= 

1. Векторный момент относительно точки. Пусть Р = АВ — некоторый 
связанный или скользящий вектор (см. 5 5) и пусть С — некоторая точка. Век- 
торным моментом вектора Р относительно точки С называют вектор 1, при- 
ложенный к точке С и определяемый следующими условиямн: длина векгора Г, 
численно равна произведению длины вектора Р и перпендикуляра #, опущенного 
на прямую, содержащую вектор .Р, из точки С; вектор Г перпендикулярен 

— 

к плоскости САВ и направлен в такую сторону, чтобы векторы СА, СВ, 1. со- 
ставлялн левую систему. 

Точка С называется центром (или полюсом) момента. 
Легко видеть, что момент вектора относительно даниой точки не изменится, 

если переместить этот вектор вдоль прямой, содержащей его. Наоборот, если 
перемещать эту прямую, то момент будет изменяться, так как при этом будет 
изменяться либо велнчина й, либо направление плоскости САВ (а следовательно, 
и направление Г.), либо и то, и другое вместе. Вот почему понятие момента при- 
меняют только к скользящим или связавным векторам, но не к свободным, кото- 
рые можно произвольно перемещать (не изменяя направления). 

` Предлагается доказать, что 

1. = САЖР. (8) 
Решение. По определению, длииа вектора Г. равна | 1. | = | Р|-й == 2 площ. АВС; 

таким образом длина вектора. 1. равна длине векторного произведения 
— — 
САХ СВ. Замечая, далее, что, по самому определению вектора 1, направление 
его также совпадает с направлением этого произведения, заключаем; 

— — 

|. == САХ СВ. (9) 

Но ведь СВ = СА + АВ == СА 4-Р; подставляя это выражение в предыдущую 
Е В а 

формулу и замечая, что САХ СА =0, получим требуемую формулу (8). 
2. Доказать, исходя из формулы (8) предыдущего упражнения, что момент 

равнодействующей 1) нескольких векторов, приложенных к давной точке А, ра- 
вен сумме моментов?) составляющих („обобщенная теорема Вариньона“). 

1) Равнодействующей нескольких векторов, приложенных к данной точке, 
называется нх сумма, приложениая к той же точке. 

2) Речь идет о векторных моментах (см. предыдущее упражнение) относв- 
тельно некоторой определенной точки С. 
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26. Смешанное произведение трех векторов. Скалярное и вектор- 
ное умножения можно комбинировать различными способами друг с дру- 
гом, что дает ряд формул, полезных для приложений. Мы ограничимся 
рассмотрением так называемого смешанного произведения трех векторов. 

Пусть даны три вектора Р, ©, В. Составим векторное произведение 
первых двух из них и полученный вектор умножим скалярно на третий, 
т. е. составим выражение 

(РХО)- В. 

Это выраженне и называется смешанным произведением трех векторов 
Р, О, В, так как в нем фигурируют два вида умножения. Смешанное 
произведение мы будем обозначать так: [Р, ©, В], так что, по опреде- 
лению, 

[Р, ©, В =(РХ 9)-В. (1) 
Смешанное произведение есть скалярная величина, ибо оно получается, 

как результат скалярного перемножения двух векторов РХ @ и В. Оно 
имеет весьма простое геометрическое значение. А нменно, легко пока- 
зать, что смешанное произведение трех век- 
торов Р, ©, В равно обзему параллелепи- 
педа, построенного на этих трех векторах 
(отложенных от одной и той же точки); прл 
этом объему приписывается определенный 
знак. 

Действительно, упомянутый объем У равен 
произведению ‘площади 5  параллелограма, 
построенного на векторах Р и О, и высоты 
й (черт. 33). Но 

$—=1Р|-|О|-3ш 8, Черт. 33. 

где 8—угол между Р и О. Следовательно, если Т обозначает векторное 
произведение РХ ©, то $ =|Т|. С другой стороны, очевидно, 

= |В|с0$ $, 

где Фи— острый угол между В и #. Этот угол равен углу © между ВнТ 
или же дополняет его до 180°, в зависимости от направления вектора Т. 

Поэтому с0$ Фо == -Нс0$® и мы будем иметь 

У= 5-й = Т|.| В |<0$ % = ЕТ |-1 В [с08ф == Е Т-В 
или, если вспомнить, что Т =РХ О, 

"= (Рх9)-в=-ЕР, ©, В. 
Знак --- или — надо выбирать так, чтобы для объема получалось 

положительное значение. 

Можно, однако, отбросить это условие и определить И формулой 

УР, ©, В. (2) 
Эта. формула приписывает объему определенный знак: именно, как 

легко видеть, объем будет положительным, если векторы Р, ©, В соста- 
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вляют левую систему; в противиом случае объем будет отрицательным 1). 

Ясно, кроме того, что если в определении векторного произведения 

(см. начало 5 25) заменить условие с) условием, чтобы -векторы Р, @ 

и В составляли правую систему, то У>> 0, если Р, ©, В составляют 

правую систему, и У< 0—в противном случае. 

На основании указанного геометрического значения смешанного произ- 

ведения очевидно, что оно не изменяется при круговой перестановке 

сомножителей, т. е. что 

[Р, ©, В] = ©, В, Р] = (В, Р, 9], (3) 

(РХО).-В=(@Х®.Р=КХР.О. 
Из предыдущего следует, в частности (так как скалярное произведение 

двух векторов не зависит от порядка сомножителей): 

(РХО)-В =Р-(@ ХВ). 

Легко, далее, видеть, что смешанное произведение изменяет знак на 

обратный при перестановке любых двух сомножителей; например, 

[Р, ©, В] —=— [©, Р, В]. (За) 

Упражнения и приложения 

1. Доказать, что равенство 

т. е. 

[Р, ©, В] ==0 

есть необходимое и достаточное условие того, чтобы векторы Р, ©, В были 

параллельны одной и той же плоскости. 
2. Момент вектора относительно оси. Скалярным моментом [^ сколь- 

— 

зящего или связанного вектора Р = АВ относительно данной оси А называется 

алгебраическое значение прямоугольной проекции на ось А векторного мо- 

мента?) вектора Р, взятого относительно некоторой точки С оси А. 

Доказать, что 

Г) = (СА, Р, @, (4) 

где е — орт оси Л, и что Ё„ не зависит от положения точки С на оси 4. 

Доказательство. По определенню, имеем Г. „ = пра == &-е; здесь № = 

— СА: ЖР есть векторный момент вектора Р относительно точки С, располо- 

женной на оси А. Следовательно, 11 = (СА ЖР)-е = [СА, Р, е], а это и есть 

требуемая формула. 
Произведя круговые перестановки, зту формулу можно переписать еще так: 

—_ — — 

1 =[Р, е, СА = [е, СА, Р] = (ех СА)-Р. 

Пусть С’ обозначает какую-либо другую точку на оси А. Тогда А ЕВЕ 

ее. Подставляя это значение в последнее выражение и замечая, что 

е хХ СС' = 0, получим 
— — — 

1 =(@ехСА-Р = [е, МА, Р] = [С'А, Р, р 

откуда следует, что Г) не изменяется при замене С на С". 

1) Действительно, в первом случае угол $, очевидно, острый и поэтому 

[Р, ©. В] =|Т|-| В |с0$$ > 0; во втором же случае угол 9 — тупой и поэтому 

ТТ || В | созэ < 0. 
2) См упражнение 1 предыдущего параграфа. 



ГЛАВА ВТОРАЯ 

КООРДИНАТЫ ВЕКТОРА И ТОЧКИ 

Г. ДЕКАРТОВЫ КООРДИНАТЫ 

Мы переходим теперь к одному из способон осуществления связи 
между геометрическими образами и числами. Мы начнем с простейших 
геометрических образов — точек и векторов —и введем понятие декарто- 
вых координат этих образов. Координатами данного образа, вообще 
говоря, называются числа, которое вполне характеризуют существенные 
геометрические элементы, связанные с этим образом. 

27. Координаты на пря- 
мой (оси). Пусть дана неко- и‘. Ш. бе 
торая ось Ох (черт. 34) и пусть А — 
Р = АВ — некоторый вектор, Черт. 34. 
расположенный на этой оси. 
Пусть и обозначает орт оси Ох. Тогда (см. $ 11) мы можем написать 

Р=и.Х, (1) 
где Х обозначает алгебраическое значение вектора Р по оси Ох т. е.1) 

Х=-|Р |, (2) 
а -|- или — берется в зависимости от того, совпадает ли направле- 
ние Р с направлением оси Ох или противоположно ему. Если дан век- 
тор Р, то величина Х вполне определена (например, если длина вектора Р 
равна 4, а направление его противоположно направлению оси Ох, то 
——4и и Х==— 4). Обратно, если дано число Х, то длина и на- 

правление вектора Р вполне определены (длина равна абсолютной вели- 
чине Х, а направление определяется знаком АХ; например, если Х=-—3, 
то длина вектора Р == —Зи равна 3, а направление противоположно 
направлению оси Ох). 

Мы, каки раньше, будем считать вектор вполне данным, если известны 
его длина и направление (так что положению начала мы не будем при- 
давать никакого значения). Поэтому мы можем сказать, что число Х 
вполне определяет вектор Р. 

Это число Х (т. е., попросту, алгебраическое значение вектора Р 
по оси Ох) называется декартовой координатой вектора Р, располо- 
женного на оси Ох. Ось же Ох носит название оси декартовой системы 
координат. 

1) Согласно обозначениям $ 12, Х= АВ (без стрелки наверху). 
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На основании определения ясно, что координаты двух равных век- 

торов равны между собою, и обратно, если координаты двух векторов 

равны, то равны и векторы. 

Пусть теперь О обозначает некоторую постоянную точку на оси Ох 

(черт. 34). Положение любой другой точки М на этой оси вполне опре- 
— 

деляется заданием вектора ОМ по длине и направлению; с пругой сто- 

роны, длина и направление этого вектора вполне определяются его коор- 

динатой. 

Обозначим через х эту координату, т. е. положим 1) 

х= ОМ. (3) 

Число х в то же время называется декартовой координатой точки М; 

точка же О называется началом координат- 

Часто также координату х называют абециссой точки М, аось Ох— 

осью абсцисс. 

Начало координат. разбивает ось абсцисс на две части. Точки, лежа- 

щие на одной из этих частей (на нашем чертеже — точки, лежащие 

справа от О), имеют положительные абсциссы, а точки, лежащие на дру- 

гой части (на нашем чертеже — слева от О), — отрицательные абсциссы. 

Первую часть можно назвать положительною частью оси х, а вторую— 

отрицательною. 

На основании сказанного выше, абсциссу можно определить еще и 

следующим образом: 

Абсцисса точки М есть число х, абсолютное значение которого равно 

расстоянию точки /М до начала координат и которое считается положи- 

тельным, Когда М находится на положительной части оси, а в против- 

ном случае — отрицательным ?). 

Чтобы отметить, что х есть координата точки М, пишут: точка М(х). 

Например, точка М (—3) есть точка, расстояние которой от начала 

координат равно 3 единицам и которая расположена на отрицательной 

части оси координат. 

Упражнения 

1. Построить векторы Р= 24, РЕ, Р = — д“. 

2. Построить точки М (-— 1), М (0), М0). 

3. Найти расстояние между точками М, (—4) и М» (12). 

4. Даны две точки А (— 3) и В (— 4). Найти векторы АВи ВА. 

ОТВЕТ. АВ = — и, ВА==и. 

28. Координаты вектора и точки на ‘плоскости. В предыдущем 

параграфе мы убедились, что вектор, расположенный на данной прямой 

(оси), вполне определяется заданием одного числа (координаты); то же 

относится и к положенню точки на данной прямой. Мы увидим сейчас, 

1) Напомним, что ОМ (без стрелки наверху) обозначает положительное или 
— 

отрицательное число (смотря по направлению вектора ОМ). 

2) Во всем предыдущем подразумевается, что раз навсегда выбрана единица 

длины (вапример, саитиметр), которой измеряются длины отрезков. Иначе слова 

„абсолютное значение х равно расстоянию. . - “ не имели бы смысла. 
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что для определения вектора, расположенного на данной плоскости, необ- 

ходимо задание двух чисел; это относится также к определению положе- 

ния точки на данной плоскости. 

Возьмем на данной плоскости две пересекающиеся оси Ох, Оу 
кВА 

(черт. 35). Докажем, что любой вектор Р == АВ, находящийся на этой 

плоскости, можно представить как сумму двух векторов, из которых 

`’каждый параллелен одной из осей Ох, Оу. 

Действительно, перенесем вектор Р (не изменяя длины и направления 

его) в положение ОМ так, чтобы его начало совпало с точкою О пе- 

ресечения осей Ох, Оу. Проведем, далее, прямые Мт’ и Мт”, соответ- 

ственно параллельные осям Оу н Ох, и пусть т’н т” обозначают их 

пересечения соответственно с ося- 
ми Ох и Оу. Тогда, очевидно: р у 

Р== ОМ = От’ От”, (1) 
что и доказывает наше утвержде- 

ние. 
Последнему равенству можно 

придать вид, где ясно выступает 
характер представления (1). Черт. 35. 

Действительно, обозначим со- 
ответственно через и и у орты осей Ох и Оу. Тогда, очевидно 
(см. $ 11): 

От = иХ, От’ == У, (2) 

где Хи У обозначают соответственно алгебраические значения векто- 
—* —+ 

ров Ом’ и От’ по осям Ох и Оу. 
Таким образом 

Р=иХ-- УИ. (3) 

На основании определения величин Х и У ясно, что 

Х==пр,ОМ == пр, Р (взятая параллельно оси Оу), | (4) 

У==пр, ОМ == пр, Р (взятая параллельно оси Ох) | 

(пр, и пр, обозначают соответственно алгебраические значения проек- 

ций на оси Ох и Оу). 
Легко показать, что представление данного вектора в виде (3) воз- 

можно только единственным способом, т. е. что если для того же век- 
тора Р имеем представление 

Р==их" уу, 

то необходимо Х’==Х, У’=7У. Действительно, сравнивая предыдущую 
формулу с (3), получаем иХ’ уу’ =иХ--УУ, откуда следует, что 
и (Х'— © -Ну(’ — У) =0, или еще 

ш-Нут = 0, (5) 
Н. И. Мусхелишвили. 1946 
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где /= Х’— Х, т= У’ У. С другой стороны, легко видеть, что равен- 

ство вида (5), в котором и и у — непараллельные векторы, возможно 

только в том случае, если [== т ==0. Действительно, в противном слу- 

чае вышло бы, что векторы и Г и—\:7, параллельные различным на- 

правлениям и и у, равны между собой, что невозможно. Итак, мы имеем 

[—=т==0, откуда и следует, что Х’=Х, У’==У. 

Таким образом величины Хи У вполне определены, если дан вектор Р; 

обратно, если Х и У даны, вектор Р вполне определяется форму- 

лой (3) 1). 
Величины Х и У называются декартовыми координатами вектора Р. 

Для обозначения факта, что Хи У являются координатами вектора Р, 

р пишут Р(Х, У) или 

Р == (^, У); 

` последнее равенство надо понимать, попро- 

сту, как краткую запись формулы (3). 

Из самого определения координат выте- 

кает, что координаты равных векторов равны 

между собою и что, обратно, векторы © оли- 

наковыми координатами равны. 

- Очевидно, далее, что если вектор равен 

Черт. 36. нулю (т. е. его длина равна нулю), то коор- 

динаты его равны нулю, и обратно. 

Пусть М есть пронзвольная точка на данной плоскости. Положение 

точки М на плоскости вполне определено, если известны длина И напра- 

— 

вление вектора ОМ (черт. 36), иначе говоря, если известны координаты 

этого вектора, который называется радиусом-вектором точки М отно- 

сительно точки О. 

Обозначим через х и у эти координаты, иначе говоря, положим 

х—=пр,ОМ (взятая параллельно оси ОУ), 

— 

у==пр,ОМ (взятая параллельно оси Ох); 

числа х и у, которые вполне определяют положение точки М иа пло- 

скости, называются декартовыми координатами точки М. Задать 

точку — это значит задать ее координаты. 

Для обозначения факта, что х иу являются координатами точки М, 

пишут: точка М (х, у). 

Можно дать еще следующее определение координат х и у. 

Пусть м’и т” обозначают проекции точки М на оси Ох и ОУ 

(взятые соответственно параллельно осям Оуи Ох); тогда 

х=0От’; у==От"; 
: 

Ре 

иначе говоря, Х есть алгебраическое значение вектора От, т. е. коор- 

дината точки т’ на оси Ох (см. предыдущий параграф); аналогично 

для У. 

1) Напомним еще раз, что свободный вектор считается определенным, если 

известны его длииа и направление; положение начала — безразлично. 
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Чтобы построить точку М по данным координатам хи у, достаточно 
отложить (ие упуская из вида знаков) на оси Ох отрезок От’ == х, а 
иа оси Оу — отрезок От” = у и из полученных точек провести пря- 
мые, параллельные соответственно осям Оу и Ох; точка пересечения 
последних прямых и есть точка М. 

Оси Ох и Оу называются осями декартовой системы координат, 
а точка О — началом координат. Угол жеу, заключенный между поло- 
жительными направлениями осей, называется хоординатным углом. Оси 
координат разбивают всю плоскость на четыре части Г, П, Ш, У 
(черт. 36), из которых каждая характеризуется знаками координат точек, 
принадлежащих этой части. 

В части [ обе коордииаты положительны, в части Их 0, у> 0, 
в части Шлхл<0, у<0 и, наконец, в части 1У х>0, ух 0. 

Часть 1 (т. е. где х>0, у>0) называется иногда нормальным 
координатным углом. 

Обыкновенно на чертеже ось Ох („ось х-ов“) проводится гори- 
зонтальио и направляется слева направо, а ось Оу („ось у-ов“) — снизу 
вверх. 

Координату х называют абсциссой точки М, а координату у— орди- 
натой; соответственно этому ось х-ов называется также осью абсцисс, 
а ось у-ов — осью ординат. 

При только что указанном расположении чертежа точки, лежащие 
справа от оси Оу, имеют положительные абсциссы, а точки, располо- 
женные слева от этой оси, — отрицательные. Точно так же точки, лежа- 
щие выше оси Ох, имеют положительные ординаты, а точки, лежащие 
ниже этой оси, — отрицательные. Например, точка М (—3,---5) рас- 
положена влево от оси Оу и выше оси Ох, и для построения этой 
точки достаточно отложить вдоль оси Ох, влево от О, отрезок длины 3, 
а из конца этого отрезка на прямой, параллельной оси Оу, отложить 
отрезок длины 5 по направлению кверху. 

Упражиения 

1. Начертить какую-либо систему осей координат Ох, Оу и, выбрав опре- 
деленную еднвицу длииы, построить точки: 

МСО, 0), М(5, 0), М (0, 3), М (0, —1), М (5, —2), М(—3,—3). 

2. Построить вектор Р == (3, — 1). 
3. Построить векторы (1, 2) и (4, 8) и доказать, что ›‚и параллельны. 
4. Предполагая коордииатиый угол » равным 60°, построить точки /М, (1, 0), 

М: (0,2) и найти расстояние между ними. 

Ответ. | М, М, | = УЗ. 

5. При коордииатиом угле у == 60° вайти расстояние точки (4, 4) ло начала 
коордвнат. 

Ответ. 4 УЗ. 

6. Доказать, основываясь на результате упражиения 1 5 8, что расстояние 
точки М (х, У) до начала коордииат дается формулой: 

| ОМ] = Ух - у? + 2ху соз», (*) 

где у— угол между осями координат. Тщательно исследовать разницу между 
этой формулой и формулой упомянутого упражиения. Доказать, что формула (*) 

#* 
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справедлива не только при х>0, у> 0, а при всех возможных сочетаниях зна- 

ков (х> 0, ух 0; х< 0, > х< 6, у<0). 
(Ниже эта формула будет выведена при помощи общего метода, не требую- 

щего кропотливого исследования всех возможных частных случаев; однако чнта- 

телю ре-омендуется произвести здесь это исследованне для того, чтобы он 

вполне уяснил себе преимущество общего метода, нзложенного в дальнейшем.) 

29. Прямоугольные координаты на плоскости. Если угол » между 
п 

осями декартовых координат прямой (=). то система координат 

называется прямоугольной, или ортогональной. 
— 

В этом случае координаты вектора АВ==Р суть, попросту, алге- 

браические значения прямоугольных проекций его на оси координат 

==пр,Р, У==пр,Р; 

иначе эти формулы можно написать Так: 

Х=и.Р, У=у.Р, (1) 

где, как всегда, и и У обозначают орты. осей координат. 

Точно так же координаты любой точки М суть алгебраические зна- 

чения прямоугольных проекций радиуса-вектора этой точки на оси 

координат (черт. 37). 

Можно также сказать, что коорди- 

;:] наты точки М суть расстояния этой точ- 

ки до осей, снабженные определенными 

знаками. Именно, х есть расстояние 

точки М до оси Оу, взятое со зна- 

ком (--), если точка М расположена 

с той стороны от оси Оу, куда обра- 

Т щ-но положительное направление оси 

-й р ^ У — Ох; аналогично для у. 

Для того чтобы построить, напри- 

Черт. 37. мер, точку № (— 3,—2), надо по оси 

Ох, в отрицательном направлении, от- 

ложить от точки О отрезок длины Зи из конца полученного отрезка 

восставить перпендикуляр длины 2 в направлении, противоположном 

направлению оси Оу; конёц этого перпендикуляра и есть точка М 

(черт. 37). 
В отличие от прямоугольной системы непрямоугольные системы 

называются косоугольными. 

Упражиения 

1. Постооить вектор Р == (5, 4), найти его дливу н тангенс угла $, который 

он составляет с осью Ох. а 

Ответ. |Р|=И?+4=7У4, ву=у. } 

2. Построить точки А(1, 1) иВ(3, 2), затем построить вектор АВ, вычис- 
— 

лить его координаты и найти угол $ вектора АВ с осью Ох. 

1 

Ответ. АВ = (, 1), | АВ| = У 5, ше=У. 
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30. Координаты вектора и точки в пространстве. Обобщение на 
случай пространства напрашивается само собою. Возьмем три оси Ох, 
Оу, Ог, пересекающиеся в одной точке О и не лежащие в одной и той 
же плоскости (черт. 38). Эти оси назовем осями декартовой системы 
координат, а плоскости Оу2, Огх, Оху — плоскостями координат. 
Точку О назовем началом координат. 

ый: 

Пусть Р = АВ — некоторый вектор, произвольно расположенный в 
пространстве. Докажем, что этот вектор можно представить как сумму’ 
трех векторов, из которых каждый паралле- 
лен одной из осей координат. | 

Действительно, перенесем вектор Р в по- 

ложение ОМ и проведем из /М три плоскости, 
параллельные соответственно трем плоско- 
стям координат. Пусть иг’, т” и т” обозна- 
чают точки пересечения проведенных плоско- 
стей соответственно с осями Ох, Оу, Ог. 
Ясно, что три проведенные плоскости вместе 
с тремя координатными плоскостями обра- 
зуют параллелепипед и что 

Р= ОМ = бт -|- От" От”. (1) 
Это и доказывает наше утверждение. 

Так же, как и вб5 28, последнее пред- 
ставление можно выразить при помощи ортов. 
Пусть, в самом деле, и, у и \ обозначают 

соответственно орты осей Ох, Оу и 02. 
Тогда, очевидно: 

От’ = их, От’ ==чу, От” == р, (2) 
где Х, Уи обозначают, соответственно, алгебранческие значения век- 

Черт. 38. 

д деи пт торов От’, От”, От”, взятые соответственно по осям Ох, Оу и О-. 
Таким образом получаем основную формулу: 

Р—=их--уУУ-Е м7. (3) 

На основании определения величин Х, Уий ясно, что 

Х= пр,Р (взятая параллельно плоскости Оу?), 

У—=ирР ( ы ь Огх), 
й= пр.Р ( » з м Оху). 

Легко видеть, что представление (3} возможно одним единственным 

способом, т. е. что если каким-либо другим образом мы найдем для 

того же вектора Р, что 

у Р=их” -- у" -- м7’, 

то необходимо Х”==Х, У’==У, 7’ ==. Действительно, сравнивая пре- 
‚дыдущую формулу с (3), получим, как в $ 28, 

шут -Н ми = 0, 
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где положено #{ ыы, ШЕИ —Й, п=7’—7. Но предыдущее 

равенство возможно только при [=т==и==0. Действительно, если бы 

одно из чисел / т, п, например п, не было равно иулю, вышло бы, 

что вектор \-П, отличный от нуля и параллельный оси Ох, равен век- 

тору — и/-— ут, который параллелен плоскости Оху (так как послелиий 

вектор есть сумма векторов — и/ и-—Ут параллельных плоскости Оху). 

Но это невозможно, ибо ось Ог, по условию, не параллельна плоскости Оху. 

Таким образом, если дан вектор Р, то величины Х, Уи 2 вполне 

определены, и обратно, если даны величины Х, Уи 2, вектор Р вполне 

определяется формулой (3). 

Например, если Х == 2, У=3, й==—3, то вектор 

р = 2и-|-Зу -—3\ 

построится следующим образом. Из произвольной точки А проведем 

вектор 2и (т. е. вектор длины 2, одинаково направленный с осью ох) 

И 
м 

Е ^ 
> 

0 

У 
Черт. 39. 

Черт. 40. 

из конца этого вектора проведем вектор Зу (т. е. вектор длины 3, оди- 

наково направленный с осью Оу) и, наконец, из конца последиего век- 

тора проведем вектор — Зм (т. е. вектор длины 3, направленный проти- 

— 

воположно оси 02). Вектор АВ (замыкающий вектор) с началом в А 

и концом в коние В последнего из проведенных векторов есть иско- 

мый вектор Р (черт. 39). Можно было бы, конечно, произвести построе- 

ние и при помощи параллелепипеда (как показано на черт. 39 пунктиром), 

но указанное выше построение нагляднее. Х, У, и 2 называются декар- 

товыми координатами вектора Р. Для обозначения того, ЧТо РОВ 

являются координатами вектора Р, пишут: Р (Х, У, 7), или еще 

Р == (Х, У, 2); 

это — просто краткая запись формулы (3). 

Из самого определения координат вытекает, что координаты равных 

векторов равны между собою и, обратно, векторы с одинаковыми Коор- 

динатами равны. 
: 

Очевидно, далее, что если вектор равен нулю, то все три его коор- 

динаты равны нулю, и обратно. 

Совершенно аналогично случаю двух измерений ($ 28) положение 

какой-либо точки М в пространстве можно определить координатами 
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— 

‚ связанного вектора ОЛ, называемого радиусом-вектором точки М 
относительно точки О (черт. 40). 

Обозначим через х, у и 2 эти координаты, т. е. положим 

— 

х=— пр, ОМ (взятая параллельно плоскости Оу2), 
—+ 

У = пр, ом ( » » > Огх), 

& == пр, Ом ( » > » Оху). 

Числа х, уи 2 называются декартовыми координатами точки М. 
Если эти числа даны, то для построения точки /М достаточио отложить 
по осям координат (соблюлая знаки) отрезки От’ ==х, От” == у, 
От” =2 и через точки п’, т,” т” провести плоскости, соответственно 
параллельные плоскостям Оуг, Огх, Оху; точка пересечения этих пло- 
скостей даст точку М. 

Для большей наглядности представим себе, что плоскость Оху гори- 
зонтальна, ось О2 направлена снизу вверх, Ох —- слева направо, а ось 
Оу—в нашу сторону. 

Плоскости координат разбивают все пространство на восемь частей. 
Именно, при указанном расположении чертежа плоскость Оху разбивает 
пространство на две части: верхнюю и нижнюю; каждая из этих частей 
разбивается плоскостью Оу2, в свою очередь, на две части: правую 
и левую; наконец, ‘каждая из полученных четырех частей разбивается 
плоскостью Олх на две части: по сю сторону и по ту сторону. В ре- 
зультате получается восемь частей. 

Каждая из упомянутых восьми частей характеризуется знаками коор- 
динат х, уи 2. Именно, если 2 > или < 0, то точка находится выше 

или ниже плоскости Оху; если у`>> или < 0, то точка находится по сю 

‘или по ту сторону плоскости Огх, если х > или < 0, то точка нахо- 
дится справа или слева от плоскости Оу2. 

Та часть пространства, где все три координаты положительны, назы- 
вается иногда нормальным координатным углом; эта часть состоит (при 
принятом выше расположении чертежа) из точек, которые расположены 
выше плоскостн Оху, справа от плоскости Оу2 и по сю сторону от 
плоскости Оргх. 

31. Прямоугольные координаты в пространстве. Наиболее важен 
случай, когда оси координат попарно взаимно перпендикулярны. Тогда 
и плоскости координат попарно взаимно перпендикулярны, и система 
декартовых координат называется прямоугольной, илн ортогональной 
(непрямоугольные системы называются косоугольными). В случае прямо- 
угольной системы координаты вектора суть, ` попросту, алгебраические 
значения его прямоугольных проекций на оси координат 

Х=пр,Р, У=пр,Р, й = пр, Р. 

Если, как и ранее, и, у, \м обозначают орты осей координат, то пре- 
дыдущие формулы могут быть написаны так ($ 23): 

Х==и'Р, У-=у-Р, Х=м.Р. (1) 
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Точно так же координаты х, у, 2 точки М суть алгебраические 
ВЕ. 

значения прямоугольных проекций радиуса-вектора ОМ этой точки на 

оси координат (черт. 41). - 
Ясно, что координаты х, у и 2 чис- 

ленно равны расстояниям точки М со- 

ответственно до координатных плоско- 

стей Оу2, Огх, Оху, знаки же берутся 

по следующему правилу: если М нахо- 

дится по ту сторону от координатной 

плоскости, куда направлена перпендику- 

лярная к этой плоскости ось, то расстоя- 

ние надо взять со знаком (-|-); в про- 

тивном случае со знаком (—). 

32. Разложение вектора по данным 

направлениям. Мы считаем полезным 

повторить, с целью подчеркнуть их, неко- 

торые результаты, полученные нами ра- 

нее. Для сокращения речи Условимся в 

одном термине: если несколько свобод- 

ных векторов параллельны одной и той. же 

| плоскости, то мы будем говорить, что они 

компланарны!). В частности, два вектора всегда компланарны; чтобы 

в этом убедиться, достаточно отложить их от одной и ТОЙ же точки. 

Ясно, далее, что направление плоскости, которой параллельны два данные 

вектора, вполне определено, если эти два вектора непараллельны между 

собою. Любую плоскость, которой параллельны данные компланарные 

векторы, мы будем называть просто плоскостью данных векторов. 

Рассматривая в $ 28 произвольный вектор Р, расположенный в лан- 

ной плоскости, мы показали, что его всегда можно представить, как 

сумму двух векторов, параллельных двум заданным ортам и и У, распо- 

ложенным в той же плоскости. Говоря о векторах, расположенных 

в одной и той же плоскости, мы поступили так исключительно радн 

наглядности; на самом же деле здесь имелись в виду, попросту, ком- 

планарные векторы (в указанном смысле этого термина). 

Поэтому сказанное в начале $ 28 лучше формулировать следующим 

образом: пусть и и у—— любые непараллельные орты и пусть Р — любой 

вектор, компланарный с ними. Тогда вектор Р можно представить в 

виде суммы 

Р=Р,--Р. (1) 

двух векторов, параллельных направлениям и и У. Чтобы в этом убе- 

диться, достаточно отложить векторы и, \, Р от какого-либо общего 

начала и произвести построение, указанное в $ 28. 

НИ 
бе 

Черт. 41. 

1) Слово „компланарные“ означает, в сущиости: „имеющие общую пло- 

скость“, т. е. „расположенные в одной плоскости". Но так как речь здесь идет 

о свободных векторах, которые можно переносить (не изменяя длины и направ- 

ления) произвольным образом, мы должиы называть компланарными векторы, 

параллельные одной и той же плоскости, ибо в этом случае их можно перенести 

_ так, чтобы оии оказались расположенными в одной плоскости. 
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Формула (1) дает разложение вектора Р по двум данным (непа- 
раллельным между собою) направлениям в предположении, что вектор 
Ри эти два направления компланарны. Из (1) получаем (см. 6 28) 

формулу 
Р—=иХ-|- уу, (2) 

дающую разложение вектора Р по двум данным ортам, компланарным 
с Р. 

Точно так же, из сказанного в $ 30 вытекает, что еслн даны три 
некомпланарных орта или, что сводится к тому же, три некомпланар- 
ных направления, то всякий вектор Р может быть разложен по этим 
трем направлениям, т. е. представлен в виде 

Р=Р, Р-Р, (3) 

где векторы Р., Р»›, Р. соответственно параллельны данным направлениям. 
Чтобы получить это разложение, достаточно отложить от любой точки О 
пространства орты и, у, \ и произвести построение, указанное в $5 30. 

Из (3) вытекает ($ 30) разложение вектора Р по трем некомпла- 
нарным ортам 

Р = их--уу-- мА. 

На основании сказанного очевидно, что при определении координат 
свободного вектора нет надобности вводить в рассмотрение начало 
координат: достаточно, в общем случае, задать три (некомпланарных) 
координатных орта. В случае векторов, параллельных данной плоскости, 
достаточно задать два (непараллельных) координатных орта, а в случае 
векторов, параллельных данному направлению, — один координатный орт. 
Наоборот, положение начала координат имеет, очевидно, существенное 
значение, когда речь идет о координатах точки. 

Добавим в заключение, что если дана плоскость П и непараллельная 
ей прямая А, то всякий вектор может быть (единственным образом) 
разложен так: 

Р = РА -|- Ри, 

где Рли Ри -—векторы, соответственно параллельные А и П. Действи- 
тельно, как легко видеть, 

Р.== праР (взятой ||П), Ри= при Р (взятой || А). 

33. Обобщениые декартовы координаты. Понятие декартовых ко- 
ординат можно несколько обобщить, воспользовавшись для разложения 
вектора не ортами, а векторами произвольной длины. 

Начнем с векторов, параллельных данному направлению. Пусть и — 
произвольный, отличный от нуля вектор, имеющий данное направле- 
ние. Всякий другой вектор Р, параллельный ему, может быть предста- 
влен единственным образом в виде 

р (0 
где 

Р 
Х= (2) 

(Р— алгебраическое значение вектора Р по направлению и). 
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` 

Предыдущие формулы непосредственно вытекают из определения 

произведения вектора и числа 1). Число Х называют отношением парал- 

лельных?) векторов Р и ци. 
Число Х может быть и здесь названо координатой вектора Р, 

по отношению к координатному вектору и. 

Для определения положения точки М на данной оси Ох мы можем 
— 

воспользоваться, как раньше, вектором ОМ, отложенным от определен- 

ной точки О („начала координат“) этой оси. Мы будем иметь, со- 

гласно (1), : 

ОМ == их, (3) 

где и обозначает некоторый (раз навсегда выбранный) вектор, парал- 

лельный данной оси („координатный вектор“), а Х — определенное число: 

= т. (4) 

Число х и здесь называется координа- 

той точки /. 
Совершенно аналогично, для задания 

вектора Р, параллельного данной пло- 

скости, можно воспользоваться двумя 

произвольно выбранными (но непарал- 

лельными) векторами и и\, параллель- 

Черт. 49. ными нашей плоскости (см. черт. 42, на 
—- 

котором векторы и, Уи Р=ОМ изоб- 

ражены приложенными к одной точке О, ‘что мы всегда имеем право 

сделать). Как и в $ 28, мы получим 

2” д*и Р=От’-—- От”, 

и на основании сказанного выше 

Р=иХ--УУ, (5) 

ге Х Г У т Числа Х и У суть координаты вектора Р, 

отнесенного к координатным векторам в и У. 

Для определения положения точки на данной плоскости необходимо 

залать, кроме двух координатных векторов и и у, еще определенное 

начало координат О. Тогда положение точки М на плоскости будет 
— 

определяться ее радиусом-вектором ОМ. Полагая 
— 

ОМ ==их-|- уу, 

мы получаем возможность определять положение точки при помощи 

двух чисел (координат) х, у. 

1) Из этого определения вытекает, что направление вектора иА совпадает 
Р 

с направлением Р и что длниа его ох ира | ЕЕ НТР1. 

2) Понятие отношения двух векторов определяется только в случае парал- 

лельных векторов. 
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Наконец, для задания вектора Р, произвольно направленного в про- 

странстве, мы можем воспользоваться тремя (некомпланарными} коорди- 

натными векторами и, у, \. Изображая, для наглядности, эти векторы 

приложенными к одной точке О (черт. 43), получим, как в 5 30, 

р = 0яй -- От” -- От”, 
откуда 

О 7 (6) 

где о о 
От! т’ = т! 

А=Тар УР ы м |" 

Числа Х, У, 2 суть координаты вектора Р, отнесенного к коор- 

динатным векторам и, у, м. 
Для определения положения точки М следует задать еще опреле- 

леиное начало координат О, после чего 

положение точки будет определяться фор- 

мулой: 

ОМ == их му; г 

х, у, г — координаты точки М. 

Координаты, определенные здесь, мы бу- 

дем называть обобщенными декартовымй ко- 

ординатами, или декартовыми координатами 

общего вида '). Координаты, рассмотренные 

в предыдущих  параграфах, представляют Черт. 43. 

собою частный случай, когда | и | = | У | = 

== | м | == 1. Эти координаты мы будем теперь называть необобщен- 

ными декартовыми координатами. 

Из предыдущего следует, что обобщенные координаты Х, У, Е 

равны иеобобщеиным, разделенным на длины соответствующих коорли- 

иатных векторов. В дальнейшем, если противное не оговорено особо, 

под декартовыми координатами мы будем понимать обобщенные 

декартовы координаты. Под прямоугольными (или ортогональными) 

координатами мы будем понимать (если противное не оговорено особо) 

необобщенные прямоугольные декартовы координаты 3). 

И в случае декартовых координат общего вида мы будем для точек 

и векторов применять обозначения 

М (х, У, г), Р(Х, У, 2}, Р == (Х, У, 2). 

И. ОСНОВНЫЕ АФФИННЫЕ ФОРМУЛЫ 

В этом отделе мы выведем несколько основных формул, связанных 

с представлением векторов и точек при помощи декартовых координат. 

Все формулы, рассматриваемые в этом отделе, таковы, что они имеют 

1) Их называют также аффинными. Целесообразиость этого термнна стаиет 

понятиой, когда мы будем говорить об аффинных свойствах фигур (см. 8 76, 

замечаине). , 

2) В современной литературе декартовыми координатами Часто называют 

только эти последние (т.е. прямоугольные необобщенные декартовы координаты). 
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совершенно одинаковый вид как в случае обобщенных декартовых, так 

и в случае (необобщенных) прямоугольных координат. Как мы увидим 

ниже, эти формулы выражают так называемые аффинные свойства 

фигур"). 
Каждую формулу мы будем выводить сперва для общего случая 

пространства трех измерений, а потом указывать те упрощения, которые 

произойдут в полученных формулах, если рассматривать фигуры, распо- 

ложенные в одной и той же плоскости. 
Формулы, относящиеся к последнему случаю, т. е. случаю двух 

измерений, можно выводить или непосредственно, или же получать из 

общих, полагая в них равными нулю координаты 7 или 2 векторов или точек. 

В нижеследующем под словами: найти вектор (или точку), дан 

вектор (или точка), следует понимать: найти координаты вектора 

(или точки), даны координаты вектора (или точки). 

34. Координаты суммы данных векторов. Пусть дано несколько 

векторов 

Р, = (^1, У, 2,), Р‚ = (Х», У», 25), че Р„==(Х,, У, 2,). 

Требуется найти сумму Р этих векторов (т. е. найти координаты 

Х, У, 2 вектора Р). Имеем ($ 33) 

Р, = и/Х! -- уу, | мё,, 
Р. == и№ - уу. -- №272, 

р. = ах, -|-УУ,-Нм2,. 

Складывая предыдушие формулы, получим 

Р=р. р... . - Р.= «№... АЕ 

Е о аныеьаыр $ =». 
откуда непосредственно вытекает, что искомые координаты Х, УЕ 

вектора Р даются формулами: 

р Е 
Уи... -РИ,, 
2=27.--2.4.. + 7,; 

словами это можно выразать так: каждая координата суммы векторов 

равна сумме соответствующих координат составляющих векторов. 

Тем же путем найдем разность двух векторов. Именно, если 

9 = (Х, У, 2) есть разность векторов Р; == (Х, У, 2) и Р› = (Хь У, 2), 

то 
Х=х—Х,, #=У— У, =, — 45, 

т. е каждая координата разности векторов равна разности соответствую- 

щих координат уменьшаемого и вычитаемого. 

В случае двух измерений координаты (Х, У суммы векторов 

В=О, ИЛ... (Х,„, У,) даются, разумеется, теми же форму- 

1) Об этом будет подробнее сказано в гл. ПЬ $ 18. 
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лами, что и выше (надо только отбросить формулу для 7); то же отно- 
сится и к разности. 

Читателю предлагается доказать полученные здесь формулы, исходя 

непосредственно из теоремы о проекции суммы (или разности) векторов 
на данную ось, начав со случая необобщенных координат и перейдя 

затем к обобщенным. 
Упражнения 

1. Найти сумму векторов Р, = (3, 1); Р.=(0, —1) и Р.=(—1, —№Ю (ва 
плоскости). 

Ответ. (2, —1). 

2. Найти сумму векторов Р, = (3, 1, 2), Р. = (3, 3, 3) и Р. = (0, 1, 1. 

Ответ. (6, 5, 6). 

3. К материальной точке м приложено л сил: 

Е; == (+, Я, 21), Е =(Хь, У,, 2.),..., Ри= (Хи, И, 7л). 

Каким условиям должны удовлетворять координаты этих сил для того, чтобы 
силы уравновешивали друг друга (т. е. чтобы их равнодействующая, равиая их 
сумме, обращалась в нуль)? 

Ответ. = 

ХХ... Хи=0, УУ Е... У =0, 2. 2... 7. =0. 

35. Определение вектора по заданным началу и концу. Пусть 
даны две точки /И, (Хх, У, 21), М. (Хз, уз, 22) и И найти коор- 

динаты Х, Уи 7 вектора М "М. 
Имеем векторное равенство 

ОМ, = ОМ, М, М, 
—> ——*+- 

откуда / ТА —=0м,— ОМ,, т. е. вектор М,/Мь есть разность векто- 

ров ом, и ОМ,. Но мы знаем, что координаты разности равны 
разностям соответствующих координат уменьшаемого и вычитаемого 

ое 5 

векторов. С другой стороны, коорлинаты вектора ОМ. суть хо, У, 25, 
Я, 

а координаты вектора ОМ, суть 
м, У; 2!- 

Следовательно, 

А=—=ж— м, 

У —, 

=. — 2. 

Словами: координата Х вектора 
равна абециссе конца минус абс- я 
цисса начала; аналогично — для Черт. 44. 
координат У, 7. То же, конечно, 
относится и к случаю двух измерений. 

В случае необобщенных координат справедливость предыдущих 
формул также непосредственно ясна из черт. 44; переход к обобщен- 
ным координатам никакого труда не представляет. 
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Упражнения 

1. Построить иа плоскости Оху точки А(1, 0) и В(3, 2) и проверить на 

чертеже, что АВ = (2, 2), ВА = (—2, —2). 

2. Найти вектор АВ по его началу А(3, 3, 2) и концу В (— 1,—5, —2)./ 

ОТВЕТ. АВ =(—4, —8, —4). 

3. Начало вектора Р ==(Х, У, 2) находится в точке А (х, у, 2); найтя его 

конец В (ху; У, 21). : 

Ответ. х==х-Х, = ==2- 7. 

4. Три последовательные вершины параллелограма (на плоскости) суть 

АС, 1), В(@, —1), Сб, 8}. Найти четвертую вершину О (х, У). 

Решение. Имеем АР = ВС == (4, 9). Следовательно (ср. предыдущее упраж- 

иеиие), х=1-44=5, у=1- 9 =10. 

36. Координаты произведения вектора и числа. Пусть Р == 

== (Х, 7, 7) — данный вектор, а т — данное число; иайдем координаты 

произведения тР. Имеем 

тр —= т(их-уу-Е м2) = и(тх) - у(тУ)--ч (2), 

т. е. 
т. (Х, У, 2) == (тд, т, т). 

(Читайте эту формулу так: т, умноженное на вектор с координатами 

Х, У, 7, равно вектору с координатами тХ, туУ, тР.) 

В частности, если т=—-1, получим, что координаты вектора 

{— ПР, или (-—Р), равны соответственно, —Х, —Уи —2. Иными 

словами, координаты взаимно противоположных векторов Ри —Р 

равны по абсолютной величине, но противоположны по знаку. Это, 

впрочем, совершенно очевидно из самого определения координат 

вектора. 

В случае двух измерений имеем: 

т-(Х, У) = (тх, ту). 

Упражнения и приложения 

} 1. Даны два вектора (на плоскости) Р; = (8, 2), Р. = (6, 10). Найти вектор 

5 (Р.- Р.). 

Ответ. (7, 6). 

2. Даны два вектора Р, = (1, 3,5) и Р. = (2, 0, 4). Найти вектор 3, + Р.). 

ОтвЕТ. (1, 1,3). 

3. Дана точка А(5, 4, 3). Найти середину отрезка ОА, тде О — начало 

координат. 

| — 1-—* [503 
Решение. Искомая середина С дается формулой ОС = 5 ОА == (5. 2, 5): 

Следовательно, координаты точки С суть 5. 2, $ : 

4. Центр тяжести С свстемы материальных точек М; (ха» У» 2), 
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Мо (хо, Уз, 22), --., Мл (хи» Уп, 21), обладающих массами т, т, ...,Тл, 
определяется формулой: 

— —- — 

Оё— том, -- том. ...- тОМн 

тт... 

где О — произвольная точка, ат обозначает сумму т, | т, Р...-- ти (см. $ 10, 
упражнеиие 2). Считая О началом координат, найти координаты цеитра тяжести. 

1 — — 

И (том, |... .-- т,ОМл), 

Решение. Имеем Г = (ль у, я), ..., ОМ = (хи, Ул» 2). 
Поэтому 

—- — 

т‚ОМ; == (тих, ту ть), .. „ ОМи = (тихи, тпУл, тиги). 

Следовательно, 

ОС=—(тх тд... тх,, ту... В ту, та... тие), 
т 

— 

откуда, полагая ОС = (х, у, 2), т. е. обозначая координаты точки С через 
х, у, =, имеем 

— пм ть. Е... Тихи _ ту ту... труп 
—- тора . у = 2 т т 

2 =. И - т.г |... тии 
я й 

5. Зная, что центр тяжести двух материальных точек, обладающих равными 
массами, нахолится посредине между ними, найти координаты (х, у,2) середины 
отрезка, соедиияющего точки М; (х., Уз, 21) и М> (хь у» 25), пользуясь резуль- 
татом предыдущего упражнения. 

Отвт, = 29%, д, = 21 -|- 22 
2 

37. Условие параллельности двух векторов. Пусть даны два век- 
тора Р, (Хи, И, 71) и Р.(Х», У,, 25); требуется найти условия, которым 
должны удовлетворять координаты этих векторов, для того чтобы они - 
были параллельны. 

Если вектор Р, =0, т. е. если Х, = У, =, =0, то тогда его на- 
правление` неопределенно и его можно считать параллельным любому 
направлению, в частности, параллельным вектору Ро. 

Пусть теперь Р, 0. Для того чтобы вектор Р. был параллелен 
вектору Р,, необходимо и достаточно, чтобы 

Р.=АР,, (1) 

где — некоторое число!). Предыдущее условие можно переписать 
(см. предыдущий параграф) таким образом: 

Х=йХ,, У=ЁУ, 7.=А7,, (2) 
ИЛИ 

№ЬВВ, 6) 
это и есть искомое условие параллельности. Итак, для параллель- 
ности двух векторов необходимо и достаточно, чтобы координаты 

1) См. $5 33, формула (1). 
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одного вектора были пропорциональны координатам другого (см. еще 
замечание в конце параграфа). 

В случае двух измерений условие параллельности выразится так 
(при Р, Е 0): 

Х.=РХ,, УИ, (2а) 
где Ё— некоторое число; или 

Ха ху. (За) 

Замечание. Если мы говорим, что величины а1, ао, ..., @ 
пропорциональны величинам 6,, 65,..., 6, (из которых не все равны 
нулю), это значит, что 

арб, бе Аб, 34, @ = 86, (А) 

где А — некоторое число!). Если ни одна из величин 6,, 6,..., 6; 
не равна нулю, то это обстоятельство можно записать так: 

Е ай (В) 
ил 6. п 

Но если некоторые из чисел 6,, 6.,..., 6, равны нулю, например, 
если не равны нулю 8:, 65,..., ба, но Виа бича=... —0,==0, 
тогда вместо предыдущей формулы будем иметь на оснонании (А) 

а [2 а В, ЧЕ й ле = Ят == @тце==...==@,==0. (В) 

Однако и в этом случае можно сохранить формулу (В), если условиться 
в следующем правиле: из формулы (В) вычеркиваются те из отноше- 
ний, знаменатели которых равны нулю, а числители вычеркнутых 
отношений приравниваются нулю. 

В этом смысле и надо понимать формулу (3), когда одно или два 
из чисел Х., У,, 72 равны нулю (см. упражнения 3 и 4). 

_ 
Упражнения 

1. Доказать, что векторы Р, == (3, 2, 1) и Р.== „5 параллельны. 

2. Доказать, что векторы Р, == (3, 0. 2) и м: о — 4) параллельны. 
3. Найти условие параллельности векторов (2, 0, 5) и (Х, У, 2). 

Ответ. Условие (3) дает 

Е Е 
ПО 5" 

Эти соотношения следует понимать следующим образом (см. выше, замечание): 

Хх 74 
кии в 

4. Найти условие параллельиости векторов (3, 0, 0) и (^, У, 27). 

Ответ. Применение условия (3) дает 

Е. 
О." 

1) Которое может ‘быть и равиым нулю. 
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На основаиии вышеприведевного замечания из этой формулы надо вычеркнуть 
г И —0 ; тогда никакого равенства не остается; приравнивая числители вычер- 
кнутых дробей нулю, получим 

У=0 2=0; ы 
это и есть искомое условие параллельности; это очевидно и непосредственио, ибо вектор (3, 0, 0) параллелен оси Ох, а следовательно, и вектор (Х, У, 7) должен быть параллелен этой оси, т.е. У 7 = 0, а Х — произвольная величииа. 

37а. Условие параллельности двух векторов (продолжение). Условие параллельностн двух векторов можно формулировать в более симметричном общем виде, не исключающем случая Р, =0. Именно, легко показать, что для параллельности векторов Р, и Р. необходимо и достаточно, чтобы имело место равенство 

(Р,-- тр, == 0, (1) 
где [и т — числа, из которых по крайней мере одно отлично от нуля. 

Докажем сперва, что условие (1) достаточно. Пусть (1) имеет место. Так как по условию [и т ‘не равны нулю одновременно, то 
1 мы можем, например, считать гп -Ё 0, и тогда (1) дает Р. == — = Р: или 

Р, == АР., где #=—-. Следовательно, Р, НР,, что и требовалось 
доказать !). 

Докажем теперь, что условие (1) необходимо. Пусть Р. || Р.. Если один из векторов Р,, Р,› отличен от нуля, например Р, --0, то, как мы уже знаем, Р, = /Р,, где # — некоторое число; это равенство можно переписать так: АР, -|- (— 1)Р,=0. Таким образом мы имеем действи- тельно равенство вида (1)?). Если же оба вектора Р; и Р, равны нулю, то равенство (1) имеет место при любом выборе / и т. Таким образом предложение доказано. 
38. Условие коллинеарности 3) трех точек. Для того чтобы три 

точки М (х, у, 2), М, (хи, У, 2.) и М, (х., У», 22) лежали на одной и 
той же прямой, необходимо и достаточно, чтобы векторы М.М и ММ, были параллельны (черт. 45). Но 

М: М. = (х,—х, У—У, 2—2), 
М.М == (х —Х, У —у, 2 —2,); 

следовательно, на основании результата $ 37, условие параллельности Этих векторов выразится так: 

Ри И 2 , а) 
®№—^ У— м 23 —# 

1) Заключение справедливо и при Р, =0, ибо вектор, равный нулю, счи- тается параллельным любому вектору. 
2) В нашем случае /=}, т=--1 52 0. 
3) Точки называются коллинеарными, если они расположены на одной и Той же прямой. Параллельные свободные векторы также можно иазывать кол- лииеарными (ср. примечание на стр. 56). 

Н, И. Мусхелишвили. — 1946 
.5 
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Это и есть условие коллинеарности трех данных точек в про- 

странстве. 

На плоскости условие коллинеарности трех точек М(х, У), М. (хь У)» 

М. (х», у») выразится так: 

хх: _ У (2) 

Ха — м У2 —У1 

С нелью придать последнему условию 

более симметричный вид перепишем его так: 

(х— х!) (—5)— (уу) фр)
 =0 

или, что все равно, 

х—х У Я 

Черт. 45. хх, 5-1 == 0. (2а) 

Легко убедиться далее, что определитель в левой части равен опреде- 

лителю 

ху 1 

^ У 1 ’ 

хо У 1 

взятому с обратным знаком. Действительно, вычитая вторую строку 

последнего определителя последовательно Из первой и третьей строк 

(что, как известно, не изменяет его значения), получим, что он равен 

х—х уф 0 А 

1 У! ЕЕ 
* 

ж—х: У 0 жа \ь 2—7 

Следовательно, условие (2), или, что то же, условие (2а), можно пере“ 

писать в следующем, весьма симметричном виде: 

Хх 1 

ж у 1|=0. (3) 

№2 Уз 1 

39. Условие компланарности трех данных векторов. Мы услови- 

лись ($ 32) называть компланарными свободные векторы, параллельные 

одной и той же плоскости. Мы знаем, что два вектора всегда компла- 

нарны. Пусть теперь даны три вектора 

Р, == (Хь У, 7:), Р. = (^», У», 2), Рз Е (Х», У» 2). 

Если векторы Р. и Рз па аллельны, то, очевидно, наши три вектора 

р 1 2 . 
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компланарны 1). Предположим теперь, что векторы Р: и Р»› непарал- 
лельны. Тогда, на основании сказанного в $ 33, для компланарности 
наших трех векторов необходимо и достаточно, чтобы существовали 
два числа А; и А, таких, что 

Р; = Р.А, -- Р.А»; (1) 

действительно, если имеет место предыдущее равенство, то вектор Р., 
очевидно, параллелен той же плоскости, что и Р,, Р.; обратно, всякий 
вектор Р., компланарный с Р, и Р., представим формулой (1); см. 5 33, 
формула (5). 

Условие (1) компланарности трех векторов может быть представлено 
в более симметричном и общем виде, пригодном и в том случае, когда 
векторы Р; и Р> параллельны. А именно, мы докажем, что для компла- 
нарности трех векторов Р,, Р,, Р; необходимо и постаточно существо- 

вание трех чисел /) т, п, не равных одновременно нулю, таких, что 

{Р.-|- тР.-- пр, = 0. (2) 

Покажем сперва, что условие (2) достаточно. Действительно, если 
оно соблюдено, то, предполагая, например п -Е 02), можно написать 

ГА 
РА = — ЯР, — р, = АР, --А5Р,, 

1 т 
где т. РЕ, Это показывает, что вектор Р. компла- 

нарен с векторами 3) Р, и Р.. 
Покажем теперь, что условие (2) необходимо, т. е. что оно имеет 

место всякий раз, когда Р;, Р‚ и Р.; компланарны. Действительно, если 
Р! и Р. непараллельны между собой, то мы имеем равенство (1), кото- 
рое можно переписать и так: 

Р-Р, | (-—- 1)Р.=0, 

таким образом условие (2) соблюдено (при {= А, т == №», п == — 1-20). 
Если же векторы Р., иР») параллельны, то мы имеем, на основании 5 37а, 
Р, -|- тР.==0, причем по крайней мере одно из чисел р т отлично 
от нуля. Но предыдущее равенство можно переписать и так: 

р, тр,--0-Р,=0, 
и мы снова имеем равенство вида (2); в нашем случае п== 0. 

Итак, необходимость и достаточность условия (1) доказана. Условие 
это можно переписать так: 

1. (Хь 7, 2.) --+т-(Хь, У» 22) п. (Х+, У? #3) == 0, 

1) Чтобы это стало ясиым, достаточно представить себе, что Р,, Ри Рз 
отложеиы от одной и той же точки. 

2) По условию, не все три числа /, т, п равны иулю; не нарушая общности, 
можем считать, например, п 5 0. 

3) Эго заключение остается, очевидно, справедливым и тогда, когда Р; и Р. 
параллельны. 
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откуда следует 

их. ту, п =0, (ту, 17, = 0, л 
[Хз ту, -- п7: ==0. ( ) ь 

Но из теории определителей известно, что для существования чисел 

1, т, п, не равных одновременно нулю и удовлетворяющих предыдущей 

системе уравнений, необходимо и достаточно, чтобы 

А: У 21 
№ № 2 |= 0. (4) 
м 

Это и есть условие компланарности трех данных векторов, выра- 

женное при помощи их координат. 

Упражнения и дополнения 

1. Доказать, что векторы (3, 5, 8), (1, 4, 1), (4, 9, 9) компланарны. 

2. Найти условие, которому должны удовлетворять коордииаты вектора 

Р = (Х, У, 2), чтобы он был компланарен с векторами (0, 2, 3) и (3, 0, 1). 

Ответ. 2Х - 9У — 67 == 0. 

3. Линейно зависимые и независимые векторы. Векторы Р:, Р», ..., Рл 

называются линейно зависимыми, если можио найти такие числа 4, А, ..., (ь 

не равные одновременно нулю, что 

ВР, -- ВР. | ...--Е Ри = 0; (5) 

если Же равеиство (5) возможио только при н=Ь=...= 4 ==0, то векторы 

Р,, Р., ..., Рл иазываются линейно независимыми. Условившись в этих терми- 

нах, результаты, полученные в $ 37а и в настоящем, можем формулировать так: 

Если два вектора линейно зависимы, то они параллельны, и обратно. 

Если три вектора линейно зависимы, то они компланариы, И обратно. 

Наконец, легко показать, что всякие четыре вектора линейно зависимы. 

Действительио, если среди векторов Ру, Рь, Р», Ра, иапример, первые три линейно 

независимы (и, значит, иекомплаиарны), то мы имеем ($ 33) 

Ра = ЁР. | ЕР» -- зРу 

где А, №» №, — некоторые числа. Это равенство можно переписать так: 

№Р: -- №Р. - #Рз + (- ЮР. =0, 

т.е. иаши четыре вектора линейно зависимы. Если же первые три вектора ли- 

нейно зависимы, то мы имеем : 

12, + тр. -|- пРз = 0, 

причем /, т, п не равны нулю одновременно. Но предыдущее равенство можно 

переписать так: 
1р, + тРь -| ПР: + 0-Р, = 0, 

т.е. ив этом случае наши четыре вектора линейно зависимы. 

Вообще, если среди п векторов Р., Р., ..., Рл Имеется т векторов (пп) 

линейно зависимых, то и все п векторов линейно зависимы. Например, если 

линейно зависимы Ру, Р„ ..., Рл» То мы имеем ВР... ыРт==0, где не 

все [,,..., [п равиы нулю. Но это равеиство можно написать и так:. 

ГР, |... + Ри + 0-Рида + .---+ 0-Ри=0, 

откуда и следует наше утверждение. - 

В частности, из предыдущего следует, что всякие п векторов при п> 4 ли- 

нейно зависимы, 
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40. Условие компланарности четырех данных точек. Точки назы- ваются компланарными, если они расположены на одной и той же 
„плоскости. Две или три точки всегда компланарны. Для того чтобы че- 
тыре точки М (х, У, 2), М, (х, У, 21), М. (х», У», 22), Мз (хз, Уз, 23) были компланарны, очевидно, необходимо и достаточно, чтобы векторы .> 

М, М, М.М», М.М; были компланарны !). Замечая, что 

—— 

—> —— 
мм я (х—х, 7—5, 2—2,), ММ, = (.—х, Уз — У, 2—2), 

М.М; = (хз — Жь Уз — У, 24 — 2), 
и применяя к этим векторам условие (4) предыдущего параграфа, полу- чим . ы 

Хм Ум 2—2 

ХХ! У 2—2, |=0; (1) 
Хз— А У3—У 2—2, 

это и есть условие компланарности четырех данных точек. Условие это 
можно переписать в более симметричном виде (ср. 5 38). Именно, его 
можно написать так: 

ху: 1 

ма 1 

Хз Уг 2. 1 

Хз Ув 28 1 

Действительно, если вычесть вторую строку последнего определи- 
теля. последовательно из первой, третьей и четвертой строк, получим 
в левой части 

=0. (2) 

Хх Уфу 2—0 

Хх, У, 2 1 

Хо—х: У—У 25—21 0 
%—м Уф фа 0. 

о У 2, 
Х2—Х: У—У 2—2 |, 

3—Х: У —У 24—22, 

что совпадает с левой частью (1). 
41. Деление отрезка в данном отношении. Разделить отрезок 

ММ. прямой А, проходящей ‘через данные точки М; и М., в данном 
отношении \, — это значит найти на прямой Д такую точку М, чтобы 2) 
(черт. 45, стр. 66) 

—> —> 

М, М =). ММ, (1) 
(обратите внимание на порядок букв, который не безразличен). Легко 
видеть, что если ^ >> 0, то точка М должна находиться между точками 

ь > -— — :) Конечно, вместо этих векторов можно взять векторы ММ,, ММ», ММ; 
и т. д. 

2) В сущиости, условие, чтобы точка М лежала на прямой 4, само собой 
вытекает из условия (1). : 
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. — —_* 

М, и М», так как в этом случае векторы М,М и ММ» должны иметь 

одинаковые направления 1); если же < 0, то точка М должна нахо- 
Е 

диться на А вне отрезка М,М., так как в этом случае векторы М.М 

саб 
. 

и. ММ. должны иметь противоположные направления *) (составьте чер- 

тежи для случаев, когда —1<^<0 и когда \ < — 1. 

Предложим себе найти точку М (х, у, 2), когда даны точки 

М, (х. У, 2, ), М (>>, Уз» 2) и число ^. 

По условию имеем 

(х—хь у— У, а— 2) = ^+(х—Х, Уз — У, 2, — 2), 

т. е. 

х—х. = А (ж—Х), у—и =) (0.—У) 2—2 ==) (2. — 2), 

откуда сразу находим 

` ож и 
а. фл ’ Е № - 

(2) 

В частности, для координат середины отрезка М,М» получим (в этом 

случае Х = 1) 
—_ 1-Е % И шг... Ен 
=: у==5^, РЕ; 

(3) 

т. е эти координаты суть средние арифметические координат кон- 

цов отрезка. 
В случае двух измерений вместо формул (2) получим 

о а \х Уи -Н У 

= Аурк У=-ТЕь 
(2а) 

Замечание. Формулы (2) теряют смысл при \ =—-1. Легко видеть, 

что если Х остается отличным от — 1, но стремится к этому значению, 

то точка М уделяется в бесконечность. Это следует как из формул (2), 

так и из геометрического значения величины ^. 

Упражнения и приложения 

1}. Найти середину отрезка, соединяющего точки (0, 1, 0) и (-3, 1, 2). 

ОТВЕТ. (- о № 1). 

2. На прямой, проходящей через точки А(0, 0) и В(2, 2) (на плоскости), 

найти точку М, делящую АВ в отношении Х = —эи проверить на чертеже 

справедливость результата. 

3. Даны две точки А (2, 3, 6) иВ(5, 2, 8). Найти на прямой АВ точку С 

такую, чтобы В была серединой отрезка АС (указание: задача сводится к деле- 

иию отрезка АВ в отношении х==— 2) 

Ответ. (8, 1, 10). 

4. Даны две смежные вершины А (2, 5) и В (6, 6) параллелограма (на пло- 

1) В Эком случае говорят о „внутрением разделении“. 

2} „Внешнее разделение“. 
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скости), а также точка пересечения К (3, 8) диагоналей. Найти остальные вер- 
шины. 

Ответ. (4, 11) и (0, 10). 

4а. Даны две смежные вернгины А (1, 3, —3) и В (2, —5, 5) параллелограма и 
точка К (1, 1, 1) пересечения днагоналей. Найти остальные вершины. 

Ответ. (1, —1, 5) и (0, 7, —3). 

5. Найти на прямой, проходящей через точки М, (1, 2) и М, (4, 3), такую 
точку М, чтобы отношение длин отрезков | М.М | и | ММ. | равнялось 2, т. е. 
чтобы | М.М |=2| ММ» |; [обратить ннимание на разннцу между последней фор- 
мулой и формулой (1)]. 

Двл ОТВЕТА: М (3 з) и МСТ, 4). 

6. На одной из медиан треугольника с вершанами А(х,, у:), В(х», Уз) 

С(хь, уз), найтн точку М, делящую ее в отношении /\==2 (считая от вершины 

треугольника). Доказать, что эта точка принадлежит также двум другим медиа- 
нам и делит их в том же отношении. 

Решение. Рассмотрнм меднану АО, где Г — середина стороны ВС. Коордн- 

наты О суть Евы: ь 5: + 3 Следовательно, координаты точкн М (х, У) уть —25 ы (ху 
будут 

ж-х 
ж-2 >21 от в мена 

. 142 3 " 3 й 

Сныметрия этнх выражений показывает, что мы получнм ту же точку, рас- 
сматривая две другие медианы. Точка пересечения медиан треугольника назы- 
вается центром тяжести площади данного треугольника 1). 

7. Найтницентр тяжести М (х, У, 2) площади треугольника, вершины кото- 
рого суть А (хь, У, 21), В (х» У» 25), С(хъ У» 23) (см. предыдущее упражнение). 

м-н Хх: —_ Ж-У Уз _ 21 2 1 23 . 
Са м и в аи 

8. Доказать, что прямые, соединяющие вершины тетраздра с центрами тя- 
жести площадей противоположных граней, пересекаются в одной точке /М и 

что эта точка М делит каждый из отрезков упомянутых прямых, заключенный 
между нершиной и противоположной гранью, в отношении } = 3. 

Доказательство совершенно аналогично доказательству подобного 
предложения для медиан треугольника (см. упражнение 6). Точка М называется 
центром тяжести объема данного тетраэдра. Коордннаты ее будут 

жи № 2 Ха у= у У Уз 4 21 4 25 + 23 + 24 
4 Ё 4 ` 

ОтвЕТ. Х = 

х = 2 —- 4 з 

где (хр, Ул, 2), (х» Уз» 22), (Хз» Уз» 23), (Ха, У, 2.) — координаты вершин тетраэдра. 
9. Доказать, что центр тяжести объема тетраэдра совиадает с центром тя- 

жести четырех одинакозых матернальных точек?), расположенных в вершинах 
тетраэдра. Доказать аналогичное предложение для треугольника. 

10. Пользуясь тем, что центр тяжести двух материальных точек делит сое- 

диияющий нх отрезок на частн, обратно пропорциональные массам, вывести 

формулы (2) из формул для координат центра тяжести ($ 36, упражнение 4). 

1) Он совпадает с центром тяжестн (в обычном, механическом, значении 

этого слова) бесконечно тонкой однородной пластинки, имеющей форму рассма- 

триваемого треугольннка. . 
2) См. $ 36, упражнение 4. 
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Ш. ОСНОВНЫЕ МЕТРИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ В ПРЯМОУГОЛЬНЫХ 
КООРДИНАТАХ 

В этом отделе мы выведем те основные формулы, вид которых изме- 
няется при переходе от прямоугольных координат к декартовым коор- 
динатам общего вида. Эти формулы выражают так называемые метри- 
ческие свойства фигур. (Пояснение этого термина и более точное его 
определение будет дано ниже, в 5 78). Так как подобные формулы, 
вообще говоря, значительно упрощаются при применении прямоуголь- 
ных координат, то мы в этом отделе будем считать координаты прямо- 
угольными. 

42. Скалярное произведение двух векторов (черт. 46). Начнем 
с рассмотрения скалярных произведений ортов И, \, \ осей координат. 
По самому определению скалярного произведения имеем !) 

У = —=1 (1) 

У- М = М.И = ИУ = 0. (2) 

Формулы (1) и (2) представляют собою 
„таблицу умножения“ ортов осей координат. 

Пусть даны дна вектора Р, = (Х;!, У, 71) 
и Р.=(Х, У», 26) и требуется найти их 
скалярное произнедение Р.Р». 

Мы решим эту задачу двумя способами, 
одинаково простыми. 

Черт. 46. Первый способ. Имеем 

р, = их, У’ -- м7, Р.==ил,--мУ, -|-м2.. 

На основании доказанного в $ 22, для получения искомого произ- 
ведения достаточно перемножить правые части, как обыкновенные мно- 
гочлены, и результаты сложить. Так как произведения различных ортов 
равны нулю, то остается перемножигь только члены, содержащие оди- 
наковые орты, что дает 

Р!-Р‚ = и? ХХ, -|- У?У, У. м7. 2., 

или, принимая во внимание (1), 

Р;-Р. =, Хь -- 71-212... (3) 

Эта формула янляется одной из основных формул векторной алгебры. 
Второй способ. Имеем 

Р;.Р. = (их, -- уу, -- м7,) -Р» = Х, (и-Р,)-| У, (у.Р,)-- 2, (м-Р,). 
Но ($ 23) 

и-Р. = пр,Р, = 5; УР. = У; \.Р,= 75; 

подставляя эти значения в предыдущую формулу, снова получим (3). 
В случае двух измерений для скалярного произведения векторов 

Р, = (Х,, У!) и Р.=(Хь, У.) получим 

Р.Р = ХХ -| У, 7. (За) 
:) Имеем, например, 12 = и-и = 1.1.605 0 == 1, У-М = 1.1-с05 90° == 0, 



75 43] Ш. МЕТРИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ В ПРЯМОУГОЛЬНЫХ КООРДИНАТАХ 73 

43. Длина вектора; углы, составляемые вектором с осями коор- динат; расстояние между двумя точками. Пусть дан вектор Р (^, У, 7); требуется найти его длину |Р|и углы а, В, т, которые он составляет с осями координат (черт. 47)1). 
Для вычисления длины воспользу- 

емся формулой (3) предыдущего пара- 
графа, в которой возьмем Р; =Р.=Р. Так как в нашем случае Р,.Р‚ = Р2 = =—|РР, то упомянутая формула дает 

РР 2 2-22, (1) 
ИЛИ 

РУ и- (2) 
Читателю предлагается вывести эту же формулу, пользуясь теоремой эле- 

ментарной геометрии о квадрате длины диагонали прямоугольного параллеле- 
пипеда. ы 

Для вычислення Углов а, В, у вектора Р с осями координат доста- точно заметить, что 

Х=пр,Р = |Р | соза, У=|Р|с0зВ, 2=|Р|созу, (3) 
откуда, приннмая во внимание (2), получаем 

Черт. 47. 

Са, ЕВ У 2 Уз 4 

С0$7 = Ра . @ Уз 7 : 
Формулы (1)—(4) — одни из основных формул векторной алгебры. Возводя равенства (4) в квадрат и складывая, получим 

Х-- у? + 73 2 2 ВА Ава 
с05? а -|- 05? В -|- с0$ о жрут =] 

т. е. 

6052 &—[-с052 В -|- с05° у = 1; (5) Это —— весьма важная формула, связывающая углы, составляемые с осями координат любым вектором (илн направлением). В случае двух измерений (черт. 48) будем иметь, в частности, 

ГРИ - УР, (2а) 
Е ыд у с05$ а = узтр’, со5В == УЕЕР’ (42а) 

с052 а -|- с0$? В = 1. (52) Чтобы найти расстояние г между двумя точками М, (%,, Уч, 2) 
1) На этом чертеже вектор Р для наглядностн изображен приложенным к вачалу координат, что не нарушает общности, 
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и М. (хо, Ув, 22) (черт. 49), достаточно применить формулу (2) к век- 

тору 
—— 

М.М, = (х2— хь Уз —Уь 28—20, 
что дает 

—_ 

г==| М, М, | == У © — < - (5 Е (28 — 21% (6) 

в частности, для расстояния точки М(х, у, =) д0 начала координат 

(черт. 47) имеем 

и ОМ | = Уж-- 2. (7) 

Черт. 48. Черт. 49. 

В случае двух измерений получим соответственно 

р [Мм |= Убь— ®Р-Е 08—54), (6а) 

г=| ОМ] == Уж у’. (72) 

(Постройте соответствующие чертежи!) 

Упражнения 

1. Найти длину вектора Р == (2, —1) (на плоскости) и углы, которые он 

составляет с осями координат. 

— 2 1 
Ответ. |Р| = Уб, 608% == =, с08В = — ое. 

У 5 У5 

2. Найти расстояние между точкамн М, (3, 2, 0) н М, (4, —2, —2) н углы, 

— 

которые вектор М, М» составляет с осямн координат. 

— = 1 4 2 

Отнет. | М.М»! = УЗ, сова == ——, С0$ В== — пуст» 6081 — Чит. 

О у21 У у271 

3. Дан (на плоскости) треугольник © вершннами А (1, 1), В (3, 3), С(5, 6). 

Найти длину медианы стороны АВ. 

Ответ. 5, 

4. Вершины треугольннка суть А (0, 0), В (3, 4), С (0, 2). Найти точку М 

пересечения биссектрисы внутреннего угла А со стороною ВС. (Как известно 

из элементарной геометрни, Точка М делит сторону ВС на части, пропорцио- 

нальные длниам 1 АВ} и 1441.) 

6 18 
Ответ. М (т, 7 ) ы 
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5. Найти координаты вектора Р (в пространстве), если известно, что длина 
его равна 10, а углы, которые он составляет с осями Ох, Оу, равны 60° каждый 
[воспользуйтесь формулами (3) и (5)|. ‚ 

Ответ. (5, 5, 5У 2) или (5,5, -5У2). 

р и вектор Р = (Хх, У, 2) длнны |Р|==10, параллельный вектору 
3, — 3). 

ОТВЕТ. ве Ч. Аа 
у 719 У 

(Одновременно берутся или верхние, или нижние знаки.) 

У=т 

44. Координаты орта. Косинусы направления. Пусть е обозна» 
чает орт, т. е. вектор, длина которого равна единице. Обозначим через 
1 т, п координаты орта е так, что 

е = (4 м, п). (1) 

Формула (1) предыдущего параграфа дает (если принять во внимание, 
что [е|==1) 

Вт? п = 1, (2) 

а формулы (3) того же параграфа обращаются в следующие: 

- [== с0$ &, 

т == с0$В, (3) 
п==5с0$7, 

где а, Ви ту обозначают углы, составляемые ортом с осями координат. 
Если подставим последние выражения в предыдущую формулу, по- 

лучим 

с05 «-|- с0$2 В с05? 7 = 1, (4) 

т. е. формулу, уже выведенную раньше иным путем [предыдущий пара- 

граф, формула (5)]. 
Всякий орт, как известно, характеризует определенное направление 

в пространстве. Поэтому величины /, т и п мы будем назынать также 
координатами направления, или, принимая во внимание формулы (3), 
косинусами направления. 

Косинусы (или координаты) направления не независимы между собой, 
а всегда связаны соотношением (2). 

Легко видеть, что, обратно, любые три величины [, т, п, снязанные 
соотношением (2), представляют собою косинусы некоторого направле- 
ния. Действительно, вектор е —(/, т, п) есть орт, так как его длина 

равна единице в силу соотношения (2). Поэтому 1, т, п являются ко- 
синусами направления, характеризуемого этим ортом. 

Замечание. И в случае декартовых координат общего вида мы 
будем называть координаты /, т, п орта е координатами направления. 

Надо, однако, заметить, что в этом случае нет особой выгоды пользо- 
ваться ортом вместо вектора произвольной длины. 

Считаем полезным подчеркнуть, что в общем случае координаты 
направления /, 1, п не совпадают с косинусами направления с0$о, со$ В, 
`со5‘у, где а, В, ‘у обозначают углы орта е с осями координат (см. $ 57). 
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45. Угол между двумя векторами (направлениями). Пусть даны 

два вектора (черт. 59) 

Р, = (Ль, У, 7) и Р.==(Хо, У», 22); 

требуется найти угол 8 между ними. 

На основании определения скалярного произведения имеем: 

с0$ 9 = = (1) 

Подставляя сюда значения [$ 42, формула (3) и $ 43, формула (2)] 

Р-Р. = Х, Хз - У1 21» 

РУ жи, 

[р = УХ И-- 28, 
получим важную формулу 

Х, Хо + У У, 2,25 
с0$8 —= = . 

УХ + 71-Е УХ 72 
(2) 

Если вместо произвольных векторов Р, 

и Р, взять орты е; =(4, 11, п1) и е› = 

— (1, то, п>), то предыдущая формула обра- 

тится в следующую: 

с0$ 8 == иита -- паи», (3) 

дающую возможность вычислить угол ® между двумя направлениями, 

если даны косинусы этих направлений (т. е. величины 1, ть п и 

то, п»). В частности, если направления е; и е> совпадают, предыдущая 

формула обращается в уже известную нам формулу (мы полагаем 

= А Ш, == ==, И} == Из== и) 

Вт? -|р п? = 1. 

В случае двух измерений для утла между векторами Р; = (Хь, 1:1) 

иР.==(Х.», У») получим формулу 

Черт. 50. 

ХХ. + У. У 
с0$ 8 = 1-2 т 

УЖУ НУ У: , хо 

а для угла между двумя направлениями, координаты которых суть (1, т.) 

и (1, тг), — формулу 
с0$ 8 =ДЬ-- тт». (За) 

Упражнения 

1. Найти угол $ между векторами Р = (1, —) и @=( —2, 6) (на плоскостн). 

ОТВЕТ. с05 $ = — -— 
Уз ° 

2. Найти угол 8 между векторами Р = (6, 8) н @ = (— 8, 6). 

Отвег. $ = г 
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3. Найти угол между векторами (1, 2, 2) н (—1, 0, 1). 

3У2` 
4. Проверить, что угол между векторами (1, 2, 3) и (2, 4, 6) равен нулю. 5. Найти (на плоскости) вектор Р == (Х, У) длины 2, составляющий угол $ = 60° с вектором @ == (3, 4). 
Отнет. Хи У определяются из снстемы уравнений: 

ОТВЕТ. с0$ $ = 

ЗХ--4У _1 Г в 
а ое РТ, 

откуда _ ее 
| 3473 43уЗ . Ха, Убив. , 5 5 

Объяснить, почему получилось два решения. 

46. Условие перпендикулярности двух векторов (направлений). Для -того чтобы два вектора были взаимно перпендикулярны, необходимо и достаточно условие ($ 22) 

Р!. Р. == 0, 

которое дает [$ 42, формула (3)] 

АХ. - ИУ, 7,7. == 0; (1) 
зто и есть условие перпендикулярности двух векторов, выраженное аналитически. (Это условие также вытекает из рассмотрения формулы для с0$$ предыдущего параграфа.) В частности, если длины векторов Р: иР. равны единице, то при обозначениях предыдущего параграфа последняя формула дает условие перпендикулярности двух направлений 

тт, пап == 0, (2) 
выраженное при помощи косинусов направлений. 

В случае двух измерений вместо (1) и (2) получим соответственно: 

Хи - У, == 0, (12) 

пь-- пт == 0. (2а) 

Упражнения и дополнения 

1. Показать, что (на плоскости) векторы Р(Х, У) н 09 (—У, Х) всегда взаимно перпенднкулярны. 
2. Найти вектор Р== (Х, У) (на плоскости) длины 5, перпендикулярНный вектору © = (1, 2). 

Отв. Х=-+2У5, У=-туб. 
3. Показать, что координаты вектора Р = (Х, У), перпендикулярного к дан- ному вектору 9 (Хе, У’), всегда могут быть представлены в виде 

Х = — тУ, У= тХо, 

где т — некоторое число (см. упражнение 1). 

47. Определение направления на плоскости. Вместо того чтобы 
вводить в рассмотрение два угла (< и р), которые вектор (или вообще 
направление) составляет с осями координат Ох и Оу, можно ограни- 



78 Гл. П. КООРДИНАТЫ ВЕКТОРА И ТОЧКИ [$47 

читься одним только углом. Но для этого необходимо предварительно 

условиться относительно положительного направления вращения на 

плоскости Оху. Условие, которое мы сейчас примем раз навсегда, 

относится как к случаю прямоугольных, так и к случаю декарто- 

вых координат общего вида и его следует хорошо запомнить. 

Условимся прежде нсего в следующем. 

Пусть на плоскости даны два непараллельных 

вектора и, у. Под направлением вращения, 

определяемым на плоскости этими векторами, 

рассматриваемыми в указанном порядке, бу- 

дем подразумевать то, которое ведет кратчай- 

шим путем (т. е. путем поворота на угол, мень- 

ший т) от направления первого вектора К на- 

правлению второго. 
За положительное направление на плоско- 

сти Оху мы всегда будем принимать направ- 

ление, определяемое координатными векторами 

и, у осей Ох, Оу. Иными словами, положительное напранление вращения 

на плоскости Оху есть то, в котором надо повернуть Ох на угол, мень- 

ший л, для того, чтобы привести ее в совпадение с осью Оу!). На 

черт. 51 положительное направление вращения отмечено кружком со 

стрелками. 

Черт. 51. 

Черт. 53. 

Пусть Р— некоторый вектор на плоскости Оху; перенесем его в 

положение ОМ так, чтобы его начало сонпадало с началом координат 

(черт. 51), и обозначим через ф угол, на который надо повернуть ось Ох 

в положительном направлении, для того, чтобы ее направление совпало 
— 

с напранлением Р = ОМ. Ясно, что этот угол ф вполне определяет на- 

правление данного вектора; этот угол мы часто будем обозначать сим- 
——^ 

волом Ох, Р, где на первое место станится направление, от которого 

отсчитывается угол. Углу ф можно приписывать и значения, большие 2, 

как это делается в тригонометрии. Одному и тому же напранлению на 

плоскости соответствует бесчисленное множество значений угла ф, отли- 

чающихся друг от друга на величину вида 2ек, где Ё — целое число. 

1) Две оси считаются совпадающими только тогда, когда совпадают их по- 

ложительные направления. 
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Действительно, сколько бы раз мы ни повернули данное направление на 
угол 2п (полный оборот), мы опять вернемся к прежнему. 

Заметим, что угол Ф можно отсчитывать от оси Ох и н отрицательном 
направлении, но зато приписать этому углу отрицательные значения 
(как это делается в тригонометрии). 

Прибавим еще, что определенный таким образом угол ф не всегда 
совпадает с углом & между вектором Р и осью Ох, определенным со- 
гласно нашим прежним условиям относительно угла между двумя на- 
правлениями. Это происходит от разницы в условиях относительно 
отсчета углов © и $: Именно, угол © есть, по условию, положительный 
угол, не превосходящий т, тогда как угол ф может принимать любые 
значения, в частности, — и отрицательные. Например, в случае, изобра- 
женном на черт. 59, угол ф не равен ©; а именно, углу Ф можно при- 
писать значения (— 0) или 2=—@, или, общее, — а -|- 2№т. 

Вернемся теперь к случаю прямоугольных координат (черт. 53). 
Легко видеть, что в этом случае всегда будем иметь 

с05&=с0$ф, с0$В==$шо, (1) 

где х и В попрежнему обозначают углы (заключенные между 0 и т), 
которые вектор Р составляет с осями Ох и Оу; эти формулы справед- 
ливы, в какой бы четверти ни заключался угол Ф!). 

Соответственно этому для координат Х и У вектора Р получим 
выражения: : 

Х-==|Р!с0$ф, У=|Р|зшф, (2) 
где, как всегда, 

|Р|= ИХ. (3) 
Отсюда выводим 

с05 Е = ы - (4) 
ужи "уж ру 

разделив второе из этих равенств на первое, получим еще 

{то = в (5) х. 

Формулы (4) позволяют вполне определить угол ф (если не считать 
слагаемого внда 2Ак, не имеющего никакого влияния на напранление), 
когда даны координаты вектора. Для вычисления ф достаточно восполь- 

1) Читатель легко провернт, что, считая ф заключенным между 0 мн 2, 
будем иметь 

к 
в первой четверти © =, В = 2% 

т 
во второй четверти © =, 8 = 5, 

з | т 
в третьей четверти а =2ж-—9, В = — —, 

в чегвертой четверти а == 2 — 9, В =2пт-{ 5 —$. 
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зоваться одной только из этих формул, например формулой для $11 $; 

эта формула, однако, не вполне определяет направление вектора. Чтобы 

оно было вполне определенным, надо знать еще знак другой какой-либо 

тригонометрической функции угла ф, например знак с0$$. Проще всего 

по знакам Хи У (которые совпадают со знаками с05ф и зто) опре- 

делять четверть, в которой находится направление Р, а вычисление при 

помощи таблиц производить по одной из формул (4) или (5). Напри- 

мер, если Х=-- 2, У==—2, то искомое направление находится в чет- 

вертой четверти. Так как, далее, 

ве=е-Ь 

то ясно, что ф = — 45° или же, что все равно, ф== 360° — 45° == 315°. 

Когда длина рассматриваемого вектора равна единице, т. е. когда 

мы имеем дело с ортом е, то координаты (Г и 1) его являются в то же 

время косинусами направления (см. $ 44); формулы (1) настоящего па- 

раграфа дают для этого случая 

[=00$ф, т == 51. (6) 

Соотношение Ё-|- 1? ==1, связывающее эти величины, сводится, 

таким образом, к известному тригонометрическому тождеству 

зи? ф-[ 605? ф==1. 

48. Определение угла между двумя направлениями на плоско- 

сти, когда углу приписывается знак. Пусть даны 

у на плоскости Оху два вектора Р,==(Х,, У) и 

Р.=(Х», 1»). 
Относительно угла между двумя векторами (или 

вообще направлениями) на данной плоскости мы 

примем теперь условие, аналогичное тому, которое 

было принято в предыдущем параграфе относи- 

тельно угла ф данного вектора с осью Ох; именно, 

мы будем отсчитывать этот угол в положительном 

направлении от одного из данных векторов (или во- 

обще направлений). Мы будем допускать отсчет и в 

а отрицательном направлении, но при условии припи- 

сывать углу в этом случае отрицательные значения. Если угол отсчиты- 

Черт. 54. 

— 

вается от направления Р., то мы его будем обозначать символом Р,,Р., 

ставя на первое место вектор, от которого отсчитывается угол. 

Найдем теперь угол между Р: и Р.›. Обозначим для этого через $: 

и $› углы, составляемые этими векторами с осью Ох (см. предыдущий 

параграф). Ясно тогда, что (черт. 54) 

Р;, Р2 == $. — 41 

(если, конечно, не считать слагаемого еп, которое можно, ничего не 

изменяя, прибавить к правой части предыдущего равенства). Обозначая 
— 

для краткости угол Р:, Р. через $, будем иметь 

с0$ ф == с03 (3 —$1), Эф == 31 (9 — $1), 
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откуда, принимая во внимание, что 

с0$ (92 — 91) == с05 $2 с05 2 п Фа пФ, 
$11 ( ф2 — $1) = $11 $2 с0$ 2, — 050, $ 1 

и что 
Х! : 

905 ===, 1 фу == 
Иж Их 

(и аналогично для с0$ $, $т 92), получим окончательно 

ХХ. ИУ, С0$ © = - — ; 1 ’  УХЗЕИ УЖЕ () 
5 $=— _Х: У. — ХУ, (2) 

Ум+и-ИаЕя 
Разделив равенство (2) на (1), получим еще 

о — а -— №7, ВБИ г 
Обратим внимание на то обстоятельство, что правая часть фор- мулы (1) симметрична относительно координат обоих векторов, тогда как правые части формул (2) и (3) изменяют знак на обратный, если поменять ролями векторы Р, и Р.. Этого надо было ожидать, так как ясно, что 

РР. = Фо Р,) с, 
а потому 

с05 р. | Р, == созР,, Р. 
и 

— ы — 

3 Р», Р; = — зтР,, Р.. 

Формулы (1) и (2) вполне определяют угол ф (если, конечно, не считать слагаемого, кратного 2т). Для действительного вычисления Ф можно с удобством воспользоваться формулой (3), четверть же опреле- лить по знакам с05ф и $шо, которые совпадают соответственно со зна- 
ками выражений: 

“АХ -- У, У. И А У. Е № и. 

Упражнения 
1. Вывести условие перпендикулярности двух векторов на плоскости, исходя из формул (1) или (3). 

— 2, Найти вектор Р = (Х, У) длииы 2, составляющий угол ©, Р= -|- 60° с вектором ©) == (3, 4) (ср. упражнение 5 в конце $ 45). 
Рещение. Для решения можно воспользоваться результатом упомянутого 

—^щ упражнения, подобрав знаки так, чтобы эт ©, Р был положительным, т. е. так, чтобы ЗУ— 4Х >> 0; из эгого следует, что необходимо взять нижние знаки в фор- мулах упомянутого упражнения. 
Можно решить задачу и непосредственно, найдя угол ф + 60°; который век- 

тор Р составляет с осью Ох, где ф есть угол Ох ©. Имеем 
60$ (ф - 60°) = с0$ $-с0з 60° — зтф-зт 60°, 
п (9 — 60°) = < $-с0$ 60° | соз ф-э 60°, 

Н. И. Мусхелишвили. — 1946 6 
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но 

= 3 — 4 © 1 *-) Уз 

с0$ 9 = 5, п ф == 5, с05 60 и. $1 60° == 5“, 

откуда 
о 3— 3 з 

со$ (ф -- 60°) 28 4уВ. эп (9 -- 65) =_4 +33, 
10 10 й 

наконец, 

Х= 203 (ф + 60° и, 

У 2 са РИ, 

Если бы мы предположили, что ОР — — 60°, тогда мы получили бы фор- 

мулы, соответствующие верхннм знакам в упомянутом выше упражиеиии. 

49. Площадь треугольника, построенного на двух векторах, 
— 

исходящих из одной точки. Пусть Р, =АВ == (Х,, У) и АС=Р. = 

=—(Х., У) — данные векторы с общим началом А (черт. 55а, 55Ъ). 

Соединив концы В и С, мы получим треугольник АВС. Найдем пло- 

щадь $ этого треугольника. По известной формуле имеем 

1 : 
5=1 |, |-[Р. | +519, (1) 
.— 

где ф обозначает угол Ри, Р.. 
| В сущности, вместо $шф следовало бы написать [31| ,‚ так как 

зто может принимать и отрицательные значения. Однако удобнее поль- 
зоваться формулой (1) 
в том виде, как она 
написана. Эта формула 
(1) приписывает пло- 
щади треугольника 
АВС определенный 
знак. Легко убедиться, 
что знак этот согла- 
суется -с нижеприводи- 
мым правилом, которое 
мы и примем: 1ло- 
щадь треугольника 

положительна, если направление вращения"), определяемое векторами 

Р:, Р‚, совпадает с положительным направлением вращений на плоско- 

сти Оху; в противном случае площадь отрицательна. 

Легко также видеть, что, согласно этому правилу, площадь будет 

положительной, если, описывая периметр треугольника в направлении 

АВСА, мы вращаемся на плоскости Оху в положительном направлении 

(черт. 55а); в противоположном случае площаль будет отрицательно! 

(черт. 55Ъ). 

Черт. 55а. Черт. 555. 

1) См. $ 47. 
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Подставляя теперь в формулу (1) вместо $шф выражение (2) преды- 
дущего параграфа, получим весьма важную формулу 

1 
$= $ У5—Х,7,), (2) 

справедливую по величине и по знаку. 
Эту формулу можно представить при помощи определителя так: 

Жи 
Х. У 

1 5=- (3) 
Для площади парвллелограма, построенного на двух векторах Р:, 

Р., будем, очевидно, иметь формулу 

зи 
в жи : (4) 

эта формула также приписывает площади определенный знак, согласно 
указанному правилу. 

50. Площадь треугольника, заданного тремя вершинами. Пусть 
даны три точки А (х., у,), В(хо, У) и С(х., У-). Требуется найти пло- 
щаль 5 треугольника АВС. При этом предполагается, что периметр тре- 
угольиика АВС обходится в направлении АВСА, и в соответствии с этим 
плошади приписывается определенный знак (см. предыдущий параграф). 

— — 

. Искомая площадь есть площадь, построенная на векторах АВ и АС, 
как в предыдущем параграфе. 

В нашем случае 

А = —х» У =у,— у, 
Хо —жм, = у. 

ы 

Подставляя эти значения в формулу (2) предыдущего параграфа, по- 
лучим 

м У 

2 |1 ж—х: Уфу |” 
5$= (1) 

Этой формуле можно придать весьма симметричный вид, а именно 

` жму: 1! 

$=-|% №1} (2) 
Ж Уз 1 

чтобы в этом убедиться, достаточно преобразовать предыдущий опреде- 
литель (ср. $ 38), вычитая первую строку последовательно из второй и 
третьей. 

Из предыдущей формулы можно вывести условие коллинеарности 
трех точек на плоскости, выражаемое формулой (3) $ 38; действительно, 
для коллинеарности трех точек, очевидно, необходимо и достаточно, 
чтобы 5 ==0, что и приводит к упомянутой формуле. Однако, послелд- 
ний вывод -— менее общий, чем прежний, ибо в $ 38 координаты не 
предполагались прямоугольными. 

® 
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Упражнения 
се, ре площадь треугольника, имеющего вершинами А(1, 0), В (2, 3), 

Й . 1 

ОТВЕТ. 5=—5. 

2. Найти длину й высоты треугольника с вершинами А(1 1, В(3,2 С (4, 4), соответствующей вершине Е й о О 
21$] _ 3 

[ВС] 5” 
51. Векторное произведение двух данных векторов. В этом па- 

раграфе мы будем считать, что оси координат Ох, Оу, О2, взятые в 
указанном порядке, составляют левую систе- 
му 1) ($ 24). На основании самого опреде- 
ления векторного произведения ($ 25) имеем 
следующую „таблицу умножения“ ортов 
(черт. 56): 

и Хи=уХу=м Хиу-=0, (1) 

УХм=—и МХи-Уу иху=м. (2) 

ОТВЕТ. Й = 

Достаточно запомнить, кроме формул (1) 
еще первую из формул (2); остальные полу-’ 
чаются из нее круговой перестановкой. 

Черт. 56. 

К формулам (2) можно присоединить следующие: 

МЖу=—щ ихм=— м, УЖи=ф м. (22) ̀ 

Найдем теперь векторное произведение двух данных векторов 

Р; = их, у’ -- м2, и Р,==иХ, уу, мй.. 

Перемножая векторно правые части (см. конец $ 25) и принимая во 
внимание (1) и (2), легко получим 

Р, ЖРь==и(,25 — 72) Ну (2,5, —2.Х,) + \ (А! 7—^»у,). (3) 

Итак, если В =(Х, У, 7) обозначает векторное произведение векторов 
Р, иР,, то 

Х = 7,2.— 7,0, Ул — Л, =, — ХУ. (4) 

Легче всего запомнить формулу (3) и вытекающие из нее формулы (4), 
если заметить, что формула (1) может быть написана так: 

А: У, 2: 

Р; ХР> = № У. 22 |, (5) 

пуУ\ 

1) Вообще, когда мы будем иметь дело с векторным произведением, мы все- 
гда будем предполагать систему координат левой. Однако все выводимые фор- 
мулы останутся справедливыми и для правой системы, если только замевить 
требование с) в определении векторного произведения ($25) требованием, чтобы 
векторы Р, ©, В составяяли правую систему. 
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в чем мы убеждаемся, разлагая последний определитель по элементам последней строки. 

Упражнения и приложения 
1. Найти векторное произведение векторов (6, 4, 5) и (— 3, 2, 1). 
Ответ. (—6, —21, 24). 
2. Найти площадь треугольника, две стороны которого суть данные векторы Р; =(Хь, У, 2), Р. = (Хо, У» 7.), начала которых совпадают. 
Решение. Если $ есть искомая площадь, то $ = — [В |, где В = Р, ХР. Так 

как |В|=У Хх? У 78, где Х, У, 2 даются формулами (4), получим 
1 

ие Че. . $ = 5 У (7,2 — БИ {2.х.— 2.) + 7, — №7}. 

3. Найтн площадь треугольника по заданным вершинам 
А(хь, У, 2), В(хь Уь 2.), С (хз Уз 23). 

Решение. Для получения требуемого выражения достаточно заметить, что задача сводится к предыдущей, если, например, положить 
— 

— Р; = АВ = (%:—х, %— У, 3—2), Р, = АЁ = 3 —Х, 3 — У, 4—2). 
4. Пользуясь определением векторного произведения и формулами (4), найти выражение для зп $, где $ — угол, заключенный между двумя данными векто- рамн. 
Решение. Имеем 

Р.ЖР, = | Р, [ГР [- эт 8, 
откуда 

зи = РА ЖХР» _ У 2, — УЕ АХ, ХО Ж. |Р. 1-1 Рь| УМЕИА ИМЯЕЯЕА 
5. Пользуясь соотношением с052 $ == 1 — 51723, вышеприведенным выраже- нием для зт$ (см. предыдущее упражнение), и выражением для с0$ 3, полу- ченным в $ 45 [формула (2)], доказать тождество Эйлера-Лагранжа: 

(и) (ха +2) — (хх, + У, У, - 2,7} = 
= (7,7, — У, (2х, — 25, -| (Х, У, — ХУ), 

справедливое для всякой совокупности шести величин Х, У, 7; Хь У, 2. 6. Найти проекции на оси координат !) векторного момента Г, вектора Р= (Х, У, 2), приложенного к точке А (х, у, 2), относительно точкн С (а, 6, с). Решение. Имеем, по определению ($ 25, упражнение 1), 

[. = САХ Р. 
Обозначим через х Гу» [; искомые проекции: замечая, что СА= (ха, у—в 2—6) и применяя формулы (4), получаем 

= (У-—7-— (2-6) у, у= (2-Х —(х—фа) 7, 
1 = (х—-У—(у-бх (5) 

1) Мы ве вазываем проекции вектора 1. на оси координат его координатами, так как Ь — вектор связанный и для его определения иеобходимо задать не только его проекции на оси коордниат, но и точку приложения, 
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52. Смешанное произведение трех векторов. Объем параллеле- 

пипеда. Вычислим теперь смешаниое произведение Р.Р», Р;] трех век- 

торов (см. $.26): 

Р; = (Хь, У, 21), Р2 == (Х», У, 25), Р; == (Хз, У,, 23). 

По определению ($ 26) имеем, если положим временно, 

Р: ХР. =Р=(Х, У, 2), 
[Р,, Р., Рз] = Р-Р. == ХХ, Уз -- 22, 

откуда, замечая, что Х, У, 2 суть алгебраические дополнения элементов 

последней строки определителя (5) предыдущего параграфа, заключаем, 

что правая часть предыдущего равенства получается заменой элементов 

последней строки этого определителя на Хз, Т., 2з. Следовательно, имеем 

важную формулу 

А; У, 2, 

Р,, Р., Рз] == Хз У 25 |. (1) 

Х; И 2 

Мы знаем (5 26), что объем У параллелепипеда, построенного на трех 

векторах Р:, Р‚, Рз, проведенных из общего начала, равен смешанному 

произведению _этих векторов. Следовательно, по предыдущей формуле 

ь Х, 7, 2, 

' и=| х У, 2, |. (2) 

ХИ, 

Эта формула, как мы знаем, приписывает объему определенный 

знак. Именно, на основании сказанного в $ 26 ясно, что У>> 0, если 

р векторы Р\, Р‚, Р., в указанном по- 

--------^. рядке, также ориентированы (в смысле 
 “ правой или левой системы), как коор- 

/ \  динатные векторы. В противном слу- 

-7----9Э че Ух. 
| р Вычислим теперь объем. тетраэдра 

А ых , АВСО, построенного на наших трех 

\ и векторах (черт. 57). Этот объем У” 

НИ. равен шестой части объема У парал- 

6 лелепипеда, построенного на тех же 

Черт. 57. трех векторах, ибо У=5$.й, где $ — 

площадь параллелограма, построенного 

на векторах Р., Р», а и=-- 5’В’, где 5’ — площадь треугольника, 

построенного на тех же векторах; № обозначает перпендикуляр, опу- 

щенный из вершины Д на противоположную грань. Следовательно, 

ХИ 21 
ее 1 

у ==-6- РьРыР] = -5- ХТ» 22 |. (3) 

Хз 7 2 | 
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Если мы не хотим приписывать объему знак, то должны брать 
абсолютное значение правой части. 

Из предыдущей формулы можно снова вывести условие компланар- 
ности трех векторов (см. $ 39). Действительно, условие это, очевидно, 
сводится к условию У=0, что снова приводит к формуле (4) упомяну- 
того параграфа. Однако полученный там результат является более общим, 
так как тогда мы не предполагали координаты прямоугольными. 

Упражнения и дополнеиия. 

1. Доказать, исходя из формулы (1), свойства, выражаемые формулами (3), 
(За) 8 26. 

2. Найти выражение для скалярных моментов вектора Р = (Х, У, 7), при- 
поженного к точке А(х, у, 2) относительно осей координат (см. 8 26, упраж- 
нение 2). 

Решение можно получить по формуле (6) 8 51 (упражнение 6), взяв за точку С ($8 26, упражнение 2) начало координат и замечая, что, по самому опре- делению скалярного момеита относнтельно осн, нскомые моменты суть как раз 
Гл, Ру [.. Это дает 

1.=у7—2У, Т,=2Х — хё, Г. =хУ— ух, 

Предоставляем читателю вывести эти же формулы из формулы (1) этого па- 
раграфа. 

3. Доказать, пользуясь формулой (2) и правилом умножения определителей что 

Р,-Р, Р-Р. Р,-Р; 

[Р,, Р» Р:]2 = | Р›-Р, Р-Р, Р,.Р, |. (4) - 
Р.Р, Рз.Р. Р.-Р; 

Доказательство. Имеем 

х Я, 2, Хх: 7 2 

[Р, Р», Р;]2 = Х2 У, 2. |. Х. 7, 2. * 

№ Уз р Х. Уз 23 о 

Применяя правило умножения определителей и пронзводя умножение по строкам, получим 

[Рь, Р» Ру? = 

мии} 24 Хь + 7, + 2,2, — Х,Х,- У, У, + 2.7, 
=| ХьА, ХУ, + 2.2, ж- 2 Х.Хв - У.У, + 2.7. |, (5) 

ХзХ: -Е УЗ, + 2.7, ХХ + Уз 2.2 Ая 

откуда и следует требуемая формула. 
4. Пользуясь формулой (4) предыдущего упражнения, доказать формулу 

1 с05у с05р 

И = ТР, В-[Р, |. | Р.В | созу 1 со8» 

| 608 с05Х 1 

где У обозначает объем параллелепипеда, построенного на векторах Р,, Р., Р,, и >, в, у обозначают соответственно углы между Р. и Рь, Р; и Р,, Р,, и Р. 5 Синуе Штаудта. Площадь параллелограма, построенного ца двух ортах ©, ег, проведенных из одного начала, равна 
м —^м 

| е, [4 е2 [81 е;, @; == 5те, ©, 
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По аналогии с этим объем параллелепипеда (снабженный знаком), постро- енного на трех ортах е,, е», е, проведеиных из одного начала, можно назвать синусом трехгранного угла, определяемого этими ортами (синус Штаудта). На основании предыдушего он равен смешанному произвелению [е,. е„, е.]. Из формулы предыдущего упражнения вытекает, что квадрат этого сивуса равен 

1 05 с05ы 

[е,, е», ез]2 ==| с0$у 1 со5Х |. 

с05 м с05^ 1 

53. Объем тетраэдра, заданного координатами вершин. Если 
А (м, У, 21), В(х., У, 2), С(хь „Уз 23), О (х, У» 24) — координаты вершин тетраэдра (черт. 57), то, очевидно, объем его У получится из 
формулы (3) предыдущего параграфа, если положить 

Р, = АВ, Р, = Аб, Р. = АД. 

Следовательно, будем иметь. 

$ | хм %—Я 2—2 |, (1) 

ЖжЖ—х Уф 2—2, 

или (см. аналогичное преобразование в $ 40) 

хм М 2 

1 №? Уе 22 
У—=— 

| 2% У 2 (2) 

о РНР 

Из этой формулы можно снова получить условие компланарности 
четырех течек, выведенное иным путем в $ 40 (ср. предыдущий пара- 
граф). 

ГУ. ОСНОВНЫЕ МЕТРИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ В ОБЩИХ ДЕКАРТОВЫХ 
КООРДИНАТАХ 1) 

В этом отделе мы обобщим некоторые из формул предыдущего от- 
дела на случай декартовых координат общего вида. Понятие „кова- 
риантных координат“ (заимствованное из современного тензорного исчи- 
сления), которое будет введено в следующем параграфе, позволит пред- 
ставить результаты в виде значительно более простом, чем это обычно 
делалось в курсах аналитической геометрии. 

54. Ковариантные и контравариантные декартовы координаты. 
В основу определения координат &, У, 2 вектора Р ($ 33) нами было 
положено разложение 

Р == иХ-|-уУ-|- м2, 

где и, у, \у — координатные векторы. В случае прямоугольных координат, 

1) При первом утенни отдел Г\ (8 54-=А7\ члщно эпустить. 



$ 54] [У. метРИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ В ОвщИх ДЕКАРТОВЫХ КООРДИНАТАХ 89 

когда в качестве координатных векторов берутся взаимно перпендику- 
лярные орты, определенные таким образом координаты суть, попросту, алгебраические значения прямоугольных проекций вектора Р на оси координат и могут быть представлены в виде скалярных произведений 
($ 31) 

Х = и.Р, У-=уУ.Р, И=м.Р. (1) 
Если эти последние формулы положить в основу обобщения на 

случай произвольных (разумеется, некомпланарных) координатных век- 
торов и, у, \, то естественно придем к рассмотрению величин 

А ==ц.Р, У*-=у.Р, 2* = м-Р. (2) 
В случае прямоугольной системы величины х*, У*, 2* сводятся 

к обычным координатам Х, У, 7, но в общем случае этого совпадения 
нет, ибо на основании самого определения 

№ = |и|-пр,Р, У = |у|+пр,Р, 2*=|м|+пр,Р, (3) 
где подразумеваются прямоугольные проекции, тогда как величины 
Х, У, 2 даются формулами (см. $ 33) 

Р Р Х == Е. У = ПР гу , и 

где подразумеваются проекции, взятые параллельно соответствую- 
щим плоскостям координат 1). 

Тем не менее, величины Х*, У*, 2* также можно назвать коор- 
динатами вектора Р, ибо нх задание вполне 
определяет вектор Р (и обратно), в чем 
читатель может легко убедиться сам, на 
основании простых геометрических сооб- 
ражений 2). Для различения двух родов 
координат —Х, У, Си Х*, У*, 7* — пер- 
вые мы будем называть обычными или 
контравариантными координатами, а 
вторые — ковариантными 3). Во всем 
дальнейшем, говоря просто о коорди- 
натах, мы всегда будем подразумевать 
контравариантные, т. е. обычные коор- Черт. 58. 
динаты. 

Совершенно аналогично определяются ковариантные координаты 
в случае двух измерений. На черт. 58 изображен этот случай. Если счи- 
тать, что координаты необобщенные (т. е. что |и|==|у| =1), тогда 
на чертеже 

. 

Х=0От’, У= От”, Х*=—=0От У— Ор’. 
В общем же случае 

От! От 7 а. а" те А == От [и], У*==| Оп” |-|у|. 

1) В $ 33 эти проекции обозначены через Ом’, От”, От". 
*) Если заданы Х*, У», 7, то этим самым заданы прямоугольные проекции вектора Р на оси координат. 
2) Происхождение этих терминов будет объяснено в 5 68, 

и 
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И в случае олного измерения, конечно, можно рассматривать кова- 
риантную координату 

Х* —=|ц|-Р, 

где |и|— длина координатного вектора, а Р— алгебраическое значение 

вектора Р по оси координат. 
Ковариантные координаты очки, которые мы будем обозначать 

через х*; у*, 2*, определяются, как соответствующие ковариантные 
координаты радиуса-вектора этой точки относительно начала координат. 

55. Зависимость между ковариантными и контравариантиыми 
координатами. Обозначим соответственно через ), р, у углы между 
осями Оуи 02, Оз и Ох, Ох и Оу (черт. 59). 

Для упрощения письма введем следующие обозначения: 

=, УЕ бо м = 63 } (1) 
У- М! = 823, М.Ц ==851, ИУ —= в, 

так что 

не ЕЕ р Е Р 
Я ==|и |, Ва = У, Ваз = м Р, | 

Ваз == [+ \ | с0$^, ва == [м |-|и|с0з, ле ==|и|-[ У] С0$ у. 
‚ Величины ‹ ... И т. д. суть скаляры 11, 822 › 

вполне определенные, когда заданы длины ко- 
ординатных векторов и углы между ними. В слу- 
чае прямоугольных координат 

81 ==822 == Взз ==1, Вов == 81 == 1. ==0, 

и формулы (Г) сводятся к „таблице скалярного 
умножения“ ортов осей координат ($ 42). В 
общем случае формула (1) дает таблицу скаляр- 
ного умножения координатных векторов, если 
под #1, 8» и т. д. подразумевать величи- 
ны (2). 

В случае двух измерений у нас будут 

только три величины: 

Ви == и, = У], ва ==щ|. 

Возврашаясь к общему случаю, выведем зависимость между контра- 
вариантными и ковариантными координатами данного вектора Р. По 
определению 

Черт. 59. 

У|- 05 У. (2а) 

Р—=их-- уУУ-Н м, 

где Х, У, (-—контравариантные координаты. Отсюда для ковариантной 
координаты Х* получим 

Х*=и.Р = ии Х-|- ци-УУ--и-м7 

или, на основании (1), 

Х* = ви Х-Е въьУ-- 217, | 
У еаХ-Е вы У 82, [ (3) 

2% = вы Х-Е 27 -[ 8332; | 

две последние формулы написаны по аналогии с первой; руководствуясь 
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соображениями симметрии, мы иногда пишем #» вместо 812 ит. д. 

(вообще мы условимся считать, что 8» и &ы обозначают, в нашем 

случае, одни и те же величины). Формулы (3) дают выражения кова- 

риантных координат через контравариантные. Для получения выражений 

контравариантных координат через ковариантные достаточно решить 

систему уравнений (3) относительно Х, У, 2. Такое решение всегда 

возможно, так как определитель 

ба 812 Я&з | ии пу ц-м В 

@=| 2: 2% в |=] У У*У УМ (4) 

81 832 833 м: м-у \.м 

отличен от нуля. Действительно, на основании формулы (4) $52 

(упражнение 3) С==[и, м, \]? = Уз, где У — объем параллелепипеда, 

построенного на координатных векторах ($ 26); этот объем отличен от 

нуля, так как, по условию, координатные векторы не компланарны. 

Решая систему (3) по правилам теории определителей (см. Доба- 

вление, $ 3), получим 

Хан Х* а На 7*, 

у Х* а У* в 7*, (5) 
дев Хх" к* У" аь г", | 

где 

ж _ С(; „= (, Е=Ь 2, 3), (6) 

причем С» обозначает алгебраическое дополнение !) элемента р, опре- 

делителя С. Совершенно такие же формулы имеют, конечно, место и 

для координат точки. 
В случае двух измерений получим аналогично 

Ж=ЕиХ 87, У*=еыХ 8 (За) 

Ха 2%. ХУ", УХЕ". (58) 

В этом случае определитель 

и [2 и! |у|+с0$ 
в— 811 81 Е |м| [| | —иРуВзшеу (4) 

81 832 [и [+[\]1с0$У || 

и, как легко подсчитать, 

жж 1 » 1 

81 = [ч 3 92 у’ 822 — Гуа ‚ 

с05 У (ба) 
Е # Е 

812 = 821 а ГУ [$412 у* 

1) Определитеяь С симметричен `(ець == &ы); поэтому Ол == Сы 
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Упражнения и дополнення 
1. Написать формулу (3) для случая необобщенных декартовых координат. 
Ответ. 

&* =Х-{ Усобу -| 7 соц, 

У* = Хсозу-- У- 7 со$*, 
2% = Хсоз в - Усоз А + 7. 

2. Найти выражения для коэфициентов 8% формулы (5) в Случае необоб- 
щенных координат. 

ОТВЕТ. : 
5112 \, 8112 р. $112 у 

81 =—в, 82 — п, Евз= С : 

С0$ 4 05 У — с05 С0$  С0$  — с0$ Ва = Ва = Щ, == , [6 [6 

С0$ ^ С0$ м —с0$ 
812 = Ва = о ео з 

где 

1 05 со 

@=| с0$ у 1 с0$^ |. 

СО ©05А 1 

56. Выражения для скалярного произведения двух векторов, длины вектора, расстояния между двумя точками и угла между двумя направлениями. Пусть Р., Р.— два вектора, заданные своими контравариантными коордннатами 

(Ат, 7, 21) и (^., У. 25). 

Вычислим их скалярное произведение. Имеем 

Р,.Р. ==(их, Е у, -\27,).Р., 

* откуда, вспоминая, что и-Р. == Хо и т. д., получим 

Р1-Р› = ХХ -|- Уз 2.75 . (1) 
Таким же образом можно получить 

Р:-Ра== МХ ИУ, 27». (1а) 
В случае прямоугольных коорлинат Х; = 1 ит. д., и обе предыдущие 
формулы обращаются в ранее выведенную. 

В случае Овух измерений имеем 

Р1-Рз = 1 -|- У: = МХ ИУ. (2) 
Для длины вектора Р==(Х, У, 2) получаем, полагая в (1) или 

в (12) Р, =Р,=Р, формулу 

[РЁ == Хх* -|- уу*-1 17%. (3) 

Внося сюда выражения для Х*, У* 2* из формуд (3) предыду- 
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щего параграфа, получим выражение для [Р|2 через обычные (контрава- ® риантные) координаты 

[РР 211 2-2 У 83 22-2853 У +281 2Х- 28. ХУ. (4) 
Мы видим, что |Р | есть квадратичная форма!) трех переменных Х, У, 2, и так как, далее, |Р|?— величина всегда положительная, за исключением случая, когда Х== У== 1 == 0, то эта квадратичная форма — положительная *), притом неособенная [т. е. дискриминант 3) ее отличен от нуля]. Последнее следует также из того, что упомянутый дискрими- нант есть не что иное, как определитель формулы (4) предыдущего 

параграфа. 
Можно показать, что, обратно, если произвольно задана неособенная положительная квадратичная форма переменных Х, У, 7, то всегда суще- ствует система декартовых координат, в которой квадрат длины вектора выражается этой формой; см. ниже, 5 67,2°. 
Квадрат длины вектора можно также просто выразить через кова- риантные координаты. А именно, поступая совершенно так же, как при выводе формулы (4), получим 

РР т, Хе, Ут, 28-2, ре 
+ 26; 2°Х*- дет, Ху". (5) 

Иногда удобно иметь выражение для [Р|?2 через Х*, У*, 2*, где фигури- руют величины 2.» а не 2*‚,; для получения этого выражения достаточно 
В предыдущую формулу внести вместо 2» их выражения через 2’. Однако для этого проще поступить так: по формулам (3) предыдущего параграфа и по формуле (3) настоящего 

Х- 81» УЕ: = +, 

В Х- 8 У-|- 8эз = У*, 
81 Х-|- 83» 7-- Ев В = 2*, 
Х*Х -- УзУ + 77 =|Р 1. 

Мы видим, что три величины Х, У, 2 удовлетворяют четырем преды- дущим линейным уравнениям. А это, как известно, возможно только 
тогда, когда определитель, составленный из всех коэфициентов этих 
уравнений, равен нулю, т. е. когда 

Е 
81 81 &з Х 

Во: 822 8 7* 

831 832 8зз 7* 

Х* У 7 [рр 
Разлагая определитель по элементам, скажем, последней строки, полу- 

чим один член вида: С.|Р|? и члены, содержащие квадраты и произве- 
дения величин Х*, У*, 2*; перенеся эти последние в правую часть и 

—0. (6) 

1) Определение этого термина см. в Добавлении, $ 10. 
2) См. Добавление, $ 12. Е 
8) См. Добавление, 8 10. 
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разделив обе части на С (мы знаем, что С - 0), получим искомое выра- 
жение для |Р | в виде квадратичной формы переменных Х*, У*, 2%. 

В случае двух измерений вместо (4) и (6) получим соответственно: 

[РР == Ви Х2- 2812 ХУ В ® = 

= и 2 -|-21щ| у | созуХУ- [У [2 У? (4а) 
и 

21 81 &* 

821 822 Р* | ==0, (ба) 
х* у*+ |рЁ 

откуда 
р Хх 2х*у*ж уз 
И а. (6Ъ) 

Из полученных различных формул, выражающих длину вектора, не- 
посредственно потучаются выражения для расстояния между двумя точ- 
ками М, (хь, У, 21) и М» (хо, у» 2.); для этого в правые части надо 
подставить 

3 + + Х=х—х, Аж ит. д. 

Для угла 8 между двумя векторами Р, и Р. имеем формулу 
я ж * Р,-Р, —_ 2% + У, У + 2,22 @) 

[Р. | ГР] [Р. || Рь| ' 
сбз 8 —= 

где 

[РА |= УХ: ИЕР, |Р.|= Ух и 2,7. 
Аналогичная формула имеет место и для случая двух измерений. 

Упражнения и дополнения 

1. Написать формулы, выражлющие скалярное произведение лвух векторов 
и длину вектора через контравариантные координаты на плоскости, в случае 
иеобобщенных координат. 

ОТВЕТ. 
Р.-Р. = А.Х» -|- У У, -- (ХУ + ХУ) соз у, 
[Р |2 = Х2 -| 12-- 2ХУсо$ у. 

2. То же для пространства. 

Ответ. 

Р;-Рь = Х,Хь + У, Уз -- 212 - (У,25 + У›7) созХ + 

+ (2х + 2-Х) созв - (АУ -- ХУ!) соз * 

| Р [2 = Х? -|- У? - 72 -|- 2У7 со$ >» | 27Х со$ в -- 2ХУ созу, 

3. Написать формулы, выражающие | Р |3 через ковариантные координаты 
иа плоскости, в случае необобщенных координат. 

ОТВЕТ. 
1 с0зу Х* 

созУ 1 У* |„=0, 
Х*+ у* [РЁ 

откуда 

[Р Ру = Х=? -|- Уз — 2Х*у* соч. 
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4. То же для пространства. 

ОТВЕТ. 

1 с05$у созь Х* 
с05Уу 1 со5^ У 

со5и сх 1 2 |= 0. 
Х*+ у #* |РВ 

57. Координаты и косинусы направления в необобщенных косо- 
угольных координатах. Обобщим формулы и понятия, введенные в 5 44 
на случай косоугольных необобщенных координат (читатель легко выве- 
дет аналогичные формулы и для общего случая). 

Пусть е обозначает орт, определяющий некоторое направление. Обоз- 
начим контравариантные координаты этого орта попрежнему через [, т, 
п, так что 

е = ш-- ут -- Уп; (1) 

величины [, т, п мы будем называть обычными, или контравариант- 
ными, координатами направления 1). Ковариантные же координаты орта е 
обозначим через [", т”, п*; эти величины мы будем называть ковари- 
антными координатами направления. Ясно, что 

А = с05а, Т®=—5с0$8, П*=5с0$1, (2) 

где ©, В, 7 обозначают углы, составляемые ортом е с осями коорлинат. 
Следовательно, кос, нусы направления суть ковариантные координаты 
соответствующего орта; они не совпадают (как было уже сказано в 5 44), 
в случае косоугольных координат, с обычными (контравариантными) коор- 
динатами направления (/, 71, п). А именно, величины [, 7%, п* связаны 
с величинами [, т, п теми же соотношениями (3) или (5) $ 55, что и 
ковариантные и контравариантные координаты любого вектора. 

Из соотношения е* —=1 следует, на основании формулы (3) предыду- 
щего параграфа, соотношение 

Пе тт*-|- пп = 1, или Гсоза-|- тсозВ- псозу=1, (3) 

которое заменяет соотношение Й-|- 212 -|- 1? ==1, или с032 4 -|- с03? В -|- 
—{ с0$2 у ==1, имеющее место в случае прямоугольных коордннат. 

Если мы выразим соотношение (3) при помощи только обычных 
координат направления, то получим, на основанин формулы упражнения 2 
предыдущего параграфа: 

й-|--т?-|- па -|-2тп соз^-|- 21 с0$ р -|- 2/т со$у == 1; (4) 

если же выразить это соотношение только через ковариантные коорди- 
наты (т. е. косинусы направления), получим, на основании формулы 
упражнения 4 того же параграфа: 

1 с05у сор Ё 

с05уУ Т с05Х м* 

со$ в с0$А 1 п* 

А т* п* 1 

1) Когда мы в дальнейшем будем говорить просто о координатах направле- 
ния, то всегда будем подразумевать обычные (контравариантвые) координаты, 

==0. (5) 

ый 
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Ясно, что соотношение (4) является и достаточным для того, чтобы 
Ь т, п были контравариантными координатами некоторого направления, 
а соотношение (5) — ля того, чтобы №, т* и* были косинусами неко- 
торого направления (ср. конец $5 44). 

В случае двух измерений вместо (4) и (5) будем иметь соответ- 
ственно 

Р-- т? -{ 21т созу = 1, (4а) 
и (ср. формулу упражнения 3 предыдущего параграфа) 

12 |- т — 2п* СОЗ == Шу, (5а) 

или, что все равно: 

05? &-|-- с05? 8 — 2 с0$ 0. 0$ В созу == зу, (55) 

В этом случае (двух измерений) можно, как было сказано в 6 47, 
для определения направления на плоскости 
пользоваться одним углом ф, который данное 
направление составляет с осью Ох и ко- 
торый отсчитывается от оси Ох по пра- 
вилу,, принятому в упомянутом параграфе 
(черт. 60). 

Легко видеть, что с0$ & == с0$$, созВ == 
==5с0$ (у—Ф). Таким образом ковариант- 
ные координаты рассматриваемого напра- 
вления будут: 

Черт. 60. 
= 50$9, Ш = С0$ (у— $). (6) 

— 

Легко убедиться, рассматривая треугольник ОАДМ черт. 60 (ОМ ==е), 
что для обычных координат направления будем иметь 

__ эт (— 9$) __ 5ШФ, 7 

В ШУ ат = (7) 

другой вывод этих же формул см. в упражнении (1). 

Упражневия и дополнения 

1. Вывести формулы (7), исходя из формул (5а) н (ба) $ 55 и из формул 
(6) настоящего параграфа. 

Решение. На основании упомянутых формул имеем 

1 
— — с0$ (—9) с05 М, { И [с0$ ф — с0$ (у — 9) с05 У 

т == а [-— с0$ $ с0$ % -{- с0$ (* — $), 
Зи? у 

или, после разложения соз (у — $) и некоторых упрощений: 

1 (у — т И к 
ЗУ ту 

2. Вывести соотношение (5а) непосредственно из формул (6) путем элемен- 
тарных тригонометрических преобразований. 
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У. РАЗЛИЧНЫЕ СИСТЕМЫ КООРДИНАТ 

Кроме декартовых координат существует еще бесчисленное множество 
пругнх. Мы подробно рассмотрим только некоторые из них, а именно, — 
системы полярных координат на плоскости и в пространстве и систему 
полуполярных (или цилиндрических) координат. Относительно осталь- 
ных систем мы ограннчимся краткими заме- 
чаниями общего характера. При этом мы бу- и 
дем рассматривать только координаты точки. 

58. Система полярных координат на | м 7я8 
плоскости. В этой системе основными по- | 
стоянными элементами, по отношению к ко- | 
торым опрелеляется положение любой фигуры | 
на плоскости, являются точка О, называемая 
полюсом, и ось Ох, называемая полярною 
осью (черт. 61). 

Пусть М — любая точка на плоскости, не ежа 
совпадающая с О. Обозначим через р длину радиуса-вектора ОМ, а че- 
рез ф — угол, составляемый им с полярною осью, отсчитываемый от этой 
оси и снабженный определенным знаком !), так что, согласно нашим 
обозначениям, 

Черт. 61. 

р=|ОМЬ, +=ОХ, ОМ. (1) 

Очевидно, величины р и © вполне определяют положение точки М 
на плоскости; они называются полярными координатами точки М. 
(Если точка М совпадает с полюсом О, то р==0, а угол ф — неопреде- 
ленный.) 

Точку М, имеющую полярными координатами р и Ф, мы будем обо- 
значать так: /М(фр, $). Согласно общепринятой терминологии р называется 
радиусом-вектором точки /{; правильнее было бы говорить „длина 
радиуса-вектора“, но ради краткости мы будем часто опускать слово 
„длина“ там, где не может возникнуть недоразумения. Угол Ф мы будем 
называть полярным углом”). 

Ясно, что для получения всех точек плоскости достаточно изменять 
р в пределах (0, со), а углу ф придавать значения, заключенные между 
О и 2т (не включая верхнего предела); однако часто удобно вовсе не 
вводить последнего ограничения. Значения угла ф, соответствующие одной 
и ТОЙ же точке, очевидно, отличаются друг от друга на кратное 9х. 

59. Обобщение. Кроме только что указанной системы часто удобно 
пользоваться и несколько более общей, в которой р принимает также 
и отрицательные значения. 

Пусть (черт. 61) А обозначает ось, проходящую через полюс О и 
точку М. Этой оси можно придать произвольное положительное напра- 
вление (от Ок М или от Мк 0). Обозначим теперь через ® угол 

1) Таким образом предполагается, что на плоскости выбрано определенное 
положительное направление вращения. 

2) Кроме этого термина употребляются еще названия: аномалия, амплитуда, 
азимут и др. 

Н. И. Мусхелишвили. — 1946 и 
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И 

Ох, А, составляемый осью Д с полярною осыо Ох, а через р — алге- 
Е. 

браическое значение ОМ по оси А. Очевидно, что, как и в предыдущем 

случае, величины р и © вполне определяют положение точки М на пло- 

скости. 
(Если за положительное направление оси А выбрано такое, которое 

ведет от О к М, то указанные величины совпадают с величинами ри ф 

предыдущего параграфа.) 

Так как одному и тому же положению точки М соответствуют два 

прямо противоположных направления оси А, то значения полярного угла 

о =— Ох, А, 

соответствующие одной и той же точке, могут стличаться на кратное г. 

Ясно, что если р и ©Ф обозначают полярные координаты какой-либо 

точки М, то координаты (— р) и ф--т будут координатами той же 

самой точки 1). 
Указанную в этом параграфе систему координат в отличие от преды- 

дущей мы будем называть обобщенной системой полярных координат. 

60. Преобразование полярных координат на плоскости в декар- 

товы. Для перехола от полярных координат к лекартовым и обратно, 

достаточно иметь формулы, дающие возможность переходить от данной 

полярной системы к какой-либо одной системе декартовых координат, 

ибо в следующей главе будут выведены формулы, позволяющие перехо- 

дить от данной системы ‘декартовых координат к любой другой. Поэтому 

мы ограничимся здесь выводом формул перехода от полярных координат 

к прямоугольным декартовым, началом которых служит полюс О, осью 

Ох-— полярная ось, а осью Оу—— ось, перпендикулярная к Ох и так 

направленная, чтобы направлению Оу соответствовал полярный угол 

ааа ет 
ть о - 

Если через х и у мы обозначим координаты точки М относительно 

этой системы. то, очевидно, 

==рс0$9, у==р9 $; (1) 

эти формулы, выражающие х и У через р и $, справедливы как для 

случая $ 58, так и для случая $ 59 2). 

Формулы для обратного перехода сразу. выводятся из предыдущих 

Действительно, имеем, во-первых, 

ху == р? (со? ф-| $1? $) == р?, 

откуда 
реа У, (2) 

и во-вторых, 
2х г У . 

СО = ‚ эзшф— ——. (3) 

= тувтя’ "То Еумчя 

1) Действительно, угол Ф-- п характеризует направление. прямо противо- 

положное тому, которое соответствует углу $9. 

2) Формулы (1) выводятся на основании формулы (2) $ 19а. 
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Знак перед радикалами можно выбирать по произволу, однако, один 
и тот же во всех формулах (2) и (3)1). 

Если мы остановимся на системе 5 58, то необходимо оставить 
только знак -|-, и предыдущие формулы примут вид 

в= +УИж- У. (2*) 
Хх ы У Е с0$ ф == о Зо. (3=) 

уху + Уэ-+у 

Как. в одном, так и в другом случае будем иметь 

В Е. (4) 

Формулы (2) и (3) или (2*) и (3*) дают возможность вычислить 
полярные координаты, если даны прямоугольные. Вычисления лучше всего 
произвести так: остановившись на определенном знаке перед радикалом, 
вычислить р и по знакам с05% и зЗшф определить ту четверть, в кото- 
рой заключен угол $; вычисление же по таблицам произвести по фор- 
муле (4). 

Напомним, что формулы (1)—(4) относятся к тому частному случаю, 
когда декартова система координат -— прямоугольная, а ось абсцисс 
направлена влоль полярной оси. 

Упражнения и дополнения 

1. При предыдущих обозначеннях иайти прямоугольные коордииаты х и у 
п 

точки, если дано 2=2, ф=- Е . 

Ответ. х = 1; у= УЗ. 

2. Даны прямоугольные координаты х= 5, у=--5. Найти полярные 
координаты р и $ (в необобщенной системе); обозначения прежние. 

ОТВЕТ. р =-5у2, Ф = э : 

3. Найти расстояние между двумя точками М, (р1, 21), Мо (5, 4»). 
Решение. Имеем при очевидных обозначениях 

ГА М, р == (5 — хо + ( у» — 48 == (р: 08 95 — роз ф)? + 
+ (р эт фь — ру 5191), 

откуда после очевидных упрощений 
— 

М. М2 В = 68 - 3 — 2рлр2 60$ (> — $4). 

Легко также найти предыдущую формулу непосредственным рассмотрением чер- 
тежа. 

61. Полярные координаты в пространстве. В этой системе основ- 

ными постоянными элементами являются точка О (полюс), ось Ог (поляр- 

ная ось) и полуплоскость Огх, примыкающая к полярной оси О (поляр- 

ная полуплоскость). 

1) Если взять знак (--), то для р получим положительное значение; если 
же взять знак (—), то о получит отрицательное значение, но зато ось А примех 

направление, прямо противоположное тому, которое получается при знаке (-- } 
перед радикалом. 
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Пусть М — какая-либо точка пространства (черг. 62)1!). Обозначим 
> 

через р длину радиуса-вектора ОМ, через 8 — угол, составляемый ОМ 
с полярною осью 02, и наконец, через х-— угол, составляемый полу- 
плоскостью, примыкающей к оси О2 и проходящей через точку М, 
с полярною полуплоскостью Охг. Угол ф отсчитывается от полуплоскости 
Ох2 в каком-либо определенном направлении, например по направлению 
движения часовой стрелки (для наблюдателя, стоящего вдоль О2). 

Ясно, что достаточно изменять р в 
пределах (0, со), $ — в пределах (0, к) 
иф-— в пределах (0, 2*), чтобы получить 
все точки пространства. 

Черт. 62: Черт. 63. 

Величины р, $ и ф называются полярными (или сферическими) коор- 
дннатами точки М. 

Найдем теперь формулы перехода от полярных координат к декар- 
товым прямоугольным. 

Мы предполагаем (черт. 62 и 63), что ось Ох совпадает с полярною 
осью, Ох расположена в полярной полуплоскости, а Оу перпендикулярна 
к обеим предыдущим осям и притом проведена в такую сторону, чтобы 

ж 
угол ф для полуплоскости Оуг был равен Е 

Имвем, очевидно, 
ай | 

2== пр, ОМ==рсо$ $. 
—> 

Проектируя, далее, вектор ОМ на плоскость Оху, мы получим вектор 

От” (черт. 63) длины 
в = От |= р соз ($ — 8) = рэ, 

лте, 
Г; Г! 

который составляет с осью Ох угол ©. Если спроектировать этот вектор 
на Ох и Оу, то получим 

х==| От! с0$ф = озш $ с0$ $, 
= | От | $ ф == рэш $ зто. 

Итак, 

х==рыш 8 с05ф, у==рят 8 Япф, 2==рсо0$$. (1) 

1) Оси Ох и Оу на черт. 62 мы провели для большей на®лядности, Плоскость 
Оху перпендикулярна к оси О2, а положительная часть оси Ох расположена 
на полярной полуплоскости. 
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Обратно, зная х, у и 2, можем определить р, Зи 3. Действительно, 

имеем 

‚= Ура. © 
Далее. угол $ (заключенный между О ит) вполне определяется фор- 

мулой 

с0$ $ = з , {3} 

угол же > (заключенный между О и 2=) определяется из формулы 

= В с 1 == зе, 

В р 51%? мир р3ш $ °, 6 

62. Полуполярные (цилиндрические) координаты. При обозначе- 

ниях предыдущего параграфа положение точки М вполне определяется 

заданием полярных координат (7, $) проекции т точки М ва плоскость 

Оху и координаты 2 — тМ. Величины г, $, 2 называются полуполярными 

(цилиндрическими) координатами точки М. 

Переход от этих координат к прямоугольным декартовым дается 

формулами (при обозначениях предыдущего параграфа): 

х==гс0$Ф, у==Г$Шф, 2==2. а) 

63. Общий метод координат. Системы декартовых, полярных и по- 

луполярных координат представляют собою только частные случаи осу- 

ществления общего метода координат, чтобы дать представление 0б эгом 

метоле, начнем со случая координат на плоскости. 

Черт. 64. Черт. 65. 

Вообразим на плоскости (черт. 64) две системы линий (кривых или 

прямых), обладающих тем свойством, что через каждую точку М пло- 

скости проходит по одной и тдлько по одной линии каждой системы и 

что кроме М эти две линии нигде не пересекаются. [Например, мы 

можем за линии первой и второй систем принять прямые, параллельные 

соответственно осям Ох и Оу (черт. 65).] Упомянутые линии назовем 

координатными линиями. Предположим, далее, что каждая линия первой 

системы вполне характеризуется значением некоторого числа р, так что 

каждому значению р соответствует вполне определенная линия первой 

системы; пусть, аналогично, линии второй системы характеризуются зна- 

чениями некоторого числа 4. (В приведенном выше примере можно при- 

нять р==х, д==у, где х — отрезок, отсекаемый прямой первой системы 



102 Гл. |. КООРДИНАТЫ ВЕКТОРА И ТОЧКИ [6 63 

иа оси Ох, а у— отрезок, отсекаемый на оси Оу прямой второй си- 
стемы; оба эти отрезка мы предполагаем снабженными знаками.) 

Пусть М есть какая-либо точка плоскости; через нее, по предполо- 
жению, проходит по одной линии каждой системы. Числа р и 4, харак- 
теризующие эти линии, очевидно, вполне определяют положение точки М 
иа плоскости и называются криволинейными координатами точки М. 

Если, в частности, за координатные линии мы примем прямые, па- 
раллельные двум данным осям Оуи Ох, и за риа — числа хи У 
(см. выше), то получим уже известную нам систему необобщенных декар- 
товых координат. 

Чтобы притти к полярным координатам, рассмотрим систему окруж- 
ностей с общнм центром О. Каждая из этих окружностей, которые мы 
примем за координатные линии первой системы, характеризуется вполне 
своим радиусом р. За линии второй системы примем полупрямые (лучи). 
исходящие из точки О; каждая из этих полупрямых вполне определяется 
углом ©, составляемым ею с некоторою постоянною осью Ох на плоско- 
сти (углу Ф мы, как всегда, приписываем определенный знак). Если за 
ри принять соответственио р и $, то мы придем, очевидно, к по- 
лярной системе 5 58. 

В качестве дальнейшего примера рассмотрим так называемую бипо- 
лярную систему координат, которую можно определить следующим обра- 
зом. Возьмем на плоскости две точки О и О”. Примем в качестве линий 
первой системы окружности с центром в О, а в качестве линий второй 
системы — окружности с центром в О’. Пусть коорлинатами ри 4 слу- 
жат радиусы р и р’ окружностей первой и второй систем. Иначе говоря, 
примем за координаты какой-либо точки М расстояния этой точки до 
двух данных точек О и О’. Полученная система координат называется 
биполярной. Заметим, впрочем, что координатные линии этой системы 
не вполне удовлетворяют поставленным выше условиям; линии различ- 
ных систем пересекаются, вообще говоря, в двух точках; поэтому сово- 
купности значений р, р’ соответствуют вообще не одна, а две точки. 
Чтобы устранить это неудобство, можно, например, ограничиться рассмо- 
трением одной из двух частей плоскости, на которые она разбивается 
прямою ОО’. 

Заметим еще, что приведенные выше соображения применяются и к 
определению положения точки на любой поверхности (а не только на 
плоскости). Простейший пример — общеизвестные географические коор: 
динаты на сфере. Здесь координатными линиями являются меридианы 
и параллели, а координатами р и 4 — долгота и широта. 

Предыдущие соображения непосредственно обобщаются на случай 
пространства трех измерений. . 

Вообразим в пространстве три системы поверхностей, обладающих 
тем свойством, что через каждую точку проходит одна и только одна 
поверхность каждой системы и что эти три поверхности имеют только 
одну общую (всем трем) точку М. Пусть каждая из поверхностей пер- 
вой системы характеризуется заданием значений некоторой величины р; 
аналогично, пусть каждая из поверхностей второй и третьей систем ха- 
рактеризуется заданием некоторых ‘величин 4 и г. Рассматриваемые 
поверхности называются координатными поверхностями, а линии пере- 
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сечения этих поверхностей — координатными линиями. Ясно, что через 

каждую точку пространства проходят три координатные линии: 

Если дана точка М, то этим самым будут даны координатные поверх- 

ности, проходящие через М, т. е. булут даны значения величин р, 9, 

г, и обратно. Величины р, 4, г называются криволинейными координа- 

тами точки М. 
Декартовы координаты представляют собою частный случай криво- 

линейных: в этом случае координатные поверхности суть плоскости, 

параллельные плоскостям координат; роль величин р, 4, Г выполняют 

отрезки. х, у, 2 (снабженные знаками), отсекаемые этими плоскостями 

на осях координат (считая от О), или (в случае обобщенных координат) 

пропорциональные им величины. Координатные линии суть прямые, па- 

раллельные осям координат. 
В случае пространственных полярных координат, при обозначениях 

$ 61, координатными поверхностями будут сферы с центром в О, ха- 

рактеризуемые радиусом р, полуплоскости, примыкающие к Ог, харак- 

теризуемые углом ф с полуплоскостью Огх, и круговые конусы, обра- 

зующие которых суть лучи, выходящие из О-и составляющие с Ог 

угол $. 
В случае полуполярных (цилиндрических) координат координатными 

поверхностями булут (при обозначениях $ 61) круговые цилиндры с 

осью Од, характеризуемые радиусом г поперечного сечения, полуплоско- 

сти, примыкающие к О=, характеризуемые углом ф с полуплоскостью 

Огх, и плоскости, перпендикулярные к О2, характеризуемые алгебраи- 

ческими значениями отрезка, отсекаемого на оси Орг (считая от О). 



ГЛАВА ТРЕТЬЯ 1) 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ДЕКАРТОВЫХ КООРДИНАТ. ДВИЖЕНИЯ И 
АФФИННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

1. ОБЩИЕ ФОРМУЛЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ДЕКАРТОВЫХ КООРДИНАТ 

Координаты одной и той же точки (или вектора) по отношению к 
различным системам координат, вообще говоря, различны. Очень важно 
уметь вычислять координаты точки или вектора относительно одной си- 
стемы по координатам той же точки или вектора относительно другой. 

Приступая к решению этого вопроса, мы будем считать известным 
взаимное расположение основных элементов двух рассматриваемых систем 
координат. Под основными элементами данной системы декартовых коор- 
динат мы подразумеваем начало этой системы и координатные векторы. 
Этими элементами определяются, конечно, и оси координат. Когда речь 
идет о координатах вектора (а не точки), то положения начал, конечно, 
безразлично. 

64. Перенесение начала. Начнем с рассмотрения того простого 
случая, когда новая система отличается от старой только положением 
начала, так что координатные векторы (и, следовательно, направления 
осей) в обеих системах одни и те же. Оси старой системы обозначим 
через Ох, Оу, Оз, а оси новой — через О’х/, О’у’, О’г’. Координатные 
векторы в обеих системах обозначим через и, У, м. Положение новой 
системы относительно старой, очевидно, вполне определяется координа- 
тами нового начала О” относительно старой системы. Пусть а, 6, с обо- 
значают эти координаты. 

Если Р — некоторый вектор, то, очевидно, его координаты относи- 
тельно обеих систем одни и те же. 

Рассмотрим зависимость между старыми и новыми координатами 
какой-либо точки М. Пусть х, у, 2 обозначают координаты М в старой 
системе, ах’, у’, =’”—в новой. Очевидно, имеем (черт. 66) 

— мы — 

ОМ=ОО' --- О’М. (1) 

Но, по самому определению координат точки, 

— — 

ОМ==их--уу-- м2, О’М=их’ уу’, 
Е 
00’ = па- УВЕ мс. 

1) При первом чтении книги можво временно опустить все параграфы этой 
главы, кроме $ 64—66; остальиые же параграфы можно прочитывать по мере 
встречи ссылок на них. 
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Внося эти выражения в предыдущую формулу, получим 

их мучай (д -Ну (у --О- м +- д), 
откуда следует 

х=а-Нх’, у=б-Ру, а=е-рг. (2) 

Формулы (2) дают возможность вычислить старые координаты, когда 

даны новые, и обратно. 

Черт. 66. Черт. 67. 

Для случая координат на плоскости будем иметь аналогично 
#! м т 

х==а-|-х,, у==Ь--у ).. _ 3} 

для случая необобщенных координат читатель легко проверит эти фор- 
.мулы также непосредственно на чертеже (черт. 67). 

65. Изменение координатных век- 
торов. Рассмотрим теперь другой част- 
ный случай, когда оси новой системы 

Ох'у’2 составляют произвольные углы 
с осями старой системы Охул, начала 
же их совпадают; координатные векто- 
ры и’, У’, м’ новой системы могут от- 
личаться от старых и, у, \ не только 
по направлению, но и по величине 
(Черт. 68). Мы будем считать заданными #’ 
координаты векторов и’, у’, \’ отно- Черт. 68. 
сительно старой системы. Пусть эти 
координаты суть соответственно (1, т., п,), (1, ть, пз), (1, ть, пз), 
так что 

Г”. 

== Дау им, 

У = и -- тьм -|- пом, (1} 
м’ == и тазу Е изм. 

Пусть Р — некоторый вектор и пусть Х, У, ДиХх’, У', Е —его коор- 
динаты соответственно относительно старой и новой систем. 
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Имеем 

Р = их = их Уи”. 

Виося в правую часть вместо Х”, У’, 7” их выражения (1) через Х, У, Х 
и сравнивая в обеих частях коэфициенты при и, у, \, получим 

О $, 

Х= АХ ВУ 4", 
УХ т, К тз, (2) 

Е = п № -- ви- п.7. 

Таким образом задача наша решена: старые координаты выражены 
через новые. Если мы хотим выразить новые координаты через старые, 
то для этого достаточно решить систему (2) относительно Х’, №”, 7” 
или же прямо применить предыдущий результат, поменяв ролями старые 
и новые системы !). 

Из того обстоятельства, что, поменяв ролями старые и новые оси, 
мы можем выразить А”, У’, 7’ через Х, У, Й, вытекает, что система (2) 
всегда разрешима относительно Л”, У, 7’, а это значит, что опреде- 
литель 

ьь | м, 

‚т; тз т: |, или 1 то п, |, 

от п | 5 т; п; | 

отличен от нуля. Последнее вытекает также из того, что если бы пре- 
дыдущий определитель был равен нулю, то тогда векторы п’, У’, \’` 
были бы компланарны ($ 39), а это противоречит условию, принятому 
раз навсегда относительно координатных векторов. 

Совершенно ясно, далее, что координаты любой точки М преобра- 
зуются по тем же формулам (2), так как координаты точки М суть не 

— 

что иное, как координаты радиуса-вектора ОМ этой точки. Если, сле- 
довательно, х, у, дих’, У’, 2’ суть соответственно старые и новые 
координаты точки /М, то 

х= Ах’ -|- 5-11-47, 

у— пах’ ть туг', (3) 

х==их’ Е пу’ -- п,г”. 

Точно так же можно выразить новые координаты через старые. 
Заметим, что величины И, [.,..., п, в формулах (2) или (3) суть 

‘постоянные величины, зависящие только от взаимного расположения ста- 
рой и новой систем и от длин координатных векторов. но не зависящие 
от рассматриваемого вектора Р (или точки /М). 

1) В этом последнем случае надо считать заданными координаты ортов п, 
\, \ старой системы относительно ноной системы. 
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Для случая координат иа плоскости будем иметь аналогичио 

г == ди -Е- ИУ, 

у’ = Би - ту 
(19 

и 
х=Ах-ЕЬУ, 

ь 

У=ш.Х + тУ, 
ты 

(для вектора) и 
х=Ах’--ЬУ, 

ь 

не °- 
{лля точки). 

Упражиения 

1. Старая система координат на плоскостн прямоугольна, новая ось Ох’ со- 

статляет со старой осью Ох угол в 30°, а новая ось Оу’ составляет с той же 

осью Ох угол в 60° 1). Требуегся выразить старые координаты (Х. У) некото- 

рого вектора Р через новые (Х’, У’) и обратио; координаты считаются необоб- 

щенными. 
_ Решение. Координаты вектора (орта) в” относительно старой системы будут 

{60$ 30°, за 30°); координаты %’ относительно той же системы будут (соз 60°, 

эт 60°). Итак, 
1. /= 1 1 1 : 

5 ю и Е - 

и ТУЗафуу У=оаТЗУЗУ 

значит. 
1 1 1 1 

и=5УЗ, т =. ь=5, т = о УЗ 

Следовательно, 

= (Узх-+и), У 
+ Уз у). 

Мы выразили старые коордннаты через новые. Решая предыдущие ураннения 

отиоснтельио Х', У’, получим ныражения новых коордииат через старые: 

хХ=уУЗзЗхХ-— У, о Е 

2. Оси Ох', Оу, О2' новой системы являются биссектрисами углов УО:г, 

2Ох, хОу старой снстемы, которая предполагается прямоугольн
ой. Требуется вы- 

разить старые координаты Х, У, 7 вектора Р через новые Х’. У’, 7”; коорди- 

наты — необобщевные. 

Решение. Имеем ?): 
, 1 1 1 
= 0. г | = (Ум), ету УТу2 * уз“ \) 

у’ = и - 0-У + "У (им), 

1 1 1 
м = - гы У--0 \ — -л (и У) 

у У? У? 

1) Углы отсчитываются от Ох в направлении к оси Оу. 

2) Предполагаем для определениости, что положительные части вовых осей. 

заключаются между положительными ‘частями старых, т. е. что, например, Ох’ 

составляет с Оу и Оз углы в 45°. 
| 
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Следовательно, 

ь (У 7 = . (Х' — 7'), И= ие № ху 

У? | У? Ве ь 

66. Общий случай. Пусть теперь новая система О’х’у’2’ располо- 
жена совершенно произвольно относительно старой системы Охуг. Так 

как координаты вектора вовсе не 
зависят от положения начала коорди- 
нат, то, очевидно, они будут преобра- 

зовываться по тем же формулам (2) 
предыдущего параграфа, как если бы 
новое начало координат О’ совпа- 
дало с О. 

Для вывола же формул преобра- 
зования координат точки введем 
вспомогательную систему О’х’у“2” 
(черт. 69), имеющую начало в О’, 
но координатные векторы которой 
равны старым. 

Черт. 69. Обозначая через (х, у, =), 
(ху, 2) и (х", у", =”) координаты 

точки М соответственно в ’старой, новой и вспомогательной системах. 
будем иметь сперва 

х=а-х”, у==ф-у", ржет, 

где а, 0, с обозначают координаты нового начала О’ относительно ста- 
рой системы. Далее, по формулам предыдушего параграфа получим 
(рассматривая вспомогательную систему как старую) 

хх НБУ -НАР,, 
у’ == их” НН тьу' -- т.г, 

2” = их пу’ п. 

подставляя эти значения в предыдущие формулы, получим оковчательнс 

х=азьх БУ -НЬг, 

ужо тх ть +тьг,, (1 

д=ее-пх' К ару’-Рпзг', 

В формулах (1) все коэфициенты а, 0,...,п. суть постоянные ве- 
личины, не зависящие от положения точки М (упомянутые коэфициенты 
зависят только от взаимного расположения осей старой и новой систем 

координат и от длин координатных векторов). 
Для случая коорлинат на плоскости вместо формул (1} будем иметь 

более простые формулы: 

х=а--Ах Бу’, 

№ тах' ть, 

вызодимые совершенно аналогичным способом. 

Х = 

(2} 
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Меняя ролями старые и повые системы, получим совершенно аиало- 

гичные формулы: 

ах ву, | 
у’ = тих ту т.л, (12) 

дас’ их пу п,2 | 

лля пространства и 

ха’ Их--Еу, 

Уи тх-тьу 0 

для плоскости. Эти формулы можно, конечно, получить из (1) (соответ- 

ственно из (2)), решая их относительно х'’, у’, 2’ (соответственно х', У). 

Мы не упомянули до сих пор о преобразовании координат на пря- 

мой (оси Ох). В этом случае формулы преобразования координат точки 

имеют, очевидно, следующий вид 

ег. Чиа р щи ;. : ‚р 
х=а-х, х=а НЕ АХ (ле, Г-=-р, =) {5)- 

Резюмируя полученные результаты, можно высказать следующее 

основное предложение: 
Декартовы координаты вектора относительно одной системы суть 

линейные однородные функции декартовых координат тозо же вектора 

относительно другой системы. Декартовы коорзинаты точки отно- 

сительн› одной системы суть линейные (вообще неолнородные) функ- 

ции !) декартовых координат той же точки относительно другой 

системы. 
Замечание. Если переменные х, у, = выражаются Через пере- 

менные х’, у’, 2’ формулами вида 

х= Ах Ну’, 

у=пих -|-тьу’ + тг", (4) 
х=пх ту’ -- па, 

то говорят, что х, у, 2 получаются из х’, у’, 2’ линейной однородной 

подстановкой (преобразованием) с таблицей 

в 

п ть тз (А) 

п п п. 

#) Напомним, что линейной функцией одной или нескольких переменных 

называется целая рациональная фуйкииз первой степени этих переменных. На- 

пример, линейная функция трех переменных х, у, 2 имеег вид 

Ах -- Ву-- С2 + О, 

где Д, В, С, р — постоянные коэфициенты. Если постоянный член отсутствует, 

то линейная функция иазывается однородной; в случае трех переменных х, у, 2 
линейная однородиая функция имеет вид Ах -|- Ву - Сг. 
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Определитель этей таблицы, т. е. определитель 

ь в 
1 

| : А = | та то тз з 15) р 
прп п 

называется определителем подстановки; величины [, Ь,..., п суть 
коэфициенты подстановки. Если А==0, то подстановка называется осо- 
бенной, если же А-ЕО, то подстановка-— неособенная. 

Формулы вида (1) также определяют линейную подстановку (линей- 
ное преобразование), вообще неоднородную). Величины а, 6, с, 1 
Ь,-..› йз суть коэфициенты подстановки. Однако определителем под- 
становки называется тот же определитель Д, составленный из коэфи- 
циентов Д,...,из. Подстановка называется особенной или неособенной 
в зависимости от случаев Д =0 или А-Е О. Эти определения естественно 
распространяются на случай любого числа переменных ?). 

При указаниой терминологии доказанное выше предложение можно 
высказать еще так; новые координаты точки получаются из старых 
линейной неособенной $) подстановкой с постоянными коэфициентами; 
новые координаты вектора получаются из старых линейной однородной 
неособенной подстановкой с постоянными коэфициентами. (Коэфициенты 
названы здесь постоянными в том смысле, что они не зависят от рас- 
сматриваемого вектора или точки, а только от взаимного положения и 
длин старых и новых координатных векторов и начал координат.) 

67. Приложения. 1°. Обобщение формул для площади треугольника 
и объема тетраэдра. В 5 49 мы вывели формулу (4), дающую площадь 
параллелограма, построенного на двух векторах Р., Р,, справедливую в 
случае прямоугольных координат. Выведем аналогичную формулу для 
декартовых координат общего вида. Пусть Х,, У, их,, У, — координаты 
векторов Р, и Р. в данной обобщенной декартовой системе. Возьмем 
теперь какую-нибудь вспомогательную прямоугольную систему, такую, 
однако, чтобы направление положительного вращения в обеих системах 
было одинаковым. Тогда, сохраняя правило знаков, принятое в $ 49, мы 
должны будем приписывать площади одинаковый знак в обеих системах. 
Искомая площадь дается формулой 

АОИ т 

И ) 
где Х,, У,, Х,, У, — координаты наших векторов относительно пря- 
моугольной системы, которую мы будем рассматривать как „старую“; 
так что 

А ==Ах НИ, Ут м- то’, 

А, = АНУ», У, = т М-Н тьУ, 
где д, т и Ь, т. суть координаты (относительно прямоугольной си- 
стемы) координатных векторов и’и \ данной системы. 

:) Подстановка будет одиородной в случае, когда а = 6 ==е==0. 
2) См. Добавление, 5 8. 
3) О том, что А 0, было уже сказано в предыдущем параграфе. 
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Таким образом 

ИВ х-НЬ пм ту, 

Ань тж ть 

или, пользуясь теоремой об умноженни определителей, 

= ГГ Хх 7, @) 

7 | ии т ра 

откуда 
Х, 7, 

 — . 3 
5 5° Х У. › ( у 

. где 
ы ] ГИ Г 1 т; 

о т. т т 1 2 2 т 

есть, на основании той же формулы (1), примененной к векторам и и 

у, площадь параллелограма, построенного на векторах и и У; площадь 

эта положительна, на основании нашего условия относительно направ» 

ления положительного вращения в обеих системах координат. Имеем, 

очевидно, 
бо==|и |. [м |9 п у, 

где у — координатный угол данной системы, так что, наконец, 

Х, У, 
х, У, |" (4) З= и’. У | ту 

Напомним, что формула эта приписывает площади знак богласно тому 

же правилу, что и в 8 49. Совершенно аналогично для объема У па- 

раллелепипеда, построенного на трех векторах 

Р, == (Х;, 7, 71), Р› = (Х., и 75), Р. = (Х», Уз, 23), 

получим, исходя нз формулы (2) $ 52 и пользуясь, подобно предыду-. 

щему, вспомогательной системой прямоугольных координат, так же ориен- 

тированной (в смысле правой или левой системы), что и данная: 

А; У, 2, | 
у = У, Аз У. 72 р (5) 

Аз У 21 

где У, > 0 — объем параллелепипеда, построенного на координатных 

векторах и, У, \, определяемый формулой (см. $ 52, упражнение 4): 

| | 
1 с05у с05в 

Ужур. МР] 60$У 1 с05% |; {6} 

со5в 605 1 | 
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здесь Х, и, у— углы между координатными векторами. Формула (5) при- 
писывает объему определенный знак, а именно, И>> 0, если векторы Р!, 
Р,, Р. так же ориентированы (в смысле правой или левой системы), как 
координатные векторы и, \, №); в противном случае У 0. 

Совершенно так же, как в $ 50 и 53, получим формулу 

| 
| № у, 1 

$=ы и ГУУ % 3% 1 (7) 

| х Уз 1! 

для площади треугольника, заданного координатами вершин, и 

жму а 1 

1 Хо Уф 22 1 и, (8) Хз У 2 1 

№ У. 24 1 
для объема тетраэдра. 

2°. О квадратичной форме, определяющей квадрат длины вектора. 
В $ 56 мы видели, что квадрат длины вектора Р==(Х, У, 7) выра- 
жается квадратичной формой координат Х, У, 7: 

81? —- 8» 7?-|- 2322 Е 285377 -|- 2вех-Е 22, ХИ (9) 

и что эта форма неособенная и положительная. Естественно возникает 
вопрос: если произвольно задана неособенная положительная форма, 
можно ли найти такую систему декартовых координат, чтобы в ней дан- 
ная форма выражала квадрат длины вектора? 

Ответ очевиден в случае, когда 2.1 == 652 == 83: ==1, оз == 231 = 
— 21. ==0, т. е. когда наша форма имеет вид 

Х2-| У 72; 

действительно, в этом случае всякая (необобщенная) прямоугольная си- 
стема удовлетворяет условию. Легко теперь показать, что ответ будет 
положительным и в общем случае. Действнтельно, в теории квадратич- 
ных форм доказывается 1), что путем подходящей линейной однородной 
неособенной подстановки 

ХЕХ РУ, 
у == пи! -- ту -- тз7’, (10) 

Й = шх-- ту п. ‚ 

всякая неособенная положительная форма (9) трех переменных может 
быть приведена к виду 

Ху -|- 772. 

Если теперь рассматривать А”, У’ 27” как координаты вектора в не- 
которой прямоугольной системе координат и подобрать другую декар- 
тову систему (вообще не прямоугольную), так чтобы координаты вектора 

1) См. Добавление, $ 12. 
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в этих двух системах были связаны соотношениями (10)!), то это вто- 

рая система и будет удовлетворять поставленному условию. 

Замечание. Легко видеть, что задание выражения (9) для квад- 

рата длины вектора вполне определяет длины координатных векторов и 

углы между ними. Действительно, на основании формул {2) $ 55, имеем 

(= Уи, 191 Уз», |м! = Ув, 
р р 

О”. 

созХ = 8, 0$ == — В, собу==- и. 

У 22Езз 8зз6и У 25 

Если бы величины 2.1,--.› &12 были заданы совершенно произвольно, 

то могло бы, например, оказаться, что для величин Ты ПУ [м], 

с0$\, созь, с0$у получились бы мнимые значения или для с0$)^, с05 р, 

созу— величины, ббльшие единицы. Даже, если бы для Ш, У], [\| 

получились действительные значения, а для с0$Х, созь, с0$ у — значения, 

меньшие 1, то все же могло бы оказаться невозможным построить трех- 

гранный угол Оху2 с плоскими углами, равными Х, (№, У (для возможно- 

сти построения чакого трехгранного угла, как легко видеть, должно 

быть \ в--у< 2%). Из доказанного в этом параграфе вытекает, что 

этого не может случиться, если заданная форма — неособенная и поло- 

жительная. 
В случае двух измерений возможность построения системы коорди- 

нат, для которой 

ЧРЁ= 211? 22» ХУ- в", 

где в правой части — произвольная неособенная положительная форма, 

легко может быть также доказана непосредственно, если воспользоваться 

следующим предложением 2); для того чтобы квадратичная форма 

ви -- 2 ХУ 8 была положительной и неособенной, необходимы 

ци достаточны условия: 81 > 0, 252 > 0, 2.8» — 22 > 0. Обратно, это 

предложение легко может быть выведено из предыдущих рассмотрений, 

примененных к случаю двух измерений. 

68. Преобразование ковариантных координат. В предыдущих па- 

раграфах речь шла, разумеется, об обычных (контравариантных) коор- 

динатах вектора (или точки). Посмотрим теперь как изменяются ко-. 

вариантные координаты вектора при переходе от одной системы к 

другой. 

1) Для нахождения этой второй системы достаточно представить соотноше- 

ния (10) в виде 
ЖИРЫ Х 

у = т! Х -- ть У тз2, 

их У тай, 

для чего достаточно решить систему (10) относительно х'’, у, 7'. Тогда система 

декартовых координат, определяемая относительно прямоугольной координат- 
: г # г г Г. г д : 

ными векторами и==(4, ть, п), у= (5, ть, п2), м = (5 т» пз), и булет 

требуемой. 
2) См. Добавление, $ 12, замечание. 

Н. И. Мусхелишвили. 1946 
8 
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Имеем попрежнему 

= Дин ИУ Ея, м, 

у’ == ди му | пом, (1) 

м’ = и-- тзу -- пзм. 

Пусть Х*, У*, 7* и Л”*, У», 7’* обозначают соответственно кова- 

риантные координаты вектора Р относительно старых и новых систем. 
По определению Х”*-= и’.Р, У* = у’.Р, 2'* -=м’.Р, откуда, подста- 

вляя вместо и’, у’, \’ выражения (1) и замечая, что и-Р — Х* ит. д., 

получим 

Хх = 1Х*--т Уи, 

у’ — ЬХ* |- У ий, (2) 

д’ ВА т Ут 7*. 

Решая предыдущие уравнения относительно Х“*, У*, 7*, найдем также 
выражение старых координат через новые. 

Формулы преобразования координат точки совершенно аналогичны 

предыдущим, если начало координат не изменяется. Читателю предо- 

ставляется написать формулы и для случая, когда начало координат из- 

меняет положение. 

Сделаем теперь одно замечание, относящееся к формулам преобразо- 

вания как обычных (контравариантных), так и ковариантных координат, 

Вспомним для этого формулы преобразования обычных координат ($ 65): 

Х=АА-НЬУ-Н А, 

У = т/х’ ту НН т.7”, (3 

И=ы ХЕ пь У’ -Н п, ". 

Для того чтобы облегчить сравнение формул (1), (2) и (3), выпи- 

шем таблицу коэфициентов, входящих в формулы (1): 

п я, 

то п (А) 

т ПЗ. — Ра 

Применяя терминологию, указанную в конце & 66, содержание фор- 

мул (1) можно передать, говоря, что новые координатные векторы полу- 

чаются из старых при помощи линейной подстановки с таблицей (А). 

Обрашаясь к формулам (2), видим, что при преобразовании коорлинат 

величины Х*, У*, /* преобразуются точно такой же линейной подста- 

новкой, что и координатные векторы. Следуя алгебраической термино- 

логии, это обстоятельство можно выразить, говоря, что величины Х*, 

у*, 7= ковариантны с координатными векторами (этим и объясняется 

название „ковариантные координаты“). 
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Сравнивая теперь формулы (3) с формулами (1), видим, что старые 
координаты Х, У, Й выражаются через новые при помощи подстановки, 
которая получается из подстановки, выражающей новые координатные 
векторы через старые, путем замены в таблице (А) строк на столбцы, 
следуя алгебраической терминологии, можно сказать, что обычные коор- 

динаты Х, У, Х контравариантны с координатными векторами; этим 
и объясняется название „контравариантные“. 

|. ВАЖНЕЙНИЕ ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КООРДИНАТ 

“ В этом отделе мы детально разберем некоторые важнейшие случаи 

преобразования координат, чаще всего встречающиеся в приложениях. 

69. Преобразование прямоугольных координат на плоскости. 
Предположим сначала, что старая и новая системы координат на плоско- 
сти — обе прямоугольные (черт. 70а, 70Ь). 

ку 

Черт. 70а. Черт. 70. 

Здесь следует различать два случая. В первом новая система (черт. 70а) 
может быть получена из старой путем простого перемещения старой си- 
стемы по своей плоскости (не выходя из нее). Во втором же случае 

возможно, путем такого перемещения, совместить только, например, оси 

О’х’ и Ох; оси же О’у’ и Оу примут при этом противоположные на- 
правления (черт. 70Ъ). 

Для краткости мы будем говорить, что в первом случае две системы 
осей принадлежат одному классу, а во втором — различным классам. 

В обоих случаях положение новой системы относительно старой 
можно вполне охарактеризовать заданием координат нового начала О” 
относительно старой системы и угла ©, который новая ось О’х’ соста- 

вляет со старою осью Ох, приписывая углу тот или иной знак в зави - 
симости от направления отсчета. За направление отсчета положительных 

углов мы примем направление, соответствующее старой системе (т. е. 
ведущее кратчайшим путем от Ох к Оу)!). Угол %, который ось О’у’ 
составляет с осью Ох, отсчитываемый по тому же правилу что и ф, 

т 
п 

будет равен либо Ф-Нэ (если системы одного класса), либо с 

(если системы различных классов); мы не обращаем внимания на слагае- 
мое вида 2Ат, не имеющее значения. 

1) Сы. 6 47.. 
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В обоих рассматриваемых случаях будем, очевидно, иметь 

1 =50$$, пи ==ЗШО, [№ ==60$9, ть == 5, (1) 

и формулы (2а), $ 65, дают для преобразования координат вектора 

Х=Х' с05$-|- У’ с0$%, У==Х’зто-Р У’ Эш, (2) 

или, принимая во внимание, что уе .,, 

Х== Х' созФ-- У’зт9у У=х’ тз-Р У с05т, (3) 

где верхние знаки берутся в случае систем одного класса, а нижние — 
в противном случае. 

Мы. получили выражение старых координат через новые. Решая пре- 
дылущие уравнения относительно Х”и 7” или применяя те же формулы, 
поменяв ролями старые и новые оси !), получим формулы 

Х’' =Х с0зо-|- Узто, ) т 

о т. 

выражающие ‘новые координаты через старые. 
Координаты точки преобразуются по 

формулам (см. $ 66) 

х=а-Нх” созф Ру’ шо, | 5) 

у=Ь--х' зшо-Ру со$%, | 

где, напоминаем, а и р обозначают коор- 
динаты нового начала относительно старой 

системы. Предыдущие формулы выражают 
старые коорлинаты через новые. 

Замечание. Очевидно, что формулы 
(1), (2) останутся в силе и тогда, когда 

Черт. 71. старая система попрежнему прямоугольная, 
новая же — необобщенная -—- косоугольная; 

5 
только в этом случае угол $ уже не равен ®-- о, а может быть любым 

(черт. 71). 
Для преобразования координат точки будем иметь формулы 

х=а--х’ со У" с0$%, у=В-|-хзпз- НУ 51. (6) 

Упражнения и дополнения 

1. Найти выражения новых коордннат точки через старые, считая коорди- 

наты прямоугольными. 

Решение. Искомые выражения можио получить, решая систему (5) относи- 
—> 

тельно х’, у’. Однако проще поступить так: рассмотрим вектор О’/М, гдз О’— 
новое начало, а М — рассматриваемая точка. Старые и новые координагы этого 
вектора будут соответственно (х — а, у— В) и (х', у'). 

1) При этом, в случае систем одного класса, угол ф слезует заменить на — $; 
в случае систем различных классов $ надо оставить нензменным, так как ва- 
правлеиня отсчета углоз в дзух такнх системах противоположны. 
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—.=> 
Применяя формулы (4) к вектору О’М, получим сразу 

Хх’ == (х— @) с089 + (у—Вяйф, (7) 

у’ = Е (х— а) Япф-Е (у— 6) со$9. 

Верхние или вижние знаки берутся соответственво в случае систем одного нли 
различных классов. 

2. Найти, при обозначениях этого параграфа, координаты старого начала 
относительно новой системы (предполагая обе системы прямоугольными). 

Ответ. @' == —@с059 —В5т9, В’ = азшу- 6с0$$. 

3. Координатные оси прямоугольной системы поворачиваются на угол в 80°, 
и начало переносится в точку О’ (3, — 1). Найти новые координаты точки, если 
старые координаты ее были (3, 4). 

5 Уз =. ОТВЕТ. х' == а И — 

4. Хотя при переходе от одной прямоугольяой системы к другой коорди- 
наты Х, У данного вектора Р изменяются каждая в отдельности и прииимают 

вовые значения Х’, У’, даваемые формулами (3), но выражение Х?-- Уз 
остается иеизменным, т. е. для всякого вектора 

хр Уз Хх" у; (8) 
это очевидно, так как правая и левая части выражают квадрат длины одного и 
того же вектора. 

Показать, что, и обратно, если при подстановке’ 

Х=АХ-ЬУ, У=т, А! оу! (9) 

равенство (8) справедливо для всякого вектора, то необходимо : 

= 0505$, т, =, Ь = яп, ть = Е с0$$, (10) 

гле ф— некоторый угол, так что подстановка (9) имеет вид (3). 
Доказательство. Подставляя выражения (9) в левую часть (8) ин рас- 

крывая скобки, получим 

(Р-- т?) ХЗ + 2 (66+ пить) ХУ" + (В т У? = ХЗ У”; 

так как это равенство должно быть соблюдено при всяких Х’, У’, то коэфици- 

енты при Х”?, Х’У’ и У? в девой и правой частях должны быть равны, откуда 

следует ь Е я : 
т: =1, Ь-- ть =1, В -- тать == 0. (11) 

Первое равевство показывает, что д = с0$ $, И; == $1 4, где 9 — некоторый 

угол; аналогично, из второго следует, что /, = с0$$, т, = $шф, где ф — некото- 

рый угол. Наконец, из третьего равенства (11) выводим с05ф с0$ ф-- яп у т = 0, 

т. е. со$ ($ — $) ==0, откуда Ф =$ Е 5 (мы отбросили кратное 2=, не имею- 

щее значения). Таким образом мы получаем соотиошения (10). Еслн заменим 

в (9) коэфициенты 1, А, т, т» этими значениями и решим их относительио 

Х', У, то получим 

Х=АА-т,У, У=ЬХ | т.У; (Эа) 

исходя из этих формул и из (8), получим аиалогичво предыдущему: 

В--Р=ь ть Ат ль =0, (11а) 

что вытекает также непосредственно и из формул (10). 

Подстановки вида (9), удовлетворяющие условию (8), называются ортого- 

нальными (см. 8 72). Мы видим, что коэфициенты ортогоиальиой подстановки, 

в случае двух переменных, связаны соотношениями (11), следствиями которых 

являются (10); обратно, из (10) следуют (11) и (11а). 
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70. Преобразование прямоугольных координат в пространстве. 

Рассмотрим теперь случай преобразования прямоугольных координат 

в пространстве в прямоугольные же. 

Предположим сперва для наглядности, что начало координат остается 

неизменным (черт. 72). В этом случае положение новой системы отно- 

сительно старой определяется координатами направлений новых осей, 

т. е. координатами ортов и’, У’, \. 

Пусть, как раньше, 

и = ди--У-Ня,м, ] | 
у’ = Би льу пом, } (1) 
м’ == и -- тьу -- изм. | 

Так как координаты у нас прямоугольные, то координаты направле- 

ния будут в то же время косинусами направления. Расположим для на- 

глядности эти косинусы в табличку: 

Ох | О» | О 

ох | 1 т | т 

| (А) 
Обь | т | и, 

| 
О: | 5 | тТз | Ну 

В этой табличке, например, 71: 0бо- 

Черт. 72. значает косинус угла между Ох’ и Оу, 

а п,—-косинус угла межлу Оу’ и Оз. 
Формулы (2) $ 65 дают непосредственно 

х=АХ-НЬУ 47”, | 

У= и, Х”-|- ту’ -- т", | (2) 
ди Х--т' --п.7'; у 

эти формулы выражают старые координаты через новые. Меняя же ро- 

лями старые и новые системы, получим обратные формулы: 

Х'’=АХ-- т У-п,2, 

Ух т,У--п,й, (3) 

7’ == В Х-Р т -- п,2. | 

Ввиду важности этих формул укажем еще один вывод их, несколько 

более простой, чем предыдущий, и независимый от него. 

Так как мы имеем дело с прямоугольными координатами, то 

Х’=и’.Р, У=—у’.Р, 7=—м’.Р; 

внося сюда вместо и’, У’, М” их выражения (1) и замечая, что и-Р == Х, 

у.Р = У, м.Р =, сразу получаем формулы (3). Из них, меняя ролями 

старые и новые оси, получим опять формулы (2). 
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Конечно, только что приведенный вывод!) применим и к случаю 

преобразования прямоугольных координат на плоскости, рассмотренный 

в предыдущем параграфе. 

Те же формулы (2) и (3) применимы к координатам точки, так как 

начало координат не изменяется. 

В случае, когда изменение направлений осей сопровождается пере- 

несением начала, формулы (1) и (2) остаются в силе для координат 

вектора. Для координат точки будем иметь (см. $ 66) 

хева-Р их ЬУ-Нг, 1 
! 

у= 6-Е тих Е тьу р таг", | (4) 
} 

ге ртуть, | 
где а, 6, с обозначают координаты нового начала относительно старой 

системы. 
Вывод формул, выражающих новые координаты точки через старые, 

не представляет никаких затруднений (см. упражнение 1). 

Упражнения и дополнения 

1. Найти, при обозначениях этого параграфа, выражение иовых координат 

через старые. 

Ответ. (Ср. упражнение 1 предыдущего параграфа.) 

жи (ха) + т (уп © — 0), 

= а) + т (у— В) п, (2—0), (5) 
2 = (х фа) + ть (уф В п: {2 — (). 

2. Новая система получается из старой путем поворота вокруг оси О2, так 

что новая ось Ох", находясь в плоскости Оху, составляет угол $ с осью Ох. 

Найти формулы преобразования координат (вектора или точки). 

Ответ х==х’ с05 9 — у' 59, у=лзшф-- у’ с0$ф, 2=27”. 

71. Соотношения между коэфициентами формул преобразова- 

ния прямоугольных координат *). Для определения направлений осей 

новой системы относительно старой мы ввели в рассмотрение девять 

величин [косинусы направлений таблички (А) предыдущего параграфа]. 

Не все эти девять величин независимы между собою. Действительно, 

обозначая попрежнему через и’, У’, \’ орты новых осей, будем иметь 

[см. табличку (А) предыдущего параграфа] 

и’ == (Ё, т, п), У’ == ть, п2), М!" == (4, ть пз) (1) 

(т. е. координаты орта и’ относительно старой системы суть [, т,, п, и пр.). 

Векторы (орты) и’, \', м’ должны, очевидно, удовлетворять следую- 

щим (и только следующим) условиям: их длины должны быть равны 

единице, и они должны быть взаимно перпендикулярны. Эти условия 

выражаются так: 

И 2 м2 =, Ум = М. = == 0; (2) 

1) Вывод этот совпадает с выводом, данным в 5 68 для случая преобразо- 

вания ковариаитных координат. Так как в нашем случае координаты прямо“ 

угольны, то разница между ковариантными и обычными коордиватами исчезает. 

2) Ср. сказанное в упражнении 4 $ 69. 
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выражая же предыдущие условия при помощи координат рассматривае- 
мых ортов, получим [$ 44, формула (2) и 8 46, формула (2)| 

пит, | 
п-т п2=1, (3) 

пт | 
тот поп: = 0, 

51-Е тут, -- пзл, = 0, (4) 
ь-тт. + пп ==0. 

Всего мы имеем шесть уравнений, связывающих девять косинусов. 
Геометрическое значение этих уравнений показывает, что ни одно 

из них не является следствием остальных, т. е. что эти уравнения неза- 
висимы друг от друга. 

Докажем, например, что первое из них не есть следствие пяти 
остальных. Действительно, пять последних уравнений говорят нам только 
то, что векторы и”, \”, \’ взаимно перпендикулярны [уравнения (4)] 
и что |\’|==|м|==1. Из этого, конечно, не следует, что и вектор и’ 
должен иметь длину, равную единице, т. е. не следует необходимость 
первого уравнения. Точно так же докажем, что ни одно из уравнений 
(3) и (4) не есть следствие остальных. 

Легко, далее, видеть, что кроме уравнений (3) и (4) не существует 
других, независимых от них соотношений, которым должны удовлетво- 
рять координаты А, [,..., пз всяких трех взаимно перпендикулярных 
ортов. Последнее утверждение надо понимать в том смысле, что если 
нам удастся составить соотношение, которому всегда удовлетворяют ве- 
личины Л,..., Из, ТО это соотношение непременно будет следствием 
уже написанных соотношений (3) и (4). Действительно, если соблюдены 
(3) и (4), то векторы и’, у’, \’ непременно будут взаимно перпенди- 
кулярными ортами, и, следовательно, всякое соотношение, связывающее. 
координаты трех любых взаимно перпендикулярных ортов, будет след- 
ствием соотношений (3) и (4). 

Если поменять ролями старую и новую системы, то вместо соотно- 
шений {3) и (4) мы получим шесть следующих: 

пав, 
ттт =1, (За) 

п-т ==1; 

туп, 5 тьпа-Ё тзпз = 0, 

па ть -- пз/ ==0, | (да) 

ит, + 6т-- т, =0. 

На основании сказанного выше эти соотношения должны быть след- 
ствиями соотношений (3), (4); и, действительно, не представляет труда 
вывести соотношения (За) и (4а) из (3) и (4) путем простых алгебраи- 
ческих преобразований (см. след. параграф). 

Так как между девятью косинусами Д,..., п. существует шесть не- 
зависимых соотношений, то шесть из этих косинусов могут быть выра- 
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жены через три остальных. Отсюда ясно, что направления осей одной 
прямоугольной системы по отношению к другой характеризуются всего 
тремя величинами. Эти величины (параметры) можно выбирать различ- 
ными способами. Чаще всего на практике для-этой цели пользуются 
так называемыми углами Эйлера, рассмотренными ниже ($ `73). 

В случае двух измерений вместо (3), (4), (За), (4а) мы имеем соот- 
ношения (11), (11а) $ 69; мы знаем также, что в этом случае коэфи- 
циенты Д, ли, №, ть выражаются через один угол ф. Вернемся к слу- 
чаю трех измерений. Пользуясь понятием векторного произведения, 
можно написать еще ряд соотношений, связывающих рассматриваемые 
косинусы направлений. 

Именно, предполагая для определенности, что старая система осей — 
левая, будем иметь 

Ухм = и, мхи, их = м, (5} 

где верхний внак берется в том случае, когда новая система тоже ле- 
вая, а нижний — в противном случае. 

Как было уже сказано ($51, сноска), все формулы останутся справед- 
ливыии и в том случае, если система Охуг — правая; в этом случае надо 
только во всех формулировках (и, в частности, в определении вектор- 
ного произведения) заменить слово „левая“ словом „правая“, и 
обратно. 

Про две левые или две правые системы прямоугольных осей мы бу- 
дем говорить, что они принадлежат одному и тому же классу; правая 
и левая системы принадлежат различным классам. В соответствии с 
этим можно теперь сказать, что в формулах (5) надо брать верхний 
знак, когда старая и новая системы принадлежат одному классу, а ниж- 
ний знак — в противном случае. 

На основании формул (4) $ 51 предыдущие формулы дают девять 
соотношений вида 

= (ти — тзп,), (6) 

из которых мы выписали только первое; остальные получим, переста- 
вляя в круговом порялке буквы [, т, п, а затем значки 1; 2, 3. Ко- 
роче, эти соотношения показывают, что элементы определителя : 

Ат, п 
А — ь то По 

(7) 

5 ть пз| 

равны своим алгебраическим дополнениям, взятым со знаком (-Е), если 
координатные системы одного класса, и со знаком (—), если системы 
различных классов. 

Замечая, далее, что определитель Д представляет собою смешанное 
произведение ($ 52) взаимно перпендикулярных ортов и’, У”, \/, т. е. 
что А==[и’, у’, М], заключаем, что 

А=-1, (8) 
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причем знак (-— берется, если старая и новая системы одного класса, 
а знак (-—) в противном случае 1). 

Это же свойство можно доказать, разлагая А по элементам одной 

из строк (или одного из столбцов) и пользуясь соотношениями (6). 
72. Ортогональные подстановки. Алгебраический вывод формул 

предыдущего параграфа. Результаты, полученные в предыдущем па- 
раграфе, естественно приводят к весьма важному алгебраическому по- 
нятию ортогональных подстановок. Об ортогональных подстановках 
мы уже сказали неколько слов в $ 69 (упражнение 4); там мы имели 
дело с особенно простым случаем двух переменных. Здесь же мы рас- 
смотрим более подробно случай трех переменных °). 

Линейная однородная подстановка 

= БУ’ -+ 47, | 
УХ’ ть ть, 129 
Рам’ 

называется ортогональной, если имеем тождественно 

Хх У-|- 78 = хуи. (2) 

Подставляя в левую часть этого равенства выражения (1) и сравни- 
зая коэфициенты при квадратах и произведениях переменных в правой 
и левой частях, получим условия, необходимые и достаточные лля того, 
чтобы полстановка была ортогональной. Эти условия будут 

Пит Вит Вт, } 
Бу - тот, + попу == И -Нтьти -- пзп, = : 

= 4-Е ии Е пп == 0. } 

Мы, таким образом, получили те же условия (3) и (4) предыдущего 
параграфа, которым должны удовлетворять коэфициенты формул пре- 
образования одних прямоугольных (ортогональных) координат в другие. 
Этим и объясняется название „ортогональная подстановка“. 

Пусть А обозначает определитель нашей подстановки. 
Имеем, пользуясь теоремой умножения определителей [производя 

умножение построчно и применяя формулы (3)]: 

(3) 

тп, т: п [1 00! 
= ь нь Бы = 010 =1, - 

[3 тз из В т в | [бо 
откуда следует 

=: 1. (4) 
В случае А=--1 мы будем говорить, что подстановка — первого 

класса, а во втором, что подстановка — второго класса 3). 

1) Действительно, мы знаем, что [и', у’, \] есть объем параллелепипеда, по- 
строенного на векторах и’, У', \", снабженный определенным знаком ($ 58). 
В нашем случае этот параллелепипед обращается в куб, ребра которого равны 
единице. й 

2) Мы остановились на случае трех переменных, имея в виду геометриче- 
ское значение этого случая. Все нижесказанное можно обобщить на случай лю- 
бого числа переменных. См. Добавление, $ 14. 

3) Геометрическн подстановка первого класса соответствует случаю, когда 
старая и новая системы осей — одного и того же класса, подстановка второго 
класса соответствует случаю, когда эти системы — различных классов. 
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Решая теперь систему уравнений [взятых из уравнений (3)] 

п-т Е пп, =1, 

ды-Нтть-- пп = 0, 

цБ-Нттз-Н ит, =0, 
# 

в которых будем рассматривать первые множители (д, т!. п.) как неиз- 
вестные, а вторые ——как коэфициенты, получим, по известному правилу 
теории определителей (см. Добавление, & 3): 

1 
== (#1из — п) == Е (тьп, — тзиз), 

и два других равенства, получаемых путем круговой перестановки букв 
1, т, п. Аналогичным путем докажем еще шесть равенств, получающихся 
из трех предыдущих путем круговых перестановок значков 1, 2, 3. Та- 
ким образом мы получаем, что алгебраические дополнения элементов 
определителя (2) равны соответствующим элементам, взятым со знаком 
(--) в случае подстановки первого класса (А == 1) и со знаком (—) 
в случае подстановки второго класса (А = — 1) (ср. предыдущий па- 

раграф). 
Принимая во внимание это обстоятельство и решая уравнения (1) 

относительно Х”, У’, 7” по способу определителей, получим 

Х=АХх- ту ий, | 
У ==ьх-НирУ-п.й. } (Та) 
= Хх ту 2; | 

мы видим, что Х”, У’, 2” выражаются через Х, У, 7 подстановкой, 
которая получается из первоначальной простой заменой столбцов на 
строки (и обратно) в таблице коэфициентов первоначальной  подста- 
новки. Полученная подстановка будет, конечно, удовлетворять, в силу 
условия ортогональности (2), уравнениям, аналогичным (3), которые 
получаются из последних путем замены в таблице коэфициентов строк 
столбцами, и обратно. : 

Таким образом мы получим соотношения (За) и (4а) предыдущего 
параграфа; теперь они выведены из условий (3) чисто алгебраическим 
путем. 

73. Углы Эйлера. Как было уже уломянуто в 6 71, направления 
осей одной прямоугольной системы по отношению к другой системе 
(т. е. ориентировку олной системы по отношению к другой) можно 
характеризовать при помощи трех углов, называемых углами Эйлера: 
Перейдем к определению этих углов. 

Так как речь идет об определении направлений осей, то мы можем 
предположить, что системы осей Охус и Ох'у’2’ имеют общее начало О. 
Предположим, далее, что обе эти системы — левые, что не нарушает 
общности. 

Пусть А обозначает прямую пересечения плоскостей Ох’у’ и Оху 
(черт. 73). Этой прямой мы припишем определенное положительное 
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направление, т. е. будем ее рассматривать как ось; а‘ именно, за положи- 

тельное направление А мы выберем такое, чтобы система трех направле- 

ний Ог, О’ и А была левою. 
Пусть теперь - 

ы 
ф=Ох,А 

обозначает угол между Ох и А, заключенный в пределах (0, 2к) и 

отсчитываемый в плоскости Оху в положительном направлении (т. е. по 

направлению от оси Ох к оси Оу). 
Пусть, далее, 

и 
$ — Оз, Ог' 

обозначает угол межлу О2 и О’, 
заключенный в пределах (0, м), и 
пусть, наконец, 

У 
ф=а,х” 

обозначает угол между осями А и 
Ох', заключенный в пределах (0, 2т) 
и отсчитываемый от оси А в поло- 
жительном направлении в плоскости 
оху'. 

Ясно, что задание этих углов 
вполне определяет положение системы 

Черт. 73. Ох’у’г’ относительно системы Охул. 
Именно, зная угол +, мы можем 

построить ось Д; затем, откладывая в плоскости, перпендикулярной к А 

и проходящей через О2, угол $ (по часовой стрелке от оси Ог для 

наблюдателя, расположенного вдоль А 1); говоря о наблюдателе, располо- 

женном вдоль оси, мы подразумеваем, что ось направлена от ног к 

голове), мы получим направление О’; далее, откладывая в плоскости, 

перпендикулярной к О=’и проходящей через А, угол ф (от оси А в 

положительном направлении, т. е. по часовой стрелке, для наблюдателя, 

стоящего вдоль О2’), мы получим ось Ох’; наконец, откладывая от Ох" 
х 

(в том же направлении и в той же плоскости) угол-|- 5, мы получим 

ось Оу’. 
Углы %, В ио были введены Эйлером и поэтому называются его 

именем. 
Выведем теперь формулы, выражающие косинусы направлений таб- 

лички (А) $ 70 через эти углы. Для этого заметим, что новая система 

Ох'у’2’ может быть получена из старой следующим образом: поворачи- 

вая систему Охуг вокруг Ог на угол $, мы получим систему Оху,21, 

у которой ось Ох, совпадает с А, а ось Од, с Ог (черт. 74, а). Повер- 

нув затем систему Ох,у,2, вокруг Ох, на угол $, мы получим систему 

Ох. У.2», у которой Ох» совпадает с Ох:, а ось Ог, составляет с О 

1) Так как только в этом случае система осей Ог, Оз' и А будет левой (про- 

верьте это ва чертеже!). 
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угол $ (черт. 74, 2) Наконец, повернув систему Ох. уг» вокруг Ог. на 
угол $, мы придем, очевидно, к требуемой системе Ох’у’2”, . причем оси 
О2 и Ог, совпадают, а ось Ох’ составляет с осью Ох» угол ф (черт. 74, с). 

Обозначим, далее, через (Х, У, 7), (Х,, У’, 2'), (Хь, И, 21}, (Хь У, 25) 
координаты одного и того же вектора соответственно в старой, новой 
и промежуточных системах. Получим, очевидно, следующие последова- 
тельные формулы [$5 69, формула (3)]: 

а) при переходе от Оху к Ох:у,21 
(черт. 74, а) 

Х == Х, с0$4 — У, 5 ф, } 
УХ, 5т %-|- У, с0$ф, | (а) 

2 = 71; } 

Ь) при переходе от Ох, 12, к Ох, уь2, 
(черт. 74, 1) 

ре | 
У, == У, 05 8 — И, зщ, (Ь) 
2 = Утв 70$; } 

с) наконец, при переходе от Ох». у,2. 
к Ох’у' г” (черт. 74, с) 

Х. = Х' 050 — Узшф, } 
А и м Я = х $1 ф-|-- 7’ 05$, (с) Черт. 74. 

2=(. } 

Внося (Ъ) в (а) и затем, в полученные выражения, (с), получим 
сперва 

ХХ. с0${ — (У, с0$ # — 7, т $) чпу, 
У == Хызш ф- (У, с0$ 8 — И т 9) со$1, 
7 = У, $18 -|. 7, с058 

и затем 

Х==(Х' с05< — И’ эп 9) с0$ф — [(Х’зшо-- У с0$ 2) с0$ $ — 7” зш 8] 514, 
У== (Х’ с0$ ф — У’ зто) заф- [(Х' зшо - У’ с0$ $) с0з #— 7” зп $]с0$ $, 
Я = (Х'зшт о-|- У’ с0$ <) зт 8 -|- 7’ с0$ 8. 

Раскрывая скобки и сравнивая полученные формулы с формулами ($ 70) 

х=ах РЬ’-ЬР, | 
У— их ть’ Е т", р (1) 
= п, + № п.7,, | 

получим окончательно 

Д = 6059 с0$ ф — 9106050 5тф,  \ 
т! == п ус0$ф-|- с0$% с0$ 8 зшф, 
Пт = эт $ $1, 
Ь —= — с0$ $ 5шф — $1 $ с0$ $ с0$ф, 

то == — зп ф зто -[- с05 4 с0$8 с0$, } (2) 
п — т $ с0$, 
В = зп фз 9, 

т == — С05 фз 8, 
Из = с0$8. 

Г. 
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Эти формулы, принадлежащие Эйлеру, легко также получить, поль- 
зуясь формулами сферической тригонометрии. 

Замечание 1. Если новая система — правая (старая же попреж- 
нему — левая), то углы Эйлера можно определить, например, следующим 
образом. `Возьмем вспомогательную систему осей Ох’, Оу’, Ог”, в кото- 
рой первые две оси совпадают с первыми двумя новыми осями Ох’, Оу’, 
а третья ось О2” направлена противоположно оси Ог’. Определив углы 
ф, %, 8 для вспомогательной системы (которая будет, конечно, левой), 
эти же углы можно назвать углами Эйлера для данной правой системы. 
Легко видеть, что формулы (1) и (2) останутся в силе, если только 
переменить в формулах (2) знаки выражений для /, т, пз на обратные. 
Легко также видеть, как надо изменить определения углов $, %, 8, когда 
старая система — правая. 

Замечание 2. Формулы (2) показывают, что коэфициенты любой 
ортогональной подстановки (см. предыдущий параграф). над тремя пере- 

менными можно выразить через три 
вспомогательных параметра ‹, {, $'). 

Этот факт можно доказать и не 
опираясь на геометрическое . значение 
ортогональной подстановки. 

74. Преобразование необоб- 
щенных косоугольных координат 
на плоскости. Закончим этот отдел 
рассмотрением формул преобразова- 
ния необобщенных косоугольных ко- 

Г Хх ординат в необобщенные же косо- 
м угольные на плоскости. Положение 

Черт. 75. новых осей относительно старых 
будет определено, если даны ко- 

ординаты а, $ нового начала относительно старой системы и углы фи*, 
которые новые оси О’х’ и О’у’ составляют со старою осью Ох (о на- 
правлении отсчета углов см. $ 47) (черт. 75). 

Для ортов и’, У’ новых осей имеем [см. $ 57, формула (7)]: 
,__ 81 (у — $) Япоф 

Шу и у 

# 

и 
? 

Е ва 1 а И 2] В (1) 

$ \ ПУ 

где у есть координатный угол старой системы. 
Отсюда, на основании формул (1а) и (2а) $ 65, имеем для координат 

вектора 
р Х’ эт (1—9) № Ут — 5) с м по У япь . (2) 

ЗУ ТУ 

Для координат точки нолучим аналогичные формулы, только к правым 
частям прибавятся соответственно величины аи 6. 

1) В подстановках второго класса надо в правых частях выражевий для 45, 
т., из изменить знаки на обратные. В случае двух переменных козфициенты 
ортогональной подстановки выражаются, как мы знаем, через один параметр $- 
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Ш. ДВИЖЕНИЯ И АФФИННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ' 

Формулы предыдущих отделов дают связь между декартовыми коор- 

линатами одной и той же точки относительно двух различных систем 

координат. Но эти формулы могут быть истолкованы и иным образом. 

А именно, их можно рассматривать как соотношения, связывающие коор- 

динаты различных точек относительно одной и той же или также раз- 

личных систем. Это истолкование приводит к новым понятиям фунда- 

ментальной важности, к изложению которых мы и переходим. 

75. Движения. Для болышей ясности начнем с формул, связанных 

С преобразованиями прямоугольных координат, и рассмотрим сперва слу- 

чай двух измерений. 

Пусть Оху— какая-либо система осей прямоугольных координат на 

плоскости. Вообразим теперь, что мы переместили эту плоскость по 

самой себе, как жесткое целое, так что система Оху заняла новое положе- 

ние О'х'у" (черт. 76). Подробнее надо 
представить себе дело так. Имеются 
две наложенные друг на друга пло- 
скости Пи Г! (подобно двум листам 
бумаги). Первая из этих плоскостей 

неподвижна, а вторая может сколь- 
зить по первой. На плоскостях П 

и П’ взяты прямоугольные системы 
Оху и О’х’у’, которые до перемеще- 
ния плоскости П” совпадали. После 
перемещения система О’х”у’ зани- 
мает вполне определенное положение 
относительно Оху; в этом новом по- Черт. 76. 
ложении мы ее и будем рассматри- 

вать. Точка, принадлежащая П”, совпадавшая до перемещения с точкой 

М(х, У) плоскости П, занимает после перемещения новое положение М”. 

Пусть х’, у’— координаты точки М’ относительно той же системы Оху. 

Найдем зависимость между координатами х, у старого положения 

точки с координатами х’, У’ нового. Для этого применим формулы (5) 

5 69 к координатам точки М” относительно осей Оху и О’х’у’. Первые, 

по определению, суть х’, у’, а вторые, очевидно, равны х, у, ибо ясно, 

что М’ имеет те же координаты относительно О’Ху’, какие имеет М 

относительно Оху (см. черт. 76). Таким образом находим 1!) 

х’ == хс05ф — узше-ра, \ (1). 

у’ == хяпо-Нусоз-НЬ, } 

где ф обозначает угол, на который повернулась ось О’х’, аа, 6 — коор- 

динаты точки О” (в новом ее положении). Мы получили, таким образом, 

те же формулы, что и в & 69 (только теперь вместо х, у написано рый 

у, и наоборот), однако смысл этих формул иной: в $ 69 фигурируют 

2) В нашем случае роль „новых“ координат точки М’ играют х, у, а роль 

„старых“ координат (той же точки) играют х”, у’. В формулах $ 69 следует. 

взять верхние знаки, ибо О'х’у’ получается из Оху перемещением в своей пло- 

скости. 
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координаты одной и той же точки относительно различных систем, 

а здесь-— координаты различных точек относительно одной и той же 

системы. 
Соотношения (1) приводят в соответствие каждой точке М плоскости 

П вполне определенную точку М” плоскости П’, и обратно. 

Когда точкам одной плоскости приводятся в соответствие точки другой, 

так что каждой точке одной плоскости отвечает одна определенная точка 

другой, и обратно, то говорят, что между этими плоскостями установлено 

точечное обратимо-однозйачное!) соответствие или что мы имеем дело 

< точечным?) преобразованием одной плоскости в другую. В этом случае 

каждой фигуре на одной плоскости соответствует вполне определенная 

фигура другой, и обратно. 
В нашем случае мы имеем дело с одним из простейших случаев 

такого соответствия (преобразования): соответствующие фигуры 5 и 

5' получаются одна из другой простым перемещением; эти фигуры кон- 

груэнтны между собою, т. е. могут быть наложены друг на друга всеми 

соответствующими точками (черт. 76). Поэтому преобразования вида (1) 
называются движениями или конгруэнтными преобразованиями. 

Очевидно, что два движения, произведенные одно вслед за другим, 

приводят опять к движению. 

` До сих пор мы считали, что в формулах (1) фигурируют координаты 

соответствующих точек относительно одной и той же системы Оху. 
Предположим теперь, что х, уи х”’, У’ обозначают координаты двух 

точек Ми М' плоскостей Пи П’ относительно двух каких-нибудь пря- 
моугольных систем Оху и О”х”у”, причем © обозначает некоторый угол, 
а а, $ — некоторые числа. Легко видеть, что и в этом случае соответ- 

ствие, выражаемое формулами (1), есть движение, если только Оху и 

О"х”у” принадлежат к одному классу (см. $ 69). Действительно, если 
переместим. как одно целое, плоскость П’и систему О’х”у” так, чтобы 
система О”’х”у” совместилась с системой Оху, мы вернемся к предыду- 
щему случаю. 

Наряду с преобразованиями вида (1) можно рассматривать и преоб- 

разования вида 

х’ == хсозф-Р узто-На, \ (а) 
р а У—хятф— усоза- НЫ) 

соответствующие нижним знакам формул (5) $ 69. Если считать, что 
точки Ми ЛМ'’ отнесены к одной и той же системе Оху, то, на основа- 

нии сказанного в $ 69 очевидно, что преобразование (1а) состоит из, 
движения (1) и последующего зеркального отражения относительно 
юси Ох. Преобразования этого вида также называются движениями, но 

1) „Обратимо-однозначное“ обозначает, что каждой точке одной плоскости 
соответствует одна точка другой, и обратно. В дальнейшем, говоря о соответ- 
‚ствии, мы будем часто опускать слова „обратимо-однозначное“, но подразу- 
мевать их. . 

2) Мы называем преобразования точечными, когда основными объектамн 
преобразовавий служат точки. Существуют и другие виды преобразований, 
напр. такие, в которых точкам одной плоскости соответствуют прямые другой, 
«С некоторыми из таких преобразований мы позиакомимся ниже. 

в 
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в отличие от движений в собственном смысле („собственные движения“) 

их называют Несобственными. 
Если в формулах (1а) координаты точек /М и М’ отнесены к двум 

различным прямоугольным системам одного и того же класса, то и в 
этом случае, как легко видеть, мы имеем опять несобственное движение. 
Напротив, если системы — различных классов, движение, выражаемое 
формулами (1а), будет собственным; чигатель сам легко проверит это. 

Можно считать также, что плоскости И и П'’ ие наложены друг на 
пруга и что (х, у), (х', У) обозначают координаты точек АТ и М’ отно- 
сительно двух прямоугольных систем, взятых соответственно на Пи 

на Г). 
И здесь мы имеем конгруэнтное соответствие, так как при помощи 

движения (уже в пространстве трех измерений) мы можем наложить 
плоскость |” на Ц, что приведет к предыдущему случаю. 

При допущении движений, выводящих фигуры из их первоначальной 
плоскости, теряется различие между собственным и несобственным кон- 
груэнтным соответствием плоских фигур, ибо, наложив плоскость И” на 
П той или иной стороной, мы получим тот или другой вил соответ- 

ствия. 
Совершенно аналогично можно рассматривать конгруэнтные соответ- 

ствия или движения пространственных фигур. И здесь можно мыслить 
два простраиства, „вложенных“ одно в другое; это, конечно, необяза- 

тельно (так же как и в случае плоских движений) и делается только 
для того, чтобы удобнее различить точки М и ЛГ до и после преобра- 

зования. 
Пространственные движения характеризуются формулами преобразо- 

вания вида 

хм = ху 42а. 
риа 

у = их -|-ту те, {2) 
= щх тупее, } 

где 
тп 

ь то Па (3) 

В т: п 

есть таблица некоторой ортогональной подстановки, а а, 6, с — совер- 

шенно произвольные числа. Величины х, у, 2 и х', У'. 2’ обозначают 
координаты двух точек /М и М”, отнесенных к одной и той же или 
двум различным прямоугольным системам. 

Будем сперва считать, что точки М и М” отнесены к одной и той 
же системе Охуг. Если определитель А предыдущей таблицы !) равен | }, 
то мы имеем собственное движение, состоящее в том, что точка О пере- 
мещается в положение О’ (а, 6, с), а оси Ох, Оу, Ог принимают напра- 
вления ортов ц=(/, т, п:), ч== (6, ть, по), м == (В, ть, пз). Если 
же А == — 1, то получается несобственное движение, состоящее из собствен- 
ного движения и из зеркального отражения относительно одной из пло- 

скостей координат. 

1) Мы знаем ($ 71). что А = Е. 

1. Й. Мусхелишвили, 1946 
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В случае, когда точки М и /М’ отнесены к двум различным прямо- 

угольным системам, формулы (2) также выражают движение (собствен- 

ное или несобственное), если таблица (3) есть таблица некоторой орто- 

гональной подстановки (ср. случай двух измерений). 

76. Аффинные преобразования. Непосредственным обобщением дви- 

жений (конгруэнтных преобразований) являются аффинные преобразова- 

ния. Начнем опять со случая двух измерений. Говорят, что между пло- 

скостями Пи П” установлено аффинное соответствие (или аффинное 

преобразование), если каждой точке /И плоскости П соответствует точка 

М’ плоскости И’. декартовы координаты которой связаны с декартовыми 

координатами точки М линейными соотношениями 

хх Буа, У=тх-тьу- 6; (1) 

х, уих’, \" обозначают соответственно координаты точек „И и М’ 

относительно каких-либо систем декартовых координат на плоскостях Ц 

и ПП’. Коэфициенты /, /, т, т, могут быть выбраны совершенно 

произвольно. Если противное не будет оговорено особо. мы будем счи- 

тать, что полстановка (1) неособенная, т. е. что определитель 

пы. 
А 

5 ть 
3 (2) ` 

отличен от нуля (при А == 0 преобразование называется особенным или 

выролившимся). Условие А -& 0 гарантирует обратимость подстановки (1): 

уравнения (1) можно решить относительно х и уи нолучить для них также 
линейные выражения че- 
рез х’, У’. Таким образом 
при А--0О соответствие 

обратимо-однозначное. 
Чтобы получить более 

ясное представление о гео- 
метрическом характере 
преобразования (1), булем 
считать сперва, что пло- 
скости Ци П'’ наложены 
друг на друга и что точ- 
ки М и М отнесены к 
одной и той же сис:еме 

Оху пекартовых коорди- 
нат. 

Пусть О, и, у-- начало и коорлинагные векторы системы Оху, к 
которой мы огносим точки М и /М’. Построим, далее, вспомогательную 

систему О’х’у’ с началом в О’(а, 8) и с координатвыми векторами 

и’ =- (7, т.), У ==, т.) (черт. 77); здесь а, В. й. т, , т, обозна- 
чают, разумеется, координаты относительно системы Оху. 

Легко вилет,, что точка М” Ех”, „”), получаюшаяся из точки М (х, у} 

аффинным преобразованием (1\, имеег относительно вспомогательной 

сисземы О’х/\" такне же коорлинаты х. у. как точка ЛЯ относительно 
ху. Дейсчвительно. точка смеютая относительно О’х’)” координаты 
х, >, бучег иметь относительно Охл коорлинаты х’,.л”, лаваемые фор- 
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мулами (1), как это следует из формул (2) 5 66. На основании сказан- 
ного, рассматриваемое преобразование можно описать следующим обра- 
зом: параллелограм, построенный на и, у, деформируется (сиерва без 
изменения длин сторон) так, что угол у между и, у делается равным 
углу У между и’, У’; затем стороны его удлиняются (или укорачиваются) 
так, что длины их из и| и |у| обрашаются в и’| и,у’}; наконец, 
полученный таким образом параллелограм переносится в новое положе- 
ние так, что его вершина О переходит в О’, а стороны совмещаются с 
ии. Соответствующим образом изменяется положение каждой точки 
/1 плоскости: параллелограм ()т/Ми (черт. 77) преобразуется в паралле- 
лограм О’иг’/М’и’, который получается таким же изменением угла, после- 
дующим растяжением (или укорочением) сторон (в той же пропорции, 
что и стороны и, у) и перенесением в новое положение, тем же движе- 
нием, что и рассмотренный выше параллелограм 1). Если мы представим 
себе сеть прямых, параллельных Ох и Оу и образующих сеть паралле- 
лограмов, подобных параллелограму, построенному -на и и \, то после 
преобразования эта сеть обратится в сеть прямых, параллельных О’х’ и 
О’у’, образующих сеть параллелограмов, подобных параллелограму, 
построенному на и’, у’ (черг. 77). 

Покажем теперь, что мы не получим преобразования более общего 
вида, если будем считать, что в формулах (1) величины х, уих, у 
обозначают координаты точек ЛМ и М’ относительно различных систем 
координат на (наложенных друг на друга) плоскостях П и П’. Действи- 
тельно, мы можем отнести точку /М' к той же системе Оху, что и точку М; 
координаты х”, у” точки М’ относительно этой последней системы 
выражаются через координаты х’, у’ той же точки относительно системы, 
к которой она была первоначально отнесена, линейной неособенной 
подстановкой 

') й аи ‚т и ' : ей Г. ЁЭ дм а’, у’ =тих Ни у -|-^'; (=) 

внося в правые части вместо х’, у’ их выражения (1), получим формулы 
такого же вида, что и (1): 

дих НБу-а”, у’ пи хету-Н р", (= 

связывающие координаты точек ЛР и М”, отнесенных уже к одной и той 
же системе. Коэфициенты /’, Ди г. д. последней подстановки легко 
выражаются через коэфициенты подстановок (1) и (*). Важно отметить, 
что полстановка (**) неособенная, если, как мы предполагаем, этим 
свойством обладает подстановка (1). Действительно, легко видеть, что 
определитель подстановки (“*) равен произведению определителей под- 
становок (1) и (*); предоставляем читателю проверить это (см. также До- 
бавление, 5 9*). 

1} В дальнейшем ($ 238) будет доказано. что любое абфинное преобразова- 
ние есть результат растяжений по двум взаимно перпеноикулярным направле- 
ниям и движения. 

"} В указанном месте это доказано для однородных подстановок; но легко 
видеть. что свободные члены не влияют на коэфипиенты при переменных, кото- 
рые только и входят в определитель подстановки. 
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Таким образом, не нарушая общности, мы можем всегда считать, что 

в формулах (1), выражающих аффинное преобразование, координаты 

отнесены Ж одной и той же системе. 

Если, наконец, считать, что точки М и М” расположены на различ- 

ных плоскостях, то достаточно наложить эти плоскости друг на друга, 

чтобы иметь предыдущий случай. 

Докажем теперь некоторые основные свойства аффинного преобра- 

зования. 
1°. Преобразование, обратное аффинному, является также аффин- 

ным. Это следует из того, что, решая (1) относительно х, у, получаем 

формулы такого же вида, выражающие уже х, у через х, у’. 

2°. Два последовательных аффинных преобразования дают сновт 

аффинное преобразование. Действительно, если, произведя преобразова- 

ние (1), мы произведем новое преобразование 

ПР а ‚ НЕЙ ИИ И 

хх а, у =тх НУ -ЕВ 

то, подставляя на место х’. У’ их выражения (1), получим в результате 

преобразование вида: 
и Га Иа и! т и п и 

х" = Их --ьу-а", у’ их тьУ-ЕЬ, 

которое —— также неособенное, если два данных — неособенные (ср. ска- 

занное выше). : 

3°. При аффинном преобразовании прямые переходят в прямыг- 

параллельные прямые остаются параллельными; отношения парил- 

лельных отрезков остаются неизменными. Для доказательства заметим 

следующее. Пусть А(х,, у) и В» у.)—две точки плоскости П. После 

преобразования они обратятся в точки А’(х» У) и В'(х» У) пло- 

скости Г. Мы будем говорить, что аффинное преобразование (1) пре- 

— _—-+ 

образует вектор АВ в вектор А”В’ (из последующего будет ясно, что 

не только концы, но и все точки отрезка АВ переходят в точки отрезка 

А’В’, но в данный момент это не важно). Координаты Х == Хэ — Ж- 

— 

У= у. — у, вектора Р = АВ связаны с коорпинатами Х=х— м, 

— 

у’=у,—», вектора р’ -= А'В’ соотношениями 

Х=АХ--ЬТ, У = т Х-- тьГ, (1а) 

которые непосредственно получаются из (1)- Из (1а) следует, что 

вектор (ЁХ, АТ) == ЕР плоскости П переходиг в вектор (ЁХ”, У) = АР’ 

плоскости П’. Таким образом, если до преобразования мы имеем вектор- 

ное равенство (на плоскости п) 
О -= АР, 

то после преобразования оно переходит в равенство (на ИТ’) 

9’ = Р”, 

гле Р'’и 0” обозначают векторы, соответствующие Р и ©; это значит, 

что параллельные до преобразования векторы остаются параллельными 

и после него и что их отношение & остается неизменным, в частности, 

остается неизменным отношение | № ] их длин. 
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Пусть теперь А-—-некоторая прямая на плоскости П и А, В—две ка- 
кие-либо ее точки. Пусть после преобразования А и В переходят 
в точки А’ и В’ плоскости П’ и пусть А’ обозначает прямую, проходя- 

шую через 4”, В’. Докажем, что и любая точка С прямой А перейдет 
й — — 

в некоторую точку прямой 4’, В самом деле, имем АС-==ААВ, где 
—> = 

А — некоторое число. После преобразования будем иметь А’С’ = КА’Р’, 
т. е. точка С’, соответствующая точке С, расположена на одной прямой 

с А’ и В’, а это и требовалось доказать. 
Из предыдущего непосредственно вытекает, что параллельные прямые 

остаются параллельными (ибо остаются параллельными любые векторы, 
взятые на них) и что отношения параллельных отрезков остаются не- 
изменными. 

Отметим, что отношения непараллельных отрезков, вообще говоря, 
изменяются. | 

Замечание. Из предыдушего вытекает еще одно важное след- 
ствие. 

Прежле всего ясно, что векторное равенство Р ==Р, -|- Р--...--Р”, 
переходит после преобразования в равенство Р” ый ре... РР, 

гле штрихами отмечены векторы, полученные из данных аффинным 
преобразованием. Чтобы в этом убедиться, достаточно рассмотреть. 
многоугольник векторов Р;, Р.,..., Р, с замыкающей Р; после пре- 
образования этот многоугольник обращается в многоугольник векторов 
Р,Р,..., Р, с замыкающей Р”. 

Из этого на основании предыдущего следует еще, что векторное 
равенство вида 

Р —=АР.-|-...--А,Р, переходит в Р’ = Р,--...-Н АР, (2) 

где А.,..., А„— одни и те же в обоих равенствах. 
Рассмотрим, в частности, фигуру, состоящую ив точки О и непарал- 

лельных векторов и и у, определяюшую некоторую систему декартовых 
координат на плоскости Ш; координаты х, у любой точки М плоскости П 
относительно этой системы определяются равенством 

ОМ = их-!- му. (3) 

Подвергнем теперь плоскость || какому-нибудь аффинному преобразо- 
занию. Тогда предыдущее равенство перейдет в следующее: 

— 

О’М! == Шх-НУ“у, 

показывающее, что если подвергнуть элементы О, и, у, определяю- 
щие координатную систему, тому же аффинному преобразованию, 
что и всю плоскость, то координаты преобразованных точек отно- 
‹ительно преобразованной системы будут точно такими же, как 
координаты непреобразованных точек относительно. первоначальной 
системы. 

Благодаря этому свойству (обобщенные) декартовы координаты и 
называются также аффинными. 
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4". Аффинное преобразование плоскости вполне определяется зада- 
нием трех неколлинеарных точек, в которые должны перейти: три 
заданные неколлинеарные точки. Пусть в самом деле А, В, (. —три 
запанные неколлинеарные точки на Г] и нусть А”, В”, С’—три заданные 
неколлинеарные точки, в которые лолжны соответственно перейти точки 
А, В, С. Точки А, В, С определяют на плоскости _П систему коорди- 

нат с началом А и координатными векторами и — АВ, у= АС. Этой 
системе на плоскости Ш’ соответствует система, с началом в О’ и ко- 

— —> 
ординатными векторами и’ = А'В’, у' == А”С'’. Этим вполне определяется 
аффинное соответствие между П и П7’; а именно, точке М с координа- 
гами х, у относительно первой из упомянутых систем соответствует 
точка м с такими же координатами относительно второй из систем 
(см. предыдущее замечание). ‘Таким образом, если через х, у будем 
вообще обозначать координаты точек плоскости П относительно. первой 
системы, а через х’, у’— координаты точек плоскости П’ относительно 
второй, то для соотвегствукщих точек этих плоскостей будем иметь 

хех, уу (4) 
(простейший вид линейной подстановки). 

Отметим, наконец, следующее свойство аффинного преобразования 
плоскости. 

Отношение площаси преобразованной фигуры к площади перво- 
а одЫВ и то же для всех фигур (имеющих, разумеется, "ло- 
щаль). Достаточно доказать это предложение для случая, когда рассма- 
триваемые фигуры — параллелограмы, ибо площадь всякой фигуры можно 
рассматривать как предел суммы площадей параллелограмов. 

Будем считать, что плоскости Ц и 1!” наложены друг на друга н что 
точки, как до преобразования, так и после него относятся к одной и 
той же системе координат Оху. 

Итак, пусть $ — площадь параллелограма плоскости П, построенного 
на векторах Р —=(\,, У) и 9-—=(Х,, Р.). Имеем 

$ | ЭЙ, | 

а. | № у. 
где 5, — площаль параллелограма, построенного на координатных векто- 
рах и, у осей Ох, Оу. После преобразования эта нлощаль превращается в 

в жи! 
Подставляя в правую часть вместо \, У, Х,, У, их значения, полу- 
чаемые на основании (1а), находим 

СТАХ-НЫХ их ль, ме 
5 1 Е О В , 
ЕЛА, У, ви тьУ, | ТА Та риа 

откула слелует 

Е № ы 
5 — (5: 
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. 

1. е отнощение <? не зависит от выбора параллелограма, а это и 
требовалось доказать. 

Совершенно аналогично определяется аффинное преобразование в пространстве трех измерений: в этом случае вместо {1) имеем формулы 

хх фу 42 а. 

У = ти х-|- тьу-|- тг, (6) 
2 == хин» у-|- пе -1- с. 

Если предыдущая подстановка неособенная, то и аффинное преобразо- вание называется неособенным; в противном случае оно будет особен- ным или выродившимся. В дальнейшем, если противное не оговорено, мы будем считать преобразование неособенным. 
Все свойства 1°-_3°. перечисленные для случая двух измерений, остаются в силе и здесь. Доказательства -- буквально те же, Кроме свойства 3°, мы имеем теперь еще следующее: при аффинном преобразо- вании плоскости переходят в плоскости, и параллельные плоскости остаются параллельными. Это -- непосредственное следствие свой- ства 3°. Далее, вместо свойства 4° имеем теперь: аффинное преобразо- вание ‘пространства вполне определяется заданием четырех неком- планарных точек, в которые должны нерейти четыре заданные неком- планарные точки. 
Наконец, вместо свойства 5° мы имеем теперь следующее: отношение объема преобразованной фигуры к объему первоначальной олно и то же дяч всех фигур (имеющих объем), а именно, имеет место равенство: 

ПД 
] 

и = И. пы ть пы! . (7 : 1 7 

т Я 

:оказательство совершенно аналогично доказательству свойства 95°. б’амо свойство 5°, как легко видеть, остается в силе для фигур, расположенных в одной и той же плоскости или в параллельных илоскостях. 

Упражнения и дополнения 

1. Доказать, что если межлу точками плоскостей | и И! установлено обратимо-однозначное соответствие такое, что каждому вектору Р’ соответствует вектор Р’ и кажлому векторному равенству Р=- ВР, --- Е.Р. — равенство Ро = А.Р:--АР,, то соответствие между Пи П' — аффинное. Доказательство. Если на П взять систему координат с началом О и координатными векторами и, у, а на |! — систему с началом в ОГи коордн- натными векторами и’, у', где штрихами отмечены элементы, соответствующие заементам без штрихов, то координаты соответствующих точек М и М! будут связаны простейшими линейными соотношенвями 

ха У=у 
следовательно. преобразование аффинное. 

2. Доказать, что если фнгуру 5, расположенную на плоскости Д, спроекти- ровать на другую плоскость П’ параллельно некоторой прямой (не параллельной 
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ни Ц, ни П'), то полученная фигура 5’ связана с $ аффинным преобразова- 
нием. 

Доказательство непосредственно вытбкает из предыдущего упраж- 
нения. 

3. Нетрудно доказать, что если илоские фигуры $ и 5’ получены одна 
из другой аффинным преобразованием, то (изменив в случае надобности одну 
из фигур подобно самой себе) этн фигуры можно расположить в пространстве 
так, чтобы одна из них была параллельной нроекцией другой. 

4. Можно доказать, что если мы имеем преобразование плоскости, удовлетво- 
ряюшее следующим условиям; 

1” каждой точке М соотвстствуст определенная точка М”, и обратно; 
2" точкам на конечном расстоянии соответствуют точки на копечном рас- 

стоянии: 

3° каждой прямой соответствует прямая. 
то тогда преобразование аффинное. Это прелложение остается справедливым и 
для пространства. В этом случае последнее требование можно ззменить требо- 
ванием, что каждой плоскости соответствует нлоскость. 

77. Подобные преобразования и движения как частные случаи 
аффинного преобразования. Движения, рассмотренные в $ 75, пред- 
ставляют собою, очевидно, частный случай аффинных преобразований; 
они характеризуются тем, что в прямоугольной системе координат, 
таблица коэфициентов при переменных в формулах (6) предыдущего 
параграфа 

БР: & 
т, ть т 
т Зы, 

есть таблипа ортогональной подстановки (аналогично для случая цвух 
нзмерений). 

Другим важным частным случаем аффинных преобразований являются 
подобные преобразования, о которых мы скажем несколько слов. Нач- 
нем с некоторых понятий, относящихся, в сущности, к области элемен- 
тарной геометрии. 

Две фигуры $ и 5” (на плоскости или в пространстве) называются 
гомотетичными относительно точки С, если каждой точке М фигуры $ 

; можно привести в соответствие не- 
которую точку /М” фигуры 5’, и 
обратно, каждой точке М” фигуры 
5" — некоторую точку М фигуры $ 
гак, чтобы имело место соотношение 

п ри СМ! == СМ, (1) 
Черт. 78. | где А— постоянное число, называе- 

мое „отношением полобия“. Точка С 
называется центром гомотетий или центром подобия (черт. 78). 

Гомотетия называется прямой, если А ̀ > 0, обратной, если А < 0. 
Две фигуры называются подобными, если путем надлежашего движения 
одной из них!) их можно слелать гомотетичными *). Подобие будет 
прямым или обратным в зависимости от знака А. 

1) Или обеих, что сводится к тому же. 
2) Движения допускаются как собственные, так и несобственные. 
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Гомотетичные фигуры называются также подобными и подобно: 
расположенными, если Е. 0, или подобными и обратно расположен- 

ными, если ЕЁ < 0. 
Заметим, что иногда точки двух гомотетичных фигур могут быть 

приведены в соответствие различным образом, так что может одновре- 
менно существовать несколько центров подобия; далее, две данные фи- 

гуры в данном положении могут быть одновременно гомотетичными 
прямым и обратным образом. 

Если известио, что две данные фигуры гомотетичны, и если даны 

цве точки Л, М, одной фигуры, соответствующие двум данным точкам 

М; и М, другой фигуры, то для построения центра гомотетии доста- 

точно соединить прямыми соответствующие точки. Пересечение прямых 

ММ, и М, М. и будет искомым центром гомотетии. 
В частном случае, когда А =1, фигуры $ и 5” попросту совпадают, 

как это следует из формулы (1). В этом случае центром подобия может, 
очевидно, служить любая точка пространства, а не только О. 

Условимся тенерь в некоторых терминах. Пусть какая-либо точка 
о 

перемещена из положения М в положение /М’; вектор /М/М мы будем 

называть вектором смещения. Если каждую точку какой-нибудь фигуры 
переместить так, чтобы векторы смещения различных точек были равны 
между собою, то получим, очевидно, фигуру, конгруэнтную первона- 
чальной, но в другом положении. Про второе положение говорят, что. 
оно получено из первоначального путем. поступательного смещения. 

Если одна из двух фигур 5, 5’ получена из другой путем поступа- 
тельного смешения, то говорят, что эти конгруэнтные фигуры подобно 
расположены. Прямые, соединяющие соответствующие точки этих фигур, 
очевидно, параллельны, т.е. пересекаются в бесконечно удаленной 
точке, как принято говорить. Поэтому конгруэнтные и подобно распо- 
поженные фигуры можно рассматривать как гомотетичные, с бесконечно 
удаленным центром гомотетии. 

Вернемся к общему случаю произвольного А и докажем, что если 

одну из двух гомотетичных фигур поступательно сместить, то и при 
новом положении наши фигуры будут гомотетичны, причем друг другу 

будут соответствовать те же точки фигур (в новом положении); центр 

гомотстии, однако, переместится вполне определенным образом. 

Действительно, пусть фигура 5’ получила поступательное смещение 

и пусть О есть вектор смещения каждой из ее точек. Новое положе- 

ние М’ точки фигуры 5”, занимавшей первоначально положение м’, 

определится формулой 

откуда 

—» 

Подставлия это значение СМ’ в (1), получим 

СМ; = АСМ-О. (2) 
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Покажем, что это соотношение между точками М и М’ может быть 
прелставлено в виле 

СМ = ЕСМ, (3) 
гле С’—некоторая точка (новый центр гомотетии). Действительно, пусть 
С'’— некоторая точка. Тогда имеем 

—— 

СМ; == СС -Н- СМ» СМ== СС -- СМ: 

подставляя эти выражения в (2), получим 

— 

СМ. ВМ -#- Пбб- в. 
Чтобы это соотношение совпало с (3), необходимо и достаточно но- 

цкобрать С’ согласно условию 
— 

(БОСС -О=0. (4) 

Если А 1, получим 

эта формула определяет положение С”. Если й==1, то условию (4) 
нельзя удовлетворить. Это и понятно, так как при А=1 фигуры $ 
и 5’ в первоначальном положении совпадают. При поступательном 
смещении одной из них они делаются конгруэнтными и подобно расно- 
ложенными. Выше мы условились говорить, что в этом случае центр 
подобия удален в бесконечность. Естественность этого способа выраже- 
ния очевилна также на основании формулы (5), которая показывает, 
что при А, стремящемся к 1, точка С’ уходит в бесконечность. 

Из сказанного следует также, что если две фигуры подобны, то их 
всегда можно поместить таким образом, чтобы центром гомотетии слу- 
жила любая точка О’, занимающая любое, наперед заданное положение 
относительно одной из них. Действительно, из самого определения по- 
добия вытекает, что ланные фигуры могут быть расположены так, чтобы 
они были гомотетичны относительно некоторого центра (©. Если О’— 
какая-либо другая заданная точка, то, подобрав вектор Ч согласно 

формуле (5), т. е. положив 

0=—(1- СС (5) 

и поступательно нереместив фигуру 5’, сообщив каждой точке ее сме- 
щение. характеризуемое вектором Ш, получим требуемое положение 

фигур '). 
Преобразование (1), при помощи которого из данной фигуры нолу- 

чается фигура, ей гомотетичная, называется гомотетическим преобразо- 
ванием или гомотетией. Покажем, что это — частный случай аффин- 

ного преобразования. Действительно, взяв какую-либо систему декарто- 

1) В случае конгруэитных фигур достаточно их попросгу наложить друг 
ма друга. Гогда всякая точка С’ будет центром гомотетни. 
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вых координат и обозначив через (а, 6, с), (х, у, 2), (х’, \", г’) коов- 
динаты точек С, М, Д!, будем иметь на основании (1) 

В 

х- а=А © —а), У—В=А(у— 6), . (14) 
2 —с= (2 -6), 

или 

х==АХ-- 0, У =, 2’ = А2- 6 1 

(40, %, 6, — постоянные), что ирепставляет собою частный случай 
аффинного преобразования. Если присоединить к гомотетии нроизволе- 
ное движение (собственное или несобственное), мы получим опять частный 
вид аффинного преобразования, называемый подобным преобразованиеж, 
ибо ыри этом каждая фигура преобразуется в подобную. 

В прямоугольных координатах движения и подобные преобразования 
можно еще характеризовать следующим образом: аффиниое преобразо- 

вание (мы пишем формулы преобразования для векторов) !) 

АХ ЬУ-ЬИ, тых ть? -| тыл, ©) Я хе по у -] ти 

есть движение, если для всякого вектора 

Хе 7 == АУ И. (8) 

Преобразование (7) — подобное, если для всякого вектора 

Хе 2 (УЗ 7), (9) 
где Ё — постоянное отношение подобня (при А?==1 имеем, как частный 
случай, движение). 

Первое очевидно, так как условие (8) характеризует, как мы знаем, 
ортогональную подстановку и, значит, при условии (8), преобразование (7) 
есть движение. 

Второе следует из того, что всякое подобное преобразование есть 
результат гомотетии и движения. При гомотетии имеем, на основании (15), 
следующие формулы преобразования для координат вектора 

ХА ИИ Ед, 

откуда следует (9); так как, далее, при движении выражение Х”?-— 
-- 7?-|] 1” остается неизменным, то (9) остается в силе. Легко видеть, 
что и обратно, из условия (9) следует, что соответствующее преобразо- 
вание — подобное. Мы предоставляем доказать это читателю. 

78. О группах точечных преобразований. Я классификации 
геометрических дисциплин. Рассмотренные в предыдущих параграфах 
преобразования представляют собою часхные случаи точечных пре- 
образований общего вида, состоящих в том, что каждой точке Л (х, У, 2) 
пространства приводится в соответствие вполие определенная точка 

1) Из этих формул получаются формулы преобразования для точек. если 
к правым частям прибавить свободные члены. 
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М (>, у’ =’), так что х’, У, 2 являются вполне определенными функ- 

циями от х, у, 7: 

ха (х, у, 2), У==$.(х, У, 2), 2’ == 3 (6, у, 2). {1) 

Если, в частности, ф., Фо, фз— линейные функции от х, у, 2, ТО Мы 

получаем рассмотренное выше аффинное преобразование. 

Во всем дальнейшем мы будем считать, что соотношения (1) олно- 

значно-обратимы, т. е. что их можно решить однозначным образом 

относительно х, У, 2: 

Жи, У, 2), У, У, =), 2-ы (9, у, 7). (8) 

Преобразование (1а) называется обратным преобразованию (1). 

Фундаментальную роль в современной геомегрии играет понятие 

группы преобразований. Пусть дана некоторая совокупность преобразо- 

ваний 1) (содержащая конечное или бесчисленное множество преобразо- 

ваний). Говорят, что эта совокупность преобразований составляет группу, 

если: 
1° последовательность двух преобразований, принадлежащих сово- 

купности, дает преобразование, также принадлежашее этой совокуй- 

ности; 
, 

2° преобразования, обратные преобразованиям, входящим в эту 

совокупность, также входят в нее. 

Если некоторая часть преобразований, принадлежащих данной группе, 

также в свою очередь составляет группу, то эта последняя называется 

подгруппой предыдущей. 

Например, совокупность всех аффинных преобразований простран- 

ства составляет группу, ибо последовательность двух аффинных пре- 

образований есть опять аффинное преобразование, и обратное аффин- 

ному — также аффинное. 

Совокупность всех подобных преобразований составляет, очевилно, 

также группу. которая является подгруппой группы аффинных преобра- 

зований. 

Далее, совокупность всех движений представляет групиу, являю- 

щуюся подгруппой псдобных преобразований. д 

Из групны движений можно выделить, например, еще подгруппу 

собственных движений. 

Наоборот, совокупность несобственных движений не есть уже группа, 

так как последовательность двух несобственных движений приводит 

к собственному движению. 

Аффинные преобразования составляют, в свою очередь, подгрунпу 

грунны лпроективных преобразований, © которой мы познакомимся 

в главе \1. 
ф. Клейну принадлежит чрезвычайно илодотворная идея, изложен- 

ная им в его знаменитой „Эрлангенской программе“ (1872), положить по- 

нятие группы преобразований в основу классификации геометрических 

диспиплин; мы ограничимся здесь самыми элементарными сведениями, 

1) Мы пока ограничиваемся точечными преобразованнямн. 
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касающимися этого круга вопросов !). Оставаясь в области понятий 
элементарной геометрии, можно сказать, что геометрия изучает те свой- 
ства фигур, которые не зависят от их положения в пространстве и от 
их абсолютных размеров. В соответствии с этим под „геометрическими 
свойствами“ фигур и под „геометрическими величинами“ понимают 
такие свойства и величины, которые остаются неизменными при всех 
возможных движениях и гомотетических преобразованиях. Совокупность 
таких преобразований составляет группу полобных преобразований, 
которую Клейн называет основной, или метрической. Совокупность 
свойств, остающихся неизменными (или инвариантными) при преобра- 
зованиях основной группы, и составляет, по Клейну, предмет элементар- 
ной (или метрической) геомстрии. К числу свойств или вгличин, остаю- 
щихся неизменными при преобразованиях основной группы, относятся, 
например, свойство линии быть прямой, параллельность двух прямых, 

отношение длин двух отрезков (произвольпо расположенных), угол 
между двумя прямыми и пр. Эти свойства и величины рассматриваются 
поэтому как „геометрические“ с точки зрения элементарной (или Метри- 
ческой) геометрии. 

Но есть ряд свойств, которые остаются неизменными (инвариантными) 
и при более общих преобразованиях. Например, свойство линии быть 

прямой, параллельность двух прямых, отношение двух параллельных 
отрезков, середина данного отрезка и т. д. остаются неизменными при 
аффинных преобразованиях общего вида. (Совзкупность таких свойств 
может быть выделена как отдельная геометрическая дисциплина — аффин- 
ная геометрия. 

Аналогичным образом может быть выделена дисциплина, называемая 
проективной геометрией (совокупность свойств, остающихся неизмен- 

ными при проективных преобразованиях, о которых будет сказано 
в главе УП). 

Вообще всякой группе преобразований пространства соответствует 
определенная геометрическая дисциплина (совокупность свойств, инва- 
риантных по отношению к преобразованиям данной группы). 

Одной из самых общих геометрических дисциплин является топмо- 
логия, изучающая совокупность свойств, остающихся неизменными при 

‚ всевозможных непрерывных преобразованиях (к топологическим свой- 
ствам принадлежит, например, свойство линии быть замкнутой; с точки 
зрения топологии нет никакой разницы, например, между окружностью 
и любой другой замкнутой кривой, которую можно получить из окруж- 
ности непперывной деформацией). 

‚ Возвращаясь к аффинвым преобразованиям, заметим, что уже в 
предыдущей главе мы выделили в особый отдел (отдел И) формулы, 
относящиеся к аффинным свойствам, т, е. таким, которые остаются не- 
изменными при преобразованиях аффринной группы. Теперь понятно, 
почему такие формулы не изменяют своего вида при переходе от пря- 
моугольных Координат к любым декартовым. Действительно, пусть дан- 
ная формула выражает некоторое аффинное свойство фигуры в какой- 

1) Более подробное изложгние см.. например, в книге Ф. Клейна, Элемен- 
тарная математика с точки зрения высшей, том второй, перев. нод ред- 
Д. А. Крыжановского, М,-Л. 1934, 

` 
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либо, произвольно выбранной, системе прямоугольных координат. Фор- 

мула эта, по условию, не изменит своего вида, если произвести аф- 

Финное преобразование, т: е. произвести над координатами точек фи- 

туры произвольную (неособенную) линейную полстановку. Значит, она 

не изменит своего вида и при переходе от прямоугольной системы 

к любой системе декартовых координат, ибо формулы перехода к новой 

системе выражаются линейными подстановками такого же вида. 

Формулы, которые в предыдущей главе выделены плод названием 

„мегрических“ (отделы И и !\У предыдущей главы), относятся к метри- 

ческим свойствам в узком смысле слова, т. е. к свойствам, инвариант- 

ным но отношению к движению (без гомотетии); некоторые же из 

упомянутых формул остаются неизменными только по отношению к соб- 

ственным движениям (например, формула лля объема нараллелепипела 

в случае, если объему приписывать знак). 



ТДАВА ЧЕТВЕРТАЯ 

ОБ УРАВНЕНИИ ПЛОСКОЙ ЛИНИИ. ПРЯМАЯ НА ПЛОСКОСТИ 

В этой главе мы ограничимся рассмотрением линий, расположенных 
на одной и той же плоскости (плоских линий). Одним из основных 
вопросов аналитической геометрии (на плоскости) является вопрос об 
аналитическом представлении линий при помощи уравнений, связываю- 
щих их координаты. Несмотря на то, что вопросы, касающиеся кривых 
линий, отнесены к дальнейшим главам курса, изучению прямых линий, 
мы предпосылаем изложение основных понятий об уравнении линий 
вообще ($ 19—87). Ознакомление с этими понятиями необхолимо для 
отчетливого усвоения дальнейшего. 

1. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЛИНИИ НА ПЛОСКОСТИ 

79. Уравнение линии. В элементарной геометрии обычно изучается. 
тольно одна кривая линия — окружность. . 

Нам предстоит теперь дать общее определение понятия линии. 
Пусть | 

Ф (х, у =0 а} 
есть некоторое уравнение, связывающее две переменные величины х 
и у. Это уравнение определяет, вообще говоря, одну из этих величин 
(например у) как функцию другой (например х); иными словами, раз- 
решая уравнение (1) относительно у, получим 

у==/(х), (2) 
где / (2) обозначает некоторую функцию от х; функция эта, конечно, 
может быть многозначной и однозначной. Мы булем предполагать. 
в дальнейшем, что все значения этой функции непрерывно изменяются 
с изменением х. 

Начнем с. рассмотрения случая, когла 1 (х) — однозначная функция 
по крайней мере в некотором промежутке изменения х. 

Возьмем какую-пибудь систему декартовых координат Оху и будем 
рассматривать переменные х и у как координаты некоторой точки .И 
ча плоскости Оху. Каждому значению х (в рассматриваемом проме- 
жутке) уравнение (2) приводит в соответствие олно внолне опретелен- 
ное значение у (черт. 79)1). 

') Здесь и в дальнейшем ва чертежах, относящихся к системам декартовых 
кобрдинат, буквы. поставленпые протнв отрезков, параллельных осям, обозначают 
отношения их длин или алгебраических значений к даивам соответствуюнгих 
координатвых векторов; в случае пеобобщенных коорлинат эти буквы обозил- 
чают длины или алгебраические значения соответствующих отрезков. 

г 
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Следовательно, каждому значению х соответствует одна вполне опре- 
деленная точка /М на плоскости, имеющая координатами х и у-==Т(х). 

Если теперь х стаиет пробегагь непрерывный ряд значений, то со- 

ответствующая точка /Истанет непрерывно перемещаться по плоскости Оху, 
описывая некоторое геометрическое ме- 
сто С; это геометрическое место назы- 
вается линией. 

Мы предположили У/(х) однозначной; 
но это ограничение несущественно; дей- 
ствительно, если }(х) многозначна, ‘то 
каждому значению х будет соответство- 
вать не одно, а несколько значений 
у==(х), т. е. несколько точек М, М’, 
М",... на плоскости. При изменении х 

Черт. 79. каждая из этих точек опишет некоторое 
геометрическое место; каждое из этих 

геометрических мест (а также их совокупность) прелставляет собою 
то, что мы называем линией (см. черт. 80; на эгом чертеже каж- 
дому значению х в промежутке ах х<. В соответствуют две точки; 
когда х изменяется в указанном промежутке, эти точки описывают 
соответственно луги АМВ и АМ’В; совокупность их представляет 
замкнутую линию. Значениям х вне указанного промежутка не соответ- 
ствуют никакие точки). 

Замечание. Точки /М, М’, М",..., соответствующие одному и 
тому же значению х, могут описать и несвязанные между собою линии; 
совокупность этих линий все-таки называется линией, представляемой 
уравнением (2). 

Резюмируем теперь сказанное. 
Линия (на плоскости), по нашему определению, представляет собою 

геометрическое место точек, координаты которых удовлетворяют 
: ‘уравнению с двумя переменными вида (2) 

или, что все равно, вида (1). 
Уравнение (1), или (2), определяющее 

линию, называется уравнением этой линии. 
Но самому определению линии уравне- 

ние (2), или, что все равно, уравнение (1), 
удовлетворяется тогда и только тогда, когда 
хи представляют собою координаты ие- 
которой точки данной линии. Итак, уравне- 

нием данной линии (на плоскости) нази- 
Черт. 80. вается уравнение с двумя переменными 

вида (Г), которое удовлетворяется тогда и 
только тогда, если на место переменных х ни у подставить коорди- 
наты какой-либо точки этой линии. 

Короче, уравнение данной линии есть соотношение, связывающее 
координаты точек, расположенных на данной линии (и только этих 
точек). 

Для сокращения речи мы булем в дальнейшем часто называть линию, 
прелставляемую уравнением Ф(х, у)==0, просто „линией < (х, у) =0“. 
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Замечание. Необходимо отметить, что данное нами определение 
линии — слишком общее. Оно охватывает и такие геометрические об- 
разы, которые очень разнятся от того, что мы привыкли называть 
линией. 

Для того чтобы приблизить (более или менее) данное выше опре- 
деление линии к тому интуитивному представлению о ней, которое у 
нас имеется, слелует наложить на функцин Ф (х, у) или Г(х) в уравне- 
ниях (1) или (2) некоторые ограничения (непрерывность, диференци- 
руемость до известного порядка и пр.). См. об этом в курсах диферен- 
циальной геометрии и анализа. 

80. Примеры: уравнения прямой линии и окружности, Для поясне- 
ния сказанного в прелылущем параграфе, а также для подготовки 
к общим прелложениям, изложенным в дальнейшем, мы составим уравне- 
ния двух простейших линий — прямой и ок- 

ружности !). Читателю усиленно рекомен- 
дуется внимательно пролелать все упражне- 
ния, приведенные в конце этого параграфа, 
не смущаясь их чрезвычайной простотой; эти 

примеры очень облегчат усвоение общих 
предложений, выводимых в дальнейшем, 

Во всем этом параграфе координаты для 
простоты предполагаются прямоугольными. 

1. Уравнение прямой?), Пусть А есть 
прямая на плоскости Оху, не параллельная 
оси Оу (черт. 81). Положение прямой булет Черт. 81. 
вполне определено, если известны орди- 
ната 3) р —=ОА точки пересечения прямой с осью Оу и угол ©, кото- 
рый прямая составляет с осью Ох. Этот угол отсчитывается от Ох в 
положительном направлении, или, что все равно, от вспомогательной 
оси Ах’, олинаково направленной с осью Ох. 

Пусть М(х, у) есть любая точка прямой А. Имеем, очевидно, ВМ == 
=— АВ. а (обозначения указаны на чертеже). Здесь под ВМ и АВ мы 

подразумеваем алгебраические значения векторов ВМ и АВ  соответ- 
ственно по направлениям осей Оу и Ох. Читатель легко убедится, что 
предыдущая формула справедлива и в смысле знаков, 

Имеем, далее ВМ =ур— р, АВ=х. Подставляя эти значения 
в предыдущую формулу, получим 

у—6—ща-х, 
ИЛИ 

у=ах-Ь, (1) 

1) Этим самым будет показано, что прямая и окружноеть подходят под 

общее определение линий, данное в предыдущем параграфе. 
2) Уравнение прямой будет выведено в дальнейшем еще иным путем; здесь 

это уравнение выводится в качестве примера для пояснения сказанвого в пре- 
дыдущем параграфе. 

$) Под ОЛ надо, конечно, подразумевать алгебраическое значение вектора 

ОА по оси ОУ. 

Н. И, Мусхелишвили, — 1946 С 10 
. 
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где для краткости введено обозначение 

{я а. (2) 

Уравнению (1) удовлетворяют координаты всякой точки нашей прямой, 

и легко убедиться, что, обратно, всякая точка, координаты которой 
удовлетворяют этому уравнению, непременно 
нахолится на нашей прямой, Следовательно, 
(1) есть уравнение прямой А. Напомним, 
что в этом уравнении 2 и р обозначают по- 
стоянные величины (а = 4, В = Од). 

Величина а называется угловым коэфи- 
циентом, так как она зависит от угла пря- 
мой А с осью Ох, а величина 6 — началь- 
ной ордннатой (т. е. орлинатой, соответ- 
сгвующей нулевому значению абсциссы). 

Рассмотрим теперь исключенный нами 
выше частный случай, когда прямая А па- 

Черт. 82. раллельна оси Оу (черт. 82). В этом слу- 
чае положение прямой вполне определяется 

абсциссой с = ОС——точки пересечения прямой с осью Ох, Ясно, что коор- 
динаты всех точек — М (х, у} прямой (и только этих точек) удовлетво- 
ряют соотношению 

Х==с. (3) 

Это соотношение и представляет собою уравнение прямой Д; то об- 
стоятельство, что вторая координата (у) не входит в это уравнение, 
никакого значения не имеет. 

Возвращаясь теперь к общему случаю, заметим, что если дано 

уравнение прямой, то ее очень легко построить. Для этого достаточно 
найти две какие-либо ее точки. Чтобы найти две такие точки, доста- 

точно прилать переменной х в уравнении (Г) два различных частных 
значения х., х. и вычислить по формуле (1) 

\ м соответствующие значения переменной у; пусть 
эти значения будут у, У». Тогда точки (ж, у!) 
и (х.,У.) будут точками, расположенными на ` 
нашей прямой (см. упражнения в конце пара- 

графа). 
—, 2. Уравнение окружности. Составим теперь 

уравнение окружности в предположении, что 
дан центр С (а, 6) ее и радиус г (черт. 83). 

Черт. 83. Наша окружность, по определению, есть 
теометрическое место точек, расстояние кото- 

Рых до точки С (а,6) равно постоянной величине г. 
Пусть М(х, у) — любая точка на плоскости. Расстояние ее до С 

равно 

Ув 0—5}; 
для того чтобы точка М находилась на окружности, необходимо и до- 

статочно условие 

У -о— =» 
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или, по уничтожении радикала 

фа (уф 6 =. (4) 
Это уравнение и представляет уравнение данной окружности. Дей- 

ствительно, из самого вывода ясно, что оно удовлетворяется тогда и 
только тогда, когда Х и у представляют собою координаты какой-либо 
точки на окружности. 

Уравнение окружности с центром в начале координат имеет более 
простой вид: 

хе -|- у? =, (5) 
Замечание. Уравнение вида 

х-Ну--2Ах--2Ву,--С=0, (6) 

гле Аи В — постоянные, можно переписать так: 

&-НА-о-- В) А-В — С. 
Если А?-- В? — С>>0, то можно положить А? -|- В? — С = 2; тогда, 

очевидно, что (6) представляег собою уравнение окружности с центром 
в точке (—А,— 8) и с радиусом г= У 42-- В: —С. 

Итак, уравнение вида (6) при соблюдении неравенства 

А?-- В8—С>0 

представляет уравнение окружности (в прямоугольных коорлинатах). 
Ясно, что и, обратно, уравнение любой окружности, т. е. уравнение (4), 
по раскрытии скобок и перенесении г? в левую часть, принимает 
вид (6). 

Уравнение несколько более общего вида, чем (6): 

Ао (х? -|- у?) -- 2Ах-|- 2Ву-|- С==0, (ба) 

где А, -Е0, всегда можно привести к виду (6), разделив обе части 
на Ду. Поэтому и уравнение (ба) представляет окружность, если соблю- 
дено некоторое неравенство, написать которое предоставляем читателю. 

Упражнения 

1. Дано уравнение прямой у-= 2х —3. Найти точки Мь Мо, Мь М, этой 
‚ прямой, абсциссы которых равны соответственно х! = 0, д =1 ж=-—Ь, 
Аз = 2% 

Ответ. Ординаты этих точек будут соответственно: 
=, уж = и =Е. 

2. Построить (пользуясь, например, миллиметровой бумагой) точки М., М, 
М» Ма предыдущего упражнения и проверить, наложив линейку, что эти точки 
расположены на одной прямой. 

8. Построить прямую, уравнение которой есть у=—2х- 4. 
Решение. Полагая, например, х=0, получим у==4, полагая х=1, полу- 

чим у = 2. Чтобы произвести построение, достаточно построить точки (0,4) и 
(1,2) и соединить их прямой. 

4, Написать уравнение прямой, параллельной оси Оу и пересекающей ось Ох 
в точке, абсцисса которой равна — 2. ° 

Ответ. х=— 2. 
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5. Написать уравнения осей Ох и Оу. 

Ответ. Уравнение оси Оу есть х =0. Уравнение осн Ох есть у == 0. 

6. Написать уравнение прямой, проходящей через начало координат и деля- 

щей пополам угол межлу положительнымн направлениями осей Ох и Оу. 

Ответ. х = у, или х—у=0. 

7. Написать уравнение прямой, проходящей через точку (0,3) и составляю- 

щей с осью Ох угол в 60°. 

Ответ, у = хиИЗз-3.. 

8. Упавнение прямой есть у == 3х — 1. Найти угол а, который она составляет 

© осью Ох. 

ОТВЕТ. {2 а =3. 

9. Уравнение прямой есть у== —3х-- 6. Найти точку ее пересечечня 
с осью Ох. 

Решение. Координаты (х,0) искомой точкн должны удовлетворять преды- 
дущему уравнению. Следовательно, абсцисса ее должна удовлетворять уравнению: 

= -— Зх -- 6, 
откуда 

х= 2. 

Проверить полученный результат, постронв рассматриваемую прямую на 
миллиметровой бумаге, 

10. Написать уравнение окружности с центром в точке (—1, 2) и равиусом, 
равным 5. 

Ответ. (х Е 12 (у— 2) = 25, или х2 | у 2х —4у= 20, 

11. Показать, что уравнение хз -|- у -- 2х |-2у == 14 есть уравнение окруж- 
ности; найти центр и радиус окружности. 

Решение. Предыдущее уравнение можно переписать, очевидно, так: 

(ЕО 0 =16. 
Слезовательно, центр находится в точке (—1, —1), а радиус равен 4. 
12. Найти точку М пересечення прямых, уравнения которых таковы: 

у=2х—1 и у=Зх— 2. 

Решение. Координаты (х, у) точки пересечения должны удовлетворять обоим 
предыдушим уравнениям, так как точка М находится как на одной, так и на 

другой прямой, Поэтому мы получим искомую точку, решив систему уравнений: 

уУу=2х—Ь 

у= 3х — 2. 

Это решение дает х ==1, у == 1. Значит, точка пересечения есть точка ма, 1). 
Проверить полученный результат графически, постронв на миллиметровой 

бумаге рассматриваемые прямые. 
13. Найти точки пересечения окружности, уравнение которой есть (х — 1) 

+(-—2)-=4, н прямой, уравнение которой есть у == 2х. 
Решение. Координаты искомых точек удовлетворяют обоим предыдущнм 

уравнениям (ср. предыдущее упражнение). Решая совместно эти два уравнения, 
найдем два решения: 

5+2И5 10+4/5 
ЕД 2 в. 

и ай 

5275 10—45 
р ити 

Точки (хи, м1) н (хо, Уз) будут искомыми точками пересечения. 
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81. Параметрическое представление линии. Вместо того чтобы 
для аналитического представления линии пользоваться уравнением вида 

Ф(х, у) =0, (10 
часто бывает удобно выражать переменные координаты точек линии при 
помощи третьей вспомогательной переменной или параметра # 

х=0(0, у=ч(0, (2) 
где Ф() и 9(1) предполагаются обыкновенно непрерывными функ- 
циями {. г 

Исключение { из двух последних уравнений приволит к одному 
уравнению внда (1), т. е. к обычному виду уравнения линии. 

Приведенный выше метод представления кривой при помощи 
уравнения 

у==1(х) | 
есть частный случай параметрического пред- 
ставления; действительно, стоит только поло- 
жить х==р чтобы послелнее уравнение све- 
лось к совокупиости двух уравнений: ы 

х=Ь у==7 (1, 

т. е. к уравиениям вида (2). 
Параметрическое представление линии на- 

прашивается само собой, еслн ее рассматривать 
как путь, описываемый точкой, движущейся по 
определенному закону. Если в этом случае мы обозначим через # время, 
протекшее от произвольно выбранного начального момента, то х иу 
(координаты движущейся точки) будут определенными непрерывными 
функциями & 

Черт. 84. 

Х=9(1), у=у(0, 

ибо раз закон движения известен, каждому моменту времени Ё соответ- 
ствуег вполне определенное положение точки, или, что все равно, 
вполне определенные значения координат х и у. 

Возьмем для примера окружность 1) радиуса г с центром в начале 
координат О. Пусть М(х, у) — любая точка окружности. Будем счи- 
тать координаты прямоугольными. 

— 
Обозначим через # угол, составляемый радиусом-вектором ОМ 

с осью Ох, предполагая, что этот угол отсчитывастся от Ох в '’поло- 
жительном направлении. Легко видеть, что (черт. 84) 

Х==Гс05Ь у =—гуш &, 

Это и есть искомое параметрическое представление окружности. 
Для того чтобы перейти от парамегрического представления к 

уравнению окружности, достаточно исключить # из предыдуших уравне- 
ний, Возводя их с этой целью в квадрат и складывая, получим 

эру я 

3) Параметрическое представление прямой будет выведено инже, 
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(так как т? Ё-|- с05? #= 1); мы получили, как и следовало ожилать, 

уравнение (5) предыдущего параграфа. 

82. Уравнения линии в различных системах координат. Вид 

уравнения линии зависит, конечно, не только от вида самой линии, но 

и от выбора системы координат. Если вместо одной системы координат 

взять другую, то уравнение данной линни изменится определенным об- 

разом. 
Пусть 

Ф (х, У) =0 (1) 

` есть уравнение данной линии, отнесенной к определенной системе Оху 

декартовых координат. Пусть, далее, взята какая-либо другая система 

О'х’у’ цекартовых координат. Координаты (х,у), (х'’,у) одной и той 

же точки относительно этих двух систем связаны соотношениями видё 

0 х==а-Нах-РЬУ, у==б-- них ту (2) 

подставляя эти выражения в (1), получим уравнение вида 

Ф, (х', у) =0, (3) 

где для краткости введено обозначение 

Ф (а-их-Н ВУ, р тих -- ту) =Ф, (х,, у’). (4) 

Уравнение (2) представляет собою” уравнение данной линии, отне- 

сенной к новой системе осей О’х”у’. 

- До сих пор для аналитического представления линий мы пользо- 

вались системой декартовых координат. Однако с таким же успехом 

можно было бы воспользоваться любой другой системой. Какую бы 

систему мы ни положнли в основу, всегда возможно составить уравне- 

ние данной линии, т. е. уравнение с двумя переменными, которое 

удовлетворяется тогда и только тогда, если на место переменных под- 

ставить координаты какой-либо точки ланной линии. 

Если (1) есть уравнение данной линии относительно системы декар- 

товых координат, то, чтобы перейти от этого уравнения к уравнению 

той же линии относительно любой другой снстемы, достаточно ‘на 

место х и у подставить их выражения через новые координаты. 

Пусть, например, уравнение 

ы | Ф(х, у)=0 

есть уравнение ланной линии относительно декартовой, прямоугольной 

системы координат. 

Полагая (см. $ 60) 

х==рс05ф, У==рэтф, 

мы преобразуем предылущее уравнение в следующее: 

$: (р, $) =0, (5) 

где для краткости введено обозначение 

Фи(р, $) = © (рсозф, р $). 
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Уравнение (5) представляет собою уравнение данной линии отно- 
сительно полярной Системы координат, связанной с первоначальной 
системой, как указано в 5 60. 

83. Основиые вопросы, связанные с аиалитическим представле- 
нием линии, Аналитическое представление линии при помощи уравне- 

ния дает нам возможность изучить вид и свойства ее средствами, пред- 
ставляемыми нам математическим анализом. 

Прежде всего можно составить себе представление о виде линии, 
уравнение которой залано, определив положение на плоскости ряда 
достаточно близких точек ее. Это можно сделать следующим образом, 

Пусть 
Ф(х, у)=0 (1) 

есть уравнение рассматриваемой линии относительно какой-либо си- 
стемы координат, Решив его относительно у!), получим уравнение вида 

у= (а). (2) 

Придавая переменной х ряд достаточно близких значений х;, х., Хз 
и т, д. мы сможем, пользуясь соотношением (2), вычислить соответ- 
ствующие значения переменной у; пусть эти значения суть у, = (х/), 

У = (5%), уз == (хз) и т. д. Нанося на бумаге точки (№1, У!), (х», 55), 
(хь, Уз) и т. д., получим ряд точек, принадлежащих данной линии, 
а соединяя этИ точки плавной чертой, получим приблизительное пред- 
ставление об ее форме. 

(Если мы ‘имеем дело с прямоугольной декартовой системой, то 
удобнее всего для нанесения точек пользоваться миллиметровой бумагой.) 

Если линия представлена параметрически 

х=9(), у=У(, (3) 
то для нанесения ряда ее точек достаточно придать параметру ряд до- 
статочно близких значений Д, №, ци т. д, и вычислить при помощи 
предыдущих уравнений координаты соответствующих точек (х1, у), 

(х, У), (хв, Уз) и т. д, принадлежащих нашей линии. 
Указанный способ изучения формы линии (при помощи построения 

отдельных точек) есть, так сказать, ‘механический способ. Такой способ 

очень часто дает вполне достаточные для практических целей резуль- 
таты, но часто также может оказаться недостаточным, так как он, 

в большинстве случаев, не дает возможности с полной уверенностью 
судить об общих свойствах линии, не дает нам общей точки зрения. 
Очень многие качественные свойства кривой могут ускользнуть от нас 

при таком механическом изучении. 
Для более точного качественного и количественного изучения линии 

требуется изучение ее уравнения методами анализа, 
В простейших случаях (и для изучения простейших свойств) можно 

обходиться средствами элементарной математики; в более же сложных 

1) Мы предполагаем здесь, что это возможно сделать и что у есть одно- 
значная функция х по крайней мере в некотором промежутке нзменення пере- 
менной х. Если у— многозначная функция, то каждому значению х будет со- 
ответствовать несколько значений у, что не меняет по существу рассуждений, 
приведенных в тексте (см. 8 79). 
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случаях приходится прибегать к средствам диференциального и интег- 
рального исчислений. Эги последние случаи относятся уже к области 
диференциальной геометрии. 

Илогда уравнение изучаемой линии не дается непосредственно, и 
линия задается как геометрическое место точек, удовлетворяющих не- 
которым условиям. Тогда для изучения этой линии методами аналити- 
ческой геометрии надо прежле всего составить ее уравнение (или пред- 
ставить ее параметрически). Укажем в общих чертах как это делается. 
Вспомним прежде всего, что падо полразумевать под словами „геомет- 
рическое место“. Геометрическим местом точек (на плоскости) назы- 
вается совокупность точек плоскости, положение которых не произ- 
вольно, а удовлетворяет некоторым заданным условиям. Задать геомет- 
рическое место -—это значит задать условия, которым должны удовлет- 

ворять точки геометрического места. 
Предположим теперь, что задано какое-либо геометрическое место. 

Нас в данный момент интересуют следующие вопросы: 1} узнать, пред- 
ставляет ли собою заданное геометрическое место линию; 2) в случае 
положительного ответа составить уравнение этой линии. 

Эти два вопроса решаются одновременно следующим образом. Возь- 
мем какую-либо систему координат; пусть х, У обозначают координаты 
произвольной точки М рассматриваемого геометрического места. Поло- 
жение точки М подчиняется определенным условням, характеризующим 
это геометрическое место. Но, так как положение точки /М вполне ха- 
рактеризуегся ее координатами х, у, то условия, которым должно улов- 
летворять положение М, сводятся к некоторым условиям, связывающим 
величины х и у. Эти последние условия могут свестись к одному един- 
ственному уравнению вида 

Ф(х, У) ==0; (1) 

если это имеет место, то рассматриваемое геометрическое место есть 
линия, выражаемая уравнением (1), и наша залача решена. 

Может, однако, случиться, что упомянутые условия не могут быть 
выражены одним уравнением вида (1). Тогда рассматриваемое геометри- 
ческое место не есть линия. 

В некоторых случаях из самого определения геометрического места 
непосредственно вытекает, что положение точек этого геометрического 
места вполне характеризуется значениями некоторой переменной вели- 
чины (параметра) #. Это значит, что координаты х и у являются фуяк- 
циями этой величины, т. е. х==$(1), у=4ф(Ь. Значит, в этом случае 
рассматриваемое геометрическое место есть линия; параметрическое пред- 
ставление ее будет найдено, если будут найдены функции © и $. 

До сих пор мы говорили об изучении свойств линий при помощи 
изучения функциональной зависимости между координатами её точек. 

Но уравнение линии можно использовать и с обратной целью, т. е. 
с ц>лью изучения данной функциональной зависимости при помоши 
линии, представляемой этой зависимостью. Именно, если дана функцио- 
нальная зависимость, связывающая две переменные х иу, т, е. дана 
соотношение 

У = та (^^). 
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где /(х) — данная функция, то можно, взяв какую-либо определенную 
систему координат, построить линию, уравнением которой служит пре- 
дыдущее уравнение. Линия эта даст нам ясное представление о харак- 
тере изменения зависимой переменной у при изменении независимой 
переменной х. Если мы начертим эту линию на бумаге, то получим 
графическое изображение (или график) данной функции. 

Таким графиком можно часто с успехом заменить таблицы, дающие 
значения у. Например, построив график функциональной зависимости 
‚у = 10* или х= Шу, можно этим графиком (там, где не требуется 
большой точности) заменить таблицы логарифмов (см. следующий па- 
раграф, пример 1). 

84. Примеры различных линий. В этом параграфе мы приводим 
несколько примеров для иллюстрации сказанного, в дополнение к при- 
мерам $ 80, где были рассмотрены урав- 
нения прямой и окружности !). 

В приводимых примерах мы, смотря 
по удобству, пользуемся той или иной 

системой координат, Надо заметить, 
что, хотя, теоретически говоря, безраз- 
лично, какую координатную систему 
брать для аналитического представления 
линии и графического изображения * 
функции, на практике целесообразный 
выбор системы координат имеет гро- 
мадное значение. Неудачный выбор мо- 
жет даже в простейших случаях при- Черт. 85. 

вести к весьма громозлким формулам. 
1. Показательная, или логарифмическая, кривая. Рассмотрим урав- 

нение 

у==а", (1) 
где & — положительное постоянное число. Если рассматривать хи укак 
прямоугольные декартовы координаты точки, то линия, представляемая 
предыдущим уравнением, называется показательной (или логарифмиче- 
ской) кривой. 

Предположим `для определенности, что а>>1, и исследуем форму 
нашей кривой. 

При х==0, у— 09 =—1; когда х возрастает, то возрастает и ах; 
когда х стремится к со, то и у==а* стремится к со. При убывании 
х, а*, оставаясь все время положительной величиной, стремится к нулю, 

когда х стремится к — ©. 

Кривая имеет вил, изображенный на черт. 85. 

Мы видели, что при х, стремящемся к — со, у беспредельно убы- 
вает; это значит, что при х, стремящемся к — со, точки кривой беспре- 
дельно приближаются к оси Ох, никогда на нее не попалая 2). 

1) Рекомендуем читателю просмотреть также вывод уравнений эллипса, гипер- 
болы и параболы, помещенный в главе УИ. | 

2) Мы видим здесь пример того случая, когда „механическое“ построение 
кривой при помощи нанесения на бумагу ряда точек может ввести нас в заблу- 
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Если существует прямая, обладающая тем свойством, что при не- 

ограниченном продолжении в одну или другую сторону она беспредельно 

приближается к точкам данной кривой, эта прямая называется асими- 

тотой данной кривой. Мы видим, что ось Ох является в нашем слу- 

чае асимптотой. 
Если наша кривая вычерчена с достаточной точностью и в доста- 

точно большом масштабе, то ею можно пользоваться для приближен- 

ного вычисления а”, если лано значение х (черт. 85). Этой же кривой 

можно пользоваться для вычисления х, если дано значение у. Из урав- 

нения (1) следует, что 

х = 2 а у; (2) 

следовательно, наш график дает возможность вычислять логарифмы по 

основанию 2. Если мы построим кривую для случая а == 10, то полу- 

чим график, который мо- 

\\ жет заменить (если не 
требуется большой точ- 
ности) таблицу десятич- 
ных логарифмов. 

2. Синусоида. Так на- 
зывается линия, предста- 

вляемая в декартовой пря- 

моугольной системе ко- 

ординат уравнением 
Черт. 86. у==зшх. (3) 

Постараемся составить себе представление о форме этой кривой 

(черт. 86). 
При х==0 имеем у==0. Следовательно, кривая проходит через на- 

и 

2 
2 г 

от 0 до максимального значения яп 5 =1. При дальнейшем возра- 

чало координат. Когда х возрастает от 0 до ->„, то у==зшох возрастает 

. п р п 

стании х, у начинает убывать. Так как п (5+ К =8т (7 —3), то 

кривая симметрична относительно прямой, параллельной оси Оу и пере- 
ж 

секающей ось Ох в точке с абсциссой х == г (черт. 86, пунктирная 

прямая). При х=т, у снова обращается в 0, и так как $1 (== 

==—5ш (п-——й), то часть кривой для промежутка п = х = 21 предста- 

вляет собою часть для промежутка 0=х-=л, но только зеркально 

отраженную от оси Ох и сдвинутую по этой оси на расстояиие м. 

Далее, часть кривой для промежутка Эт = х=4п будет иметь в 

точностн ту же форму, что и рассмотренная уже часть для промежутка 

ждение. Если, например, а == 10 и за единипу длины принят, сантиметр, то уже, 

например, для х = —8 мы бы получили у— 10—3 == 0,001 см =0,01 мм Но 

одна сотая миллиметра уже практически неотличима на чертеже от нуля, так 

что все точки кривой, начиная с х = —3 (и даже раньше), попали‘бы на ось Ох, 

и мы получили бы ложное представление, что часть нашей кривой сливается 

с осью Ох. 
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0=х=2и, так как “пох есть периодическая функция с периодом 27; 
то же относится к промежутку 4 = х= би ит. д. 

Наконец, для отрицательных значений х получим такую же картину. 
Кривая будет покрывать сама себя, если ее сдвигать вправо или влево 

по оси Ох на расстояние, равное 2м. 
Предоставляем читателю показать, что кривая, изображаемая урав 

нением 
у==с05х, (4) 

представляет собою ту же синусоиду, сдвинутую по оси Ох на рас- 
и 

стояние, равное > - 

3. Конхоида есть кривая, определяемая следу- у 1 

ющим образом, Из некоторой неподвижной точки А 

проводятся прямые АК и на этих прямых от 
точки их пересечения К с некоторой неподвиж- 

ной прямой А откладываются (в ту и другую сто- 

роны) отрезки КМ и КМ’, равные данной по- 
стоянной величине [. Совокупность полученных м 

таким образом точек М и М’ называется кон- 

хоидой Никомеда. Из самого определения ясно, А — 

что конхоида состоит из двух ветвей, располо- 
женных по ту и другую стороны прямой АД. Легко д 

также видеть, что прямая А будет асимптотой 
для обеих ветвей (черт. 87). Возьмем ось Оу пря- 
моугольной системы на прямой Ди примем за ось 

Ох ось, перпендикулярную к прямой А, напра- 
вленную от А к точке пересечения О с этой 

прямой; точка О будет началом координат. Пусть Черт 81 
— 

|ОА|==а. Найдем сперва параметрическое пред- 
ставление конхоиды, приняв за параметр угол $, составляемый векто- 

`- — 
ром АК с осью Ох и отсчитываемый от оси Ох. 

и 

Угол ф может изменяться в промежутке от — до-|--,. Для .ко- 
—> 

ординат точки М, откладываемой на продолжении вектора АК, будем, 
очевидно, иметь 1) 

—> —> —> 

х == пр, ОМ == пр, ОК-- пр, КМ = {с0$, 
—= — — 

у== пр, ОМ = пр, ОК-[- пр, КМ = ау -|-19п о. 

Для точек М’, откладываемых в противоположную сторону, полу- 
чим, очевидно, такие же формулы, только вместо / надо взять — 2, 

Итак, параметрическое представление нашей кривой будет 

х==--/с0$, 

у=аще--15шт, (5) 

_——> 
1) Радиус-вектор ОМ точки М ие изображен на чертеже. 

. 
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где одновременно берутся либо верхние (для правой ветви), либо ниж- 
ние (для левой ветви) знаки !). } 

Чтобы от параметрического представления конхоиды перейти к урав- 
нению ее, достаточно исключить ф из предыдущих уравнений. Первое 
из них дает 

оф =; 

второе дает 
= 1] яп у (= ЕЕ ф, 

или, подставляя вместо созф найденное выше значение, 

у=+ (“+ Г) а т, 

откуда . 

= та 
Пользуясь теперь соотношением зш?ф-|-с05*ф —1 и подставляя в него 
найденные значения $10, с0$Ф, получим 

Ху? 

8 (х -- к + а)? а 

или, после очевидных упрощений, 

реву 0. = (6) 
Это и есть уравнение конхоиды относи- 

тельно взятой нами прямоугольной системы 

координат. 
4. Спираль Архимеда. Пусть ось А вращается 

вокруг неподвижной точки О и пусть по оси А 
движется точка /М так, что алгебраическое 

—> 
значение р вектора ОМ (по оси А) пропорционально углу поворота ф *) 
этой оси, отсчитываемому от некоторой неподвижной оси Ох (черт. 88). 
Путь, описываемый точкой, называется спиралью Архимеда. По самому 
определению, имеем 

р—=а5, (7) 

где а — некоторая постоянная (коэфициент пропорциональности). 

Это и есль уравнение спирали Архимеда в полярных координатах, 
если принять О за полюс, а Ох—за полярную ось. 

Будем считать а положительной величиной. ‘Тогда часть спирали, 

соответствующзя положительным значениям Ф, имеет вид, изображенный 
иа чертеже сплошной чертой (конечно, спираль делает бесчисленное 

“ 
` 

1) Читателю предоставляется доказать, что можно ограничиться, например, 
одним верхним знаком, если придавать углу ф значения не только из проме- 

жутка ( —5, +=) ‚ но и из промежутка (—т, -|- п), или (что все равно) из 

промежутка (0, 2т). 
2) Угол $ мы будем измерять в радиднах, 
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множество завитков при возрастании ф от 0 до со); за положительное 
направление отсчета Ф мы приняли направление, противоположное на- 
правлению вращения часовой стрелки. 

Часть кривой, соответствующая отрицательным значениям ф, изо- 
бражена пунктиром. 

5. Циклоидой называется путь, описываемый одной из точек М ок- 
ружности, катящейся без скольжения по неподвижной прямой. Пусть Ю 
обозначает радиус калящейся окружности. Примем за ось Ох прямо- 
угольной системы прямую, по которой катится окружность, а за начало 
координат-— одну из тех точек этой оси, где точка /М катящегося круга 
попадает на ось Ох; ось Оу направим так, как указано иа черт. 89. 

Рассмотрим какое-либо по- 
ложение катящейся окружно- 
сти, и пусть А есть точка ка- 
сания ее с осью Ох, а С— 
центр ее. Обозначим через # 
угол АСМ, отсчитываемый от 

— 
направления СА в направлении, 
указанном на чертеже стрел- 
кой. Ясно, что задание угла # Черт. 89. 
(который мы будем измерять 
в радианах) вполне определяет положение катящейся окружности и, сл?- 
довательно, положение точки М. Поэтому величину Ё можно выбрать за 
параметр для представления циклоиды. Так как качение происходит без 
скольжения, то отрезок ОА равен длине дуги окружности АМ = АЁ 

Выразим теперь координаты х, у точки М через &. 
—> 

Если ОМ есть радиус-вектор точки М (этот радиус-вектор на чертеже 
не изображен), то 

ж==Ир. ом — = пр, ОА--пр, АС пр, с, 

У=пр, ОМ = = пр, ОА -Е пр, АС-- пр, СМ. 
Но, очевидно, 

—> —> —= 
пр, ОА =ОА=ЮЬ пр,АС=0, пр, СМ = — Кэт И), 

—> —> - > 
пр, ОА ==0, пр, АС= К, пр,СМ == —Юсо5Ё\). 

Подставляя эти значения в предыдущие формулы, получим параметриче- 
ское представление циклоиды: 

х=Ю(— 10, у=Ю(1— 5058, (8) 

Ри 

1) Заметим, что угол 9, который вектор СМ составляет с осью Ох и кото- 
рый считается (при нашем выборе снстемы осей Ох, Оу) положительиым при 
отсчете против движеиня часовой стрелки, связан с углом # (который считается 
положительным при отсчете по часовой стрелке) формулой: 

` 

ф == — 5 —Е-- 28к (где № — целое число) 

— — „›, 

(см, чертеж). Следовательно, пр; СМ == А с05ф = — Ю ыпё пру СМ = Е чпу = 
= -АЮс05Ё 

„ 
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85. Классификация плоских лииий. Исходя из представления линий 
при помощи уравнений относительно декартовых координат, можно 
установить определенную классификацию плоских линий. 

Линия называется алгебраической, когда ее уравнению можно придать 

ВИД 

Е(х, у)=0, (1) 
гле Р(х, у) обозначает полином, т. е. целую рациональную функцию 
переменных хи у, иначе говоря, представляет собою сумму членов 
вида 

Аж, (2) 
где Ё и [— целые неотрицательные числа, а А-— постоянный коэфициент, 

В этом случае координата у, определяемая уравнением (1) как неявная 
функция от х, будет алгебраической функцией, 

Все неалгебраические линии называются трансцендентными кривыми. 
Алгебраические линии разбиваются, в свою очередь, на линии раз- 

личных порядков. Именно, линия, изображаемая уравнением (1), назы- 
вается линией порядка и, если п обозначает степень полинома Л (х, у) 1). 

Например, прямая есть алгебраическая линия первого порядка, так 

как она изображается уравнением первой степени 

у-— ах—В=0 

ИЛИ 
х—с=0 

(см. $ 80). Окружность есть алгебраическая линия второго порядка, 
так как она изображается уравнением второй степени ($ 80). 

Линия, уравнение которой 

хз и в Зху ыы 0, 

есть линия третьего порядка. Конхоида, рассмотренная нами в преды- 
дущем параграфе, есть алгебраическая линия четвертого порядка. (Все 

другие линии, рассмотренные в предыдущем параграфе, — трансцендент- 

ные линии; см. еще $ 87, замечание.) 
Наша классификация алгебраических линий не имела бы смысла, 

если бы порядок линии зависел от выбора (декартовой) системы коор- 

динат, Мы покажем сейчас, что порядок данной линии не зависит от 

этого выбора. 
Действительно, пусть в данной системе декартовых координат урав- 

нение алгебраической линии имеет вид 

Ес, У) = 0, 

гле Р(х, у) — целая рациональная функция переменных х, у. 

Взяв какую-нибудь другую декартову систему и полставляя на место 

х иу их выражения через новые координаты 

х==а-Нах--Ьу, у=ё-Нтих ту 

:) Степенью одночлена ДхАу! называется сумма показателей степеней Еир 

т. е. А --[. Степенью всего полинома РЁ (х, У) называется наивысшая из степе- 

ней слагаемых одночленов. 
` 
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(см. $ 82), мы получим уравнение той же линии относительно иовой 
системы 

Е’ (©. у') = 0, 

где ‘полином Р’(х’, у’) есть результат подстановки в Р(х, у) выра- 
жений (3). Легко показать, что степени полиномов Ри РГ’ одинаковы. 
Покажем сперва, что степень Е” не превосходит степени Р. В самом 

деле, Р(х, у) есть сумма членов вида АхРу?. Если произвести 

указанную подстановку, то вместо этого члена получим выражение: 
А(а Ах’ Е Бур (Ь-- тх’-| тзу’)9. Если на самом деле произвести 
перемножение (т.е. если А умножить р раз наа-- Ах’-- У’ и раз на 
Ь-- т,х’ -- тзу"), то, очевидно, получится сумма членов вида Вх”у”», 
причем ни в одном члене г-1-5 не будет превосходить р-|-9- 

Меняя ролями системы Оху и О'х’у, убедимся тем же способом, 
что степень Р не превосходит степени Ё’; следовательно, степени Ри 
Е’ равны между собою. 

Итак, мы можем говорить о порядке алгебраической линии, не ука- 
зывая системы декартовых координат, к которым относится уравнение 
линии. 

Еще один пункт требует разъяснения. Может случиться, что данное 
уравнение Р(х, у)==0 алгебраической линии, где Р(х, У) полином, 
эквивалентно 1) другому уравнению Ру(х, у) ==0, где Ро(х, у) также 

полином, но степени низшей, чем Р(х, у). Например, уравнение 

(х— У)?==0, очевидно, эквивалентно уравнению Хх — у=0. 
Пусть Вь(х, у) =0 — уравнение, эквивалентное данному, но такое, 

что его уже нельзя заменить эквивалентным уравнением еще более низ- 

кой степени. Естественно тбгда под порядком рассматриваемой алгебра- 

ической линии подразумевать не степень полинома Р, а степень поли- 

нома Ру. Однако часто целесообразно поступать и иначе. Об этом бу- 
дет сказано подробно ниже, в $ 174. . 

Замечание. Не надо забывать, что установленная нами класси- 

фикация линий (разделение на алгебраические и трансцендентные линии) 

основана на представлении линий уравнениями относительно декарто- 
вых координат. Например, спираль Архимеда, уравнение которой есть 

р =: 

где ри обозначают полярные координаты, а а — некоторую постоян- 
ную, есть трансцендентная линия, несмотря на то, что ее уравнение не 
только алгебраическое, но и линейное относительно полярных коорди- 
нат. Действительно, переходя от полярных координат к декартовым по 

формулам $ 60, получим 

У 
И» У? == а ас >; 

— уравнение явно трансцендентное, 

1) Уравнения Р(х, у) =би Рь(х,'у) = 0 называются эквивалентными, если 

всякая пара чисел х, у, удовлетворяющая одному, удовлетворяет и другому. 
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86. Распадающиеся и нераспадающиеся алгебраические линии 1). 

Если левая часть уравнения алгебраической кривой 

Б(х, У) =0, @) 

представляющая собою полином, может быть разложена на два множи- 

теля, которые также суть полиномы, т. е. если имеем тождество 

Б(х, У) = Е, (х, У.Е» (х, У, 

где Е. (х, у) и Е»(х, У) представляют собою полиномы (иначе говоря, 

пелые рациональные функции от переменных х и у), то тогда уравне- 

ние (1) принимает вид у : 

Ри (х, У.Е (х, у)=0. (2) 
Переменные х и у, удовлетворяющие этому уравнению, должны, 

конечно, удовлетворять одному из двух уравнений 

Е. (х, у)=0 или РБ, (х, У) =0; (3) 

обратно: переменные, удовлетворяющие одному из этих уравнений, 

удовлетворяют и уравнению (2). Каждое из двух предыдущих урав- 

нений есть уравнение некоторой алгебраической кривой. Из сказанного 

ясно, что точки кривой, представляемой уравнением (2), принадлежат 

одной из кривых, представляемых уравнениями Р! (х, у)=0 или 

В, (х, у) =0, и обратно. 
Иными словами, кривая, представляемая уравнением (2), состоит из 

совокупности двух кривых, представляемых уравнениями (3). 

В этом случае говорят, что кривая, представляемая уравнением (1),— 

приводимая или распадающаяся, так как она распадается на две алге- 

браические линии (3). Каждая из последних может быть, в свою оче- 
редь, распадающейся, так что разпадающаяся кривая может распадаться 
не только на две, но и на большее число алгебраических кривых. 

Например, линия, представляемая уравнением 

ж—уз-О или (х—У(х-РУ=0, 
распадается на две прямые линии, представляемые уравнениями 

х—у-—0 и х-ру=0. 

Если полином Р(х, у) не может быть разложен на два множителя, 

представляющих собою полиномы, то кривая, представляемая уравне- 

нием (1), называется нераспадающейся или неприводимой. 

Из сказанного ясно, что изучение приводимой кривой всегда можно 

свести к изучению неприводимых кривых, из которых она состоит. 

Замечание. Не надо думать, что алгебраическая кривая, состоя- 

щая из двух разлельных ветвей (например гипербола, с которой мы 

познакомимся в главе УП, или конхоида, рассмотренная в $ 84), всегда 

представляет собою приводимую кривую. Решающее значение имеет 

не раздельность ветвей, а возможность разложить левую часть уравне- 

ния кривой, приведенного к виду ЁР(х, у) == 0, на несколько множителей, 

представляющих собою полиномы. 

1) Об этом будет подробнее сказано ниже (в $ 174), 
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Например, нетрудно показать, что левая часть уравнения конхоиды 
84 

ре о-в о 
(при а#0, 120) не может быть разложена на два таких множителя, 
а потому конхоида есть неприводимая кривая: обе ветви ее с алгебраи- 
ческой точки зрения представляют собою одно целое (то же касается 
гиперболы, с которой познакомимся в главе УП). 

87. О пересечении двух линий. Для дальнейшего важно уметь ре- 
шать следующую задачу: даны две линии уравнениями 

Ф(, у) =0, (1) 
И 

у (х, У) —0; (2) 

требуется найти точки пересечения этих линий. Координаты искомых 
точек (если они существуют) должны одновременно удовлетворять 
уравнениям (1) и (2), так как искомые точки должны одновременно 
находиться на линиях, представляемых этими уравнениями. Следователь- 
но, чтобы найти координаты точек пересечения, надо решить систему , 
двух уравнений 

ы (х, У) =0, 
Ф(, у=0 

с двумя неизвестными 1). Сколько будет решений, столько и будет то- 
чек пересечения; если предыдущая система не имеет решений, то данные 
линии нигде не пересекаются. 

Число точек пересечения алгебраических линий порядков 2 ил не 
превосходит произведения ти; исключение может представить только. 
тот случай, когда одна линия целиком входит в состав другой, или 
когда линии -— распадающиеся, имеющие общие части 2). Ниже (в $ 100) 
будет приведено доказательство этого утверждения для случая, когда 
одна из рассматриваемых линий -— прямая. Доказательство для общего 
случая можно найти в любом курсе высшей алгебры. 

Заметим здесь же (подробнее об этом см. ниже, $ 174), что если 
определенным образом условиться о счете „кратных“ точек пересечения 
и учитывать также „мнимые“ и „бесконечно удаленные“ точки, то можно 
утверждать, что число точек пересечения всегда равно т-п, за исклю- 
чением случая, когда линии имеют общие части. В частности, число 
точек пересечения алгебраической кривой л-го порядка с прямою, не 
входящей в ее состав, всегда равно п (если принять вышеупомянутую 
обобщенную точку зрения). Таким образом порядок данной алгебраиче- 
ской кривой можно определить как число точек ее пересечения с про- 
извольной прямой, не входящей в ее состав. 

Возвращаясь к общему случаю, заметим, что задача о пересечении 
лвух линий принимает особенно простой вид, если одна из линий за- 
дана параметрически. 

1) См. упражнения 12 и 13 8 80. 
2) Под „частью“ мы понимаем любую из тех алгебраических ливий, на ко- торую распадается данная лииия, 

Н, И Мусхелишвили, — 1946 4 и 
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Пусть требуется найти точки пересечения линии, заданной параме- 
трически: 

х=9$(0, у=у(1), (3) 
Е ` 

с линией, заданной уравнением Ф (х, у) =0. Подставляя выражения (3) 
в это уравнение, получим уравнение с одним неизвестным #& 

Фе (0), $(1] =0. (4) 
Найля корни этого уравнения и подставляя их в (3) на место & по- 

лучим значения координат искомых точек. 
Замечание. Из сказанного выше о числе точек пересечения алге- 

браических кривых вытекает, в частности, что если данная линия 
пересекается с какой-либо прямой в бесчисленном количестве точек 
(не содержа, однако, эту прямую в качестве составной части), то линия 
эта непременно трансцендентна. 

Этот признак сразу позволяет нам заключить, например, что сину- 
соида, циклоида и спираль Архимеда суть трансцендентные кривые. 

Однако обратного заключения сделать нельзя. Например, показатель- 
ная кривая есть линия трансцендентная, несмотря на то, что любая пря- 
мая пересекает ее не болыше чем в двух точках!), как это легко дока- 
зать, и что почти очевидно на основании чертежа (черт. 85). 

Упражиение 

Найти точки пересечения двух окружностей, заданных уравнениями 

эфу=4 и (буи, 
Ответ. (1, Уз) и (1, -— УЗ). 

Мы видим, что число (дэйствнтельных) точек пересечения равно 2. Если бы 
мы ввели в рассмотрение мнимые и бесконечно удаленвые точки, то могли бы 
показать, что кроме найденных двух точек пересечения существуют еще две 
точки пересечевия (одвовременно мнимые и бесковечно удалевные). 

п. РАЗЛИЧНЫЕ ВИДЫ УРАВНЕНИЯ ПРЯМОЙ 

В этом отделе мы более детально изучим вопрос о представлении 
прямой на плоскости при помощи уравнения. 

88. Уравнение в коэфициентах направления. Параметрическое 
представление. В $ 80 мы вывели уравнение прямой, считая коорди- 
наты прямоугольными. „Легко тем же способом вывести уравнение пря- 
мой в любой системе декартовых коорлинат. Мы предпочитаем, однако, 
вывести здесь уравнение прямой иным путем. 

Пусть (черт. 90) А есть заданная прямая. Положение ее вполне опре- 
деляется заданием одной из ее точек Мо (хе, У) и какого-либо вектора 
Р == (Хх, У), не равного нулю и параллельного ей. 

Итак, будем считать заданными координаты хо, У‚ точки М и коор- 
динаты А, ГУ вектора Р. Вектор Р мы. будем называть вектором на- 
правления данной прямой. 

1) Конечно, здесь идет речь только о действительных точках; мнимых точек 

мы пока в рассмотрение не вводнм. 
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Для того чтобы точка М (х, у) находилась на прямой А, очевидно, 
—— 

необходимо и достаточно, чтобы вектор ММ, = (х—Ху, у — У) был 
параллелен вектору Р == (Х, У). Вспоминая же условие параллельности 
двух векторов ($ 37), видим, что предыдущее условие сводится к сле- 
дующему: 

Я № У № кет». о) 
Так как предыдущее уравнение выражает условие, необходимое и до- 

статочное для того, чтобы точка (х, у) находилась на А, то оно и пред- 
ставляет уравнение этой прямой. 

Коэфициенты Хи 7, входящие в него, называются коэфициентами 
направления, так как они вполне определяют вектор направления Р, а 
следовательно, и направление прямой. По- 
этому предыдущее уравнение называется 
уравнением в коэфициентах направления. 

Очевидно, что, обратно, всякое урав- 
нение вида (1) есть уравнение” прямой, 
проходящей через точку Му (хо, У) и па- 
раллельной вектору Р. 

Заметим теперь, что вместо вектора Р 
можно взять любой другой, параллельный 

ему (направленный в ту же или проти- Черт. 90. 
воположную сторону). Иными словами, 
коэфициенты Хи У в уравнении (1) можно заменить любыми пропор- 
циональными им величинами ЕХ и АУ, где АЕ — произвольное число, 
отличное от нуля. Это, конечно, очевидно и непосредственно, так как, 
разделив обе части уравнения (1) на произвольное число А (отличное от 
нуля), получим уравнение 

Х — № __ У— У 
АР (1а) 

равносильное предыдущему. 
Из сказанного следует, что направление прямой А, определяемой 

уравнением (1), зависит не от самих величин Хи 7, а от их отноше- 
ния, например, от отношения 

а =, (2) 

это отношение называется угловым коэфициентом данной прямой, так 
как оно определяет направление ее, а следовательно, и угол, составляе- 
мый ею с осью Ох (см. еще следующий параграф). 

Возвращаясь к уравнению (1), заметим, что из него можно получить 
очень простое параметрическое представление нашей прямой. Действи- 

тельно, обозначив через { общее значение отношений (1), т. е. положив 

я 20. У 6 2 
Хх У ? 

получим . 
Х=№ | ХЬ У=У- УБ (3) 
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это и есть параметрическое представление прямой; параметр { имеет очень 

простое геометрическое значение. Именно, из самого определения сле- 

дует, что # есть отношение (см. стр. 58) параллельных векторов Мм и Р. 

Вместо вектора Р произвольной длины мы, конечно, можем взять 

орт, который обозначим через е; координаты этого орта обозначим че- 

рез [и 1, т. е, положим 
е = (4 т). 

Величины Ги т мы будем называть ($ 44, замечание) координатами 

направления данной прямой!). Уравнение ее в этом случае напишется 

так: 

х—х _Уу У. 
т а! (4) 

это уравнение мы будем называть уравнением 8 координатах напра- 

вления. 
В случае применения орта е (вместо вектора Р произвольной длины) 

параметрическое представление (3) примет вид 

х==ж-Н1\ уу ть (5) 

в этом случае параметр # представляет собою, попросту, алгебраическую 

величину вектора ММ по направлению е, т. е. расстояние переменной 

точки М до постоянной точки ЛМ, снабженное определенным знаком. 

Замечание. Если прямая А параллельна одной из осей коорди- 

нат, то один из коэфициентов Х, У равен нулю, так как вектор Р’ дол- 

жен тоже быть параллелен одной из осей. Если, например, А парал- 

лельна оси Оу, то Х==0, и уравнение (1) примет вид: 

х-ю У. 

АЕ В. 
это последнее уравнение надо, на основании сказанного в замечании $ 37, 

понимать как равносильное уравнению х — хо == 0, причем у — у, остается 

произвольным. 
Итак, уравнение прямой, параллельной оси Оу, имеет вил: 

х—с=0, (6) 

где с==х, обозиачает абсциссу точки пересечения прямой с осью Ох 

(этот результат мы ‚уже получили и раньше в $ 80; там мы считали 

координаты прямоугольными, что, конечно, в данном случае несуще- 

ственно), 
Аналогичное уравиение получим для прямой, параллельной оси Ох. 

Упражнения 

1. Составить уравнення прямой, проходящей через точку (0, 3) и параляель- 

ной вектору (2, 5). 

1) Так как орт е можно заменить ортом — == (— 1, — т), то, если В т 

суть координаты направления прямой, то и (—4 — ") будут координатами на- 

правления той же прямой, 
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2. Составить правнение прямой, проходящей через точку (3, —1) и парал- 
лельной вектору (5, 0). : 

х—8 „У! 

5 0 
Ответ. ‚ Те. (см. выше, замечание) у -{ 1 ==0. 

89. Приведенное уравнение прямой. Предположим теперь, что пря- 
мая А не параллельна оси Оу, т. е. что в уравненин (1) прецдылущего 
параграфа Х-- 0. Тогда это уравнение, умножив на У, можно перепи- 
сать так: 

У—мж=а(х — 2), (1) 

где для краткости введено обозначение 

У 
= о (2) 

Уравнение (1) можно переписать еще так: 

у=ах-|- 6, (3) 

где 2 = у, —@хо есть постоянная. 
Предылущее уравнение называется приведенным, или простейшим, 

уравнением прямой !). 
Весьма важно уяснить себе и хорошо запомнить геометрическое зна- 

чение коэфициеятов а и $ этого уравнения. Еслн х==0, то, как пока- 
зывает уравнение (3), у ==6. Следовательно, 5 есть ордината точки пе- 
ресечения нашей прямой с осью Оу или, как говорят, начальная орди- 
ната (мы ввели уже это понятие в 6 80). 

Что касается коэфициента &, то, как мы уже сказали в предыдущем 
параграфе, он определяет направление нашей прямой и называется угло- 
вым коэфициентом. 

В случае прямоугольных координат, как было уже показано в $ 80, 
имеем 

а= фра, (4) 

где а обозначает угол прямой А с осью Ох. Выведем еще раз это важ- 
иое соотношение, исходя из формулы (2), и вместе с тем несколько 
подробнее остановимся на вопросе об отсчете угла а. Угол этот мы 
будем отсчитывать от оси Ох, приписывая ему знак в зависимости от 
направления отсчета ?). 

Если ф обозначает угол, составляемый вектором Р с осью Ох, то 
ясно, что в качестве угла а мы можем взять и угол $, и угол от 
(или вообще угол Ф-- А", где &— целое число), так как прямая 
(в противоположность оси или вектору) не имеет определенного 
положительного направления, благодаря чему замена ф на ф-|- т приво- 
дит к направлению той же прямой (черт. 91). 

Вернемся теперь к выражению «=>. Так как Хи У суть коор- 

1) Оно было уже нами получено в 6$ 80, где, однако, мы предполагали коор- 
линаты прямоугольными. 

2) Направление отсчета положительных углов есть, по нашему всегдашнему 
соглашению, то, которое ведет кратчайшим путем‘ от оси Ох к оси Оу. 
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динаты вектора Р, то, как мы знаем из 5 47 (и как это видно из черт. 91), 
у 

бен = 18$} 
но так как фи а могут отличаться на кратное т, а функция ро имеет как раз период т, то по==щфоа, и мы получаем требуемую формулу (4). Итак, если дан угловой коэфициент а, то угол © можно вычислить по формуле (4); эта формула дает нам не одно значение а, но_бесчис- ленное множество значений, отличающихся друг от друга слагаемыми вида Ат, которые не оказывают никакого влияния на направление А; ноэтому мы можем всегда ограничиться вычислением любого из этих значений, например того, которое заключено между 0 их. 

Черт. 91. Черт. 92. 

В случае декартовых координат общего вида для углового коэ- фициента будем иметь формулу : 

162] эта а=- [9 (у —а) (5) 
где, как и выше, & обозначает угол прямой АД с осью Ох, отсчитывае- мый от этой последней, у — координатный угол, |и| и |у| — длины коор- динатных векторов осей Ох и Оу. Предоставляем доказать эту формулу читателю; см. черт. 92, на котором буквами Х и У обозначены отрезки, алгебраические значения которых суть |и| Хи |у|У. 

Если дано приведенное уравнение У-=ах-|-6, то ему всегда можно придать вид уравнения в коэфициентах направления. Для этого доста- точно написать его в виде 

ИЛИ 

в, (6) 
мы видим, что наше уравнение действительно привелось к уравнению в коэфициентах направления; коэфициентами направления служат в данном случае Х=ТГи У=а. 

Замечание. Выводя приведенное уравнение, мы предполагали, что прямая не параллельна оси Оу, т, ве, Х 30, Если Х==0, то, ко- 
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нечно, уравнению прямой нельзя придать вила у==ах- р, так как в 
этом случае ее уравнение будет х =с (см. предылущий параграф). Вы- 

У 
ражение а==-х теряет смысл (обращается в бесконечность). Однако 

_и в этом случае иногда удобно говорить об угловом коэфициенте а, рав- 
ном бесконечности. 

90. Общее уравнение прямой. Мы видели, что уравнение всякой 
прямой можно представить в виде 

у—ах—6==0, 

если она не параллельна оси Оу, ив виде 

х— 2 =0, 

если она параллельна оси Оу. Оба эти уравнения представляют собою 
частные виды уравнения 

Ах-- Ву С==0, (1) 

представляющего собою общий вид уравнения первой степени. 
Легко видеть, что, обратно, всякое уравнение вида (1), т. е. всякое 

уравнение первой степени, есть уравнение некоторой прямой. 
Мы предполагаем, конечно, что коэфициенты А и В не равны одно- 

временно нулю, иначе уравнение (1) не содержало бы переменных х и 
у и не выражало бы никакой зависимости между ними. 

Рассмотрим два возможных здесь случая. 
1. Предположим сперва, что В -Е0. Тогда уравнение (1) можно ре- 

шить относительно у, что дает 

А С 

а м. 
ИЛИ ‘ 

у=ах-Е 6, (2) 
где положено 

а = — А О 
т В ? тг. В° 

Таким образом наше уравнение (1) есть уравнение прямой с началь- 
ной ординатой фи угловым коэфициентом а. 

2. Предположим, что В ==0. Тогда уравнение примет вид Ах -|-С ==0, 

или, так как А-Ё 0, 
Хх =с, (3) 

где положено с==—-<. 

Ясно, что прелыдущее уравнение выражает прямую, параллельную 
оси Оу и пересекаюшую ось Ох в точке с абсциссой, равной с. 

Итак, мы доказали, что всякая прямая изображается уравнением пер- 
вой степени и, обратно, всякое уравнение первой степени изображает 
прямую. 

Уравнение вида (1) называется уравнением прямой в общем виде. 
Из предыдущего ясно как приводить общее уравнение прямой к про- 
стейшему (приведенному) виду. Для этого достаточно решить его отно- 

сительно у, если В -Е 0. Если В ==0, то уравнение приводится к виду (3). 

’ 
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От приведенного вида можно, в свою очередь, всегда перейти к 
уравнению в коэфициентах направления, как это указано в конце пре- 

- дыдущего параграфа. 
Замечание. Мы исключили из рассмотрения случай, когда А = 

—В==0; если это имеет место, то уравнение (1) сводится к следую- 
щему: 

С ==0, 

При С, отличном от нуля, это уравнение не может быть уловлетво- 
рено никакими конечными значениями х и у, т. е, не выражает никакого 
геометрического места (с точки зрения элементарной геометрии). Однако 
в этом случае говорят, что предыдущее уравнение выражает бесконечно 
удаленную или несобственную прямую (см главу \1). 

Такая „несобственная прямая“ считается „параллельной“ всякой дру- 
гой прямой на данной плоскости. Во всем дальнейшем, если противное 
не о’оворено 0собо, мы будем считать, что в уравнении прямой по 
крайней мере один из коэфициентов А, В отличен от нуля. ' 

Иногда имеет смысл рассматривать и случай А—=В=С==0; в этом 
случае говорят, что уравнение представляет „неопределенную“ прямую. 

. 

Упражнения 

1. Привести уравнение прямой 2х -|- 2у—5=0к простейшему виду. 

Ответ. у == —*+2. 

2. Привести уравнение Зх — 5у-- 1 =0к простейшему виду, а затем к виду 
в коэфициентах направлення. 

Ответ. Приведенное (простейшее) уравнение будет 

З 1 
ый +=. 

. Однн из вндов уравнення в коэфициентах направления будет 

1 

7—5 _ хо 

Е 
5 

или, еще, умножая знаменатели на 5, 
1 

х—0 _ Ба р 
ее ЕВ 

3. Прелполагая координаты прямоугольнымн, найти угол а, составляемый прямою упражмения Ё с осью Ох, 

; п ® З= Ответ, ИЗ или, что сводится к тому же, п 3 Е т =--; 60- 1 

лее обще в и. 

91. Частные случаи общего уравнения прямой. Если в общем 
уравнении прямой 

Ах --Ву-- с =0 

к 
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один из коэфициентов равен нулю, то это характеризует некоторые особенности в положении прямой, которые мы и отметим. 
1. Если в общем уравнении С==0, то уравнение принимает вид 

Ах-| Ву==0. 

Соответствующая прямая проходит через начало координат, так как предылущее уравнение удовлетворяется значениями х=0, у—0. 
2. Если в общем уравнении В =0, то оно приводится к виду 

С 
А 3 

т. е. соответствующая прямая параллельна ‘оси Оу, как было уже ска- зано в предыдущем параграфе. 
3. Если в общем уравнении А =0, то оно приводится к виду 

С 
о а. 

и соответствующая прямая параллельна оси Ох. 
Отметим еще, что уравнение самой оси Ох есть 

у==0, 
а уравнение оси Оу 

х=0. 

92. Знак трехчлена Ах-|-Ву-|-С. Трехчлен 

Ах-| ВУ С (1) 
обращается в нуль тогда, когда точка (х, У) лежит иа прямой А, пред- 
ставляемой уравнением 

Ах-- Ву с =0; (2) 
для точек же, не лежащих на А, 

Ах-|- ВС 0; 

это следует из самого понятия уравнения прямой. Представляет интерес исследовать, какой знак принимает трехчлен (1) для различных точек 
М(х, у) плоскости. 

Прямая ДА разбивает всю плоскость на две части. Пока точка М (х, у) находится в одной из этих частей, трехчлен (Т) сохраняет по- 
стоянный знак, так как переменить свой знак на обратный он может только предварительно обратившись в нуль, а это может случиться только тогда, когда точка М (х, У) попадает на прямую 4. Покажем теперь, что по разные стороны прямой трехчлен имеет противоположные знаки. Действительно, предположим для определенности, что В > 0. Возьмем 
какую-либо прямую, параллельную оси Оу, которая непременно пересе- 
чет данную прямую !) в некоторой точке Мь(хь Уз), и на проведенной прямой возьмем еще две точки М” (ж, у’) и М” (хо, У"), причем так, 

1) Так как прн В, не равном нулю, прямая 4 не параллельна оси Оу, 
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чтобы у’> Уи у” «У (черт. 93). Так как точка М, (хе, Ус) лежит 
на прямой А, ее координаты должны обращать в нуль трехчлен (1); 
иначе говоря, 

Аж- Ву-- С==0. 

Если в предыдущем равенстве заменить У› большею величиною у’, оче- 
видно, равенство нарушится, и мы будем иметь (так как В > 0), 

Аж- ВУС> 0; 

Ах, -|- Ву’ < 0; 

а это и доказывает, что по разные стороны от А трехчлен (1) прини- 
мает противоположные знаки. 

Мы предположили, что В >> 0; если В < 0, то в двух последних не- 

равенствах знаки неравенств надо заменить на обратные, и полученный 
р результат останется в силе. Наконец, если 

В=—=0, то тогда, наверное, А не равно 
нулю, и наши рассуждения останутся в 
силе, еслн помеиять ролями оси Ох и Оу. 

Пусть, например, дана прямая 

Точно так же 

2х у—3==0. (3) 

Если в трехчлен 

2х -у—3 (4) 

Черт. 93. подставить координаты начала (т. е. 
х==0, у=0), получим для него отрица- 

тельное значение (— 3). Следовательно, для всякой точки, находящейся 
по ту же сторону от прямой, что и начало, 

2х-|-у—3< 0; 

для точек же, находящихся по другую сторону, 

2х |-у—3>0. 

Например, так как координаты точки М (5, 3) обращают трехчлен (4) 
в положительную ‘величину 

2.5-|-3—3 == 10, 

то точка М н начало координат расположены по разные стороны пря- 
мой А. 

Вообще сказанное в этом параграфе позволяет, очевидно, сразу ре- 
шить, расположены ли данные две точки по разные стороны данной 
прямой или по одну и ту же сторону. 

Упражнения 

1. Показать, что точки (5, —1) и (2, 3) расположены по одну стороиу пря- 
мой х-- Зу— 1=0, а точка (1, —5) — по другую. 

2. Показать, что прямая у -= 2х -|- 1 пересекает прямую, соединяющую точки 
А(--2, и В (4, 1), между точками А и В. 

Построить при помощи клетчатой бумаги указанные точки и прямые (пред- 
полагая коорцннаты пряиоугольными) и проверить результат на чертеже, 
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93. Уравнение в отрезках на осях. Следует заметить еще один вид 
уравнения прямой, к которому можно привести общее уравнение: 

_ Ах--Ву-НС==0, (1) 

в случае, когда С-Е 0. 
Именно, разделив обе его части на С, изменяя знаки и вводя обо- 

значения 

—=2 = р? с —= д ? (2) 

‚можем переписать уравнение (1) в виде 

. Хх У 
7 = ==1. З Иа (3) 

В этом очень симметричном уравнении величины риф имеют весьма 
простое геометрическое значение: именно, р есть отрезок, отсекаемый 
рассматриваемой прямой на оси Ох и измеренный единицей |и| (длиной 
координатного вектора оси Ох); 4 — отрезок, отсекаемый прямой на 
оси Оу и измеренный единицей |у| (длиной координатного вектора 
оси Оу); предполагается, что оба эти отрезка снабжены знаками 1). 

Действительно, найдем точку пересечения прямой, изображаемой 
уравнением (3), с осью Ох, иначе говоря, найдем точку прямой (3) с 
ординатой у, равной нулю. Полагая в предыдущем уравнении у == 0, по-° 

лучим 

= 
т. е. х=р, как было сказано; точно так же докажем наше утверждение 
относительно 0. 

Принимая во внимание только что указанное геометрическое значе- 
ние коэфициентов ри 4, уравнение (3) называют уравнением прямой в 
отрезках на осях координат. 

Замечание. Если коэфициент А в общем уравнении равен нулю, 

то на основании (2) 7 =0 (т. е. р== оо); уравнение (3) примет вид 

ре = 

это уравнение, как и следовало ожидать, изображает прямую, парал- 
лельную оси Ох и отсекающую на оси Оу отрезок 4 (измеренный еди- 
ницей |\|); можно н в этом случае сказать, что прямая отсекает на осях 
координат отрезки р == с® и 9. 

Аналогичное замечание относится и к случаю В = 0. 
94. Построение прямой по заданному уравнению. Прямую, изо- 

бражаемую уравнением (3) прелыдущего параграфа, просто построить. 

Для этого достаточно отложить от начала координат по соответствую- 
щим осям отрезки, алгебраические значения которых равны |и|р и 
[у|[9, и соединить их концы прямою. ь 

1) Алгебраические значения этих отрезков равны |и]ри |\ |9. В необоб- 
щенных координатах они равны просто р ни 3. 
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Если прямая задана уравнением в общем виде, в котором ни один из коэфициентов не равен нулю, достаточно это уравнение привести к предыдущему виду, чтобы указанное построение сделалось применимым. : Рассмотрим, например, прямую, заданную в необобщенных коорди- 
натах уравнением 

х —Зу—6=0; 

деля обе части на 6 и перенося единицу в правую часть уравнения, ‚„лолучим 

ба 
следовательно, прямая отсекает на оси Ох отрезок 6, а на оси Оу— 
отрезок (— 2). 

Если один из коэфициентов А, В общего уравнения равен нулю; то прямая параллельна одной из осей координат, и потому ее также легко построить. 
. Если, наконец, С==0, то прямая проходит через начало координат, чтобы ее построить, достаточно построить еще какую-нибудь одну ее точку; для этого можно произвольным образом задать абсциссу этой точки и вычислить соответствующую ординату. Напрнмер, если дано 
уравнение прямой 

3х —4у=0, 

то, взяв, например, х==4; получим у=3. Поэтому прямая проходит через начало координат и через точку (4, 3). 
| Вообще для построения прямой, заданной уравнением, достаточно найти две какие-либо ее точки, как было отмечено уже в $ 80. 95. Геометрическое значение коэфициентов АиВв общем урав- ненни. Вернемся к уравнению прямой в ‘общем виде 

Ах-- ВУ-С=0 (0 
и укажем чрезвычайно простое геометрическое значение коэфициентов А и В, которое очень облегчит решение многих задач. Именно, считая временно В Е 0 и решив предыдущее уравнение относительно у, полу- чим приведенное уравнение а 

у==ах + р, (2) 
где угловой коэфициент хи . С другой стороны, мы знаем (589 р у у? у 

У что а=—--, где Х, У обозначают координаты вектора направления 
нашей прямой. Следовательно, 

7: у Хх у И: За или ==: (3) 

Рассмотрим теперь вектор, имеющий координатами В и — АД, т, е, вектор (В, —4). Как показывает вторая из формул (3), этот вектор параллелен вектору направления данной прямой, а следовательно, и самой 
этой прямой. 

Итак, имеем предложение: вектор (В, — А) пароллелен прямой, представляемой уравнением (1). * 
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Так как в качестве вектора направления прямой может быть взят 
любой вектор, параллельный ей, то мы всегда можем считать, что вектор 

есть вектор направления прямой, представляемой уравнением (1). Ясно, 
что с таким же правом мы можем взять вектор —Р == (-— В, А). 

Мы считали В-Е0, но очевидно, что и в случае В =0 результат 
остается справедливым !). 

Можно указать еще другое геометрическое значение коэфициентов А, 
В, которое, в противоположность предыдущему, имеет место только 
в случае прямоугольных координат. Именно, легко видеть, что в этом 
случае вектор @, имеющий координатами А и В, т. е. вектор 

9 = (^, В), (5) 

перпендикулярен к прямой, представляемой уравнением (1). 
Действительно, имеем Р.0=В.А-|-(—А).В==0, т. е. вектор © 

перпендикулярен к Р, а это и требовалось доказать, 

Предывущий результат останется справедливым и в случае обобщенных 
декартовых координат, если его формулировать так: вектор @, ковариантные 
коордиваты которого суть А и В, перпенликулярен к прямой (1). 

Для цоказательства вспомним формулу для скалярного произведения векто- 
ров в обобщенных координатах ($ 56), из которой опять слелует, что Р.© =0. 
Под Р = (В, —А) мы, как и выше, подразумеваем вектор, обычвые (контрава- 
риаитные) координаты которого суть В н — А. 

96. Нормальное уравнение прямой. Считая координаты прямоуголь- 
ными и пользуясь указанным выше свойством вектора @ = (А, В); мы 
можем придать уравнению прямой 

Ах-- ВУ-С=0 (1) 
вид, на который следует обратить внимание. Именно, умножая уравне- 
ние (1) на некоторый множитель Х (отличный от нуля), т. е. переписав 
его в виде 

Ах + АВУ-»С==0; (2) 

можно всегда добиться того, чтобы вектор У == (ХА, »В), который на 
основании сказанного в предыдущем параграфе перпендикулярен данной 
прямой, был ортом. Для этого достаточно выбрать Х так, чтобы 

А-В) = 1, 
ее ЩИ 

У №+в ° 

Чтобы остановиться на каком-нибудь определенном знаке перед ра- 
дикалом, условимся подбирать ‚его так, чтобы произведение ХС было 
отрицательной величиной (геометрическое значение этого условия будет 
указано ниже); в случае же, когда С==0, будем выбирать знак перед 
радикалом по преизволу. 

т. е. 

(3) 

1) Действительно, в этом случае вектор Р == (0, — Д) параллелен оси Оу, 
так же как и данная прямая Ах -{ С=0. 
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Обозначая через ® угол, составляемый ортом У == (ХА, ^В) с осью 
Ох (и отсчитываемый от этой оси), а через — р произведение ХС, будем 
иметь 

ЛА =с0$4, ХВ =жзф, ЛС = -р, (4) 

и уравнение (2) примет вид 

хсозф-|-- узшу — р==0. (5) 

Последнее уравнение носит название уравнения прямой в нормаль- 
ном виде (нормальный вид Нее), 

Мы знаем, что вектор У == (с0оз%, 3$) перпендикулярен к нашей 
прямой А. Покажем, что при нашем условии относительно зиака /) (при 
С-ЕО0) вектор У, если его приложить к началу координат, будет обра- 

щен в сторону АД и что р==| ОК |] есть длина 
перпендикуляра, опущенного из начала коор- 
динат на А (черт. 94); К обозначает основа- 
ние этого перпендикуляра. 

Действительно, если М (х, у) есть неко- 
торая точка на А, то, обозначая через ОК 

— 

алгебраическое значение вектора ОК’ по на- 
— 

правлеиию \, будем иметь ОК==У.ОМ 1). 

Но У= (соз$4, зтФ), ОМ == (х, У). Следова- 
тельно, ОК==хсоз$-|- уяшф, откуда, на 

ее основании (5), ОК =р. Так как по условию 
Р_> 0, то вектор ОК должен иметь направление \, и его длина равна р; 

это и доказывает наше утверждение. 
Добавим, что когда С==0, то р=0, а положительное направление 

У может быть выбрано по произволу, как было уже сказано. 
Запомним, что для приведения уравнения (1) к нормальному виду 

достаточно умножить его на множитель ^, данный формулой (3), по- 
добрав знак так, чтобы ХС < 0. Множитель Х называется нормирующим - 
множителем. 

Черт. 94. 

В случае косоугольной необобщенной системы координат вектор У с кова- 
риантмыми координатами ХА, ХВ перпендикулярен к А (см, предыдущий пара- 
граф). Чтобы этот вектор был ортом, нало подобрать Х так, чтобы ($ 57) 

{42 О.В}? — 2 (ХА) ОВ) созу = вп? х, 
откуда 

ВТУ 
Х Е 

3 У В: —2АВсову 

Выбрав знак перед радикалом так, чтобы ХС 50, обозначая через и, В углы 
орта У с осями Ох, Оу, а через — р произведение ^С, будем иметь?) 

ХА == сово, АВ ==с08В, \С=-р, (7) 
* 

(5) 

т) Действительно, ОК есть алгебраическое значение прямоугольной проекции 
—-^ 

вектора ОМ на направленне, характеризуемое ортом \. 
2) Вместо двух углов о и В можно ввести олин угол ф с осью Ох, который 

отсчитывается от Ох, с учетом направления отсчета. Тогда 

СОВ @ == с08ф, с08В == сов (у — $). 
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и уравнение (2) примет вид 

хсова -|- усов В — р=0, (8) 
называемый нормальным видом. 

Так же, как и выше, легко показать (достаточно буквально повторить пре- 
дыдущие рапораиления, что орт \, будучи приложен к О, будет обращен в сто- 
рову прямой Д и что р есть длина перпеидикуляра, опущенного из О на А. 

Множитель ̂, определяемый формулой (6) и условием ХС < 0, по умножении 
на который уравнеине (1) обращается в нормальное, и здесь называется норми- 
рующим множителем. 

Упражнения 

1. Привести к нормальному виду уравнения (в прямоугольных координатах): 

а) х—у--1=0; 5) х{у=0; с) а =0; 4) х+4=0. 

Ответ. 2) Л; Ут -уз=° или ее т а Ува = = —-уд=% 

У -=0 ии + х сов -^ + т. =0; 
У у У? © НЕ: 

2х зу 1 1 
—— =. = 0Оили х с08 т =0, 
Уз ТУув Уз УТУ Уз 

где 

о вт ф = - . т уз’ ; уз › 

4) —х—4=0 или хсовт—4=0. 

2. Найти длины перпеидикуляров, опущениых Из иачала координат на пря- 
мые, рассматриваемые в м упражнении. 

Ответ. а) $5) 0; © ——;а) 4. 
1 

У2 У 18 

Ш. ОСНОВНЫЕ ЗАДАЧИ НА ПРЯМУЮ 
В предылущем отделе мы подробно ознакомились с вопросом пред- 

ставления прямых при помощи уравнений. Мы увидели, что прямые изо- 
бражаются уравнениями первой степени. Таким образом все геометри- 

ческие вопросы, касающиеся прямых, сводятся к ВА этих 

уравнений, 

Мы ри теперь ряд таких вопросов, нанболее простых и основных, 
и начнем с решения задач, касающихся прямых, уравнения которых 

даны. Затем мы решим несколько задач, которые требуют нахождения 

уравнений прямых по тем или иным геометрическим условиям. 
Во всем дальнейшем под словами „дана прямая“, „найти прямую“, 

н т. д. мы подразумеваем „дано уравнение прямой“, „найти уравнение 
прямой“ и т. д. 

В зависимости от удобства, а также имея в виду приложения, мы 
будем задаваться тем или иным видом уравнения прямой. 

Добавим еще, что в предыдущих параграфах содержатся все элементы, 
требуемые для решения приводимых ниже задач, так что читатель, 

. 
5 
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усвоивший содержание предылущих параграфов, а также некоторые про- 
стые общие предложения, приводимые ниже ($ 106 и 111), может. без 
всякого труда решить эти задачи самостоятельно. Мы могли бы поэтому 
смело отнести эти задачи к категории „упражнений“, и если этого не 
Делаем, то только потому, что результаты решения имеют важное общее 

значение, которое следует подчеркнуть. 

97. Задача 1. Найти условня параллельности и совпадения двух 
залаиных прямых. Пусть прямые заданы уравнениями в общем виде 

Ах -- ВУ- С, =0, (1) 

Ах -- Ву С, =0. (2) 

Для параллельности их, очевидно, необходимо и достаточно, чтобы 
векторы их направлений (см. $ 95) Р, =(В,, —А,) и Р,=(В,— А.) 

были параллельны. Вспоминая же условие параллельности векторов, 
получим 

В: Аз 
В —А,? 

или 

А; _ В 
А, ЕЙ? (3) 

или еще 

А.В, — АоВ, == 0. (За) 

Итак, для параллельности двух прямых, заданных общими урав- 
ненцями, необходимо и достаточно, чтобы коэфициенты при перемен- 
ных х, у одного уравнения были пропорциональны соответствующим 
коэфициентам другого. 

Предыдущее условие (3) можно записать еще так: 

А=А, Вз==ЁВ,, (4) 

где А — некоторое постоянное число [общее значение отношений (3)]. 
Для того чтобы две прямые совпадали (совпадение есть частный слу- 

чай параллельности), к условию (3) или (4) надо присоединить еще 
одно, которое выводится так. Пусть (х, У) обозначает любую точку, 
принадлежащую данным прямым. Тогда х и у одновременно удовлетво- 
ряют уравнениям (1) и (2). Умножая (2) на А и вычитая из (1), полу- 
чим, принимая во внимание (4): 

. С.— ВС. =0, или С, == ЕС, 
Итак, в случае совпадения мы должны иметь 

АЗ=РА, В=АВ, С,=РС, (5) 
или, что сводится к тому же; 

2: Ва „С. 
А: в” © (6) 

Очевидно, что условие (5) также н достаточно, так как при этом усло- 
вии уравнение (1) получается из (2) умножением на постоянное число 
и, следовательно, эквивалентно ему. 
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Итак, для совпадения двух прямых, заданных уравнениями общего 
вида, необходимо и достаточно, чтобы все три коэфициента одного 
уравнения были пропорциональны соответствующим коэфициентам 
другого. | 

Из равенств (5) следует, что имеем тождество 

Азх -|- Ву С, = (А, х-- Ву С,), (5а) 

т. е. равенство, справедливое при всех значениях х, у. Обратно, если 
(52) есть тождество, то из него следует!) равенство (5). 

Поэтому можно сказать, что для совпадения прямых, данных урав- 
нениями (1) и (2), необходимо и достаточно существование такого 
постоянного числа А, при котором (5а) есть тождество. 

Если прямые заданы приведенными уравнениями 

и=ах-ЁР, у= ах -|- 6, (7) 

то, очевидно, условие параллельности сводится к равенству угловых 

коэфициентов, т. е. 

; а =— а!, (8) 

а условия совпадения — к равенствам: 

аз — а, 5. Е 5. 1 (9) 

Эти условия непосредственно вытекают из вышеприведенных условий 
(3) (для параллельности) и (6) (для совпадения), если уравнения (7) 
написать так: ах —у— 2, =0, ах —у— 6. =0. 

Впрочем условия (8) и (9) совершенно очевидны непосредственно, 
если вспомнить геометрические значения коэфициентов приведенного 
уравнения. 

Полученные в этом параграфе результаты непосредственно следуют 
из элементов теории линейных уравнений, как это станет ясным при 

решении следующей задачи. ; 
98. Задача 2. Найти точку пересечения двух прямых. Если пря- 

мые заданы уравнениями (1) и (2) предыдущего параграфа, то точку их 
пересечения найдем, решая систему уравнений первой степени с двумя 

неизвестными: 

А.х-- ВУ- С, =0 1 Ах-- В.У-- С, =0. (0 
Действительно, координаты (х, у) искомой точки должны удовлетворять 
как уравнению первой прямой, так и уравнению второй. 

Из элементов теории определителей известно, что *) 

1°, Если определитель 

А, В | 
А, Ва |= АВ: — АВ, (2) 

1) Легко видеть, Что из тождества вида Ах-- Ву+ С = А'х Е ВУ С' (®) 
следует А-==/’ В=В', С=С'. Действительво, так как, по условию, (*) спра- 
ведливо прн всех значениях х, у, то ово останется справедливым, если положить 
Х=у= 0, а это даст С-= С'. Полагая затем в (*”) х=1, у=0, получим А = 
= А'; аналогично получим В = В'. , 

2) См. Добавление, 5 7. 

Н. И. Мусхелишвнли. 1948 12 
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отличен от нуля, то система (1) имеет опно и только одно решение. 
Следовательно, в этом случае имеется одна точка пересечения. 

2°. Если определитель (2) равен нулю 1), то имеем тождественно (т. е. 
для всех х, у): 

Аьх -|- Вьу == (Ах В,У). (3) 

т. е. 

А. —= Аа, Вь = АВ, 

где Ё — некоторое число. Если при этом С. -/:ЁС:, то система (1) не 
имеет решений. Значит, прямые параллельны, но не совпадают. 

3°. Если, наконец, А, ==АА., В, =АВ, С, — ЁСь т. в. тождественно 

Азх-|[ Вьу -[- С, = А(Аах +В у--С,), (4) 

то уравнения (2) эквивалентны между собою, и прямые совпадают. 

Обратно, если уравнения (2) эквивалентяы, то необходимо имеет место (4). 
Мы, таким образом, вновь получили результаты предыдущего пара- 

графа. 
В рассматриваемом простом случае мы, конечно, легко могли бы 

обойтись без теории определителей. 
Замечание. Если 4,В. — А.В, ---0, то, как мы видели, точка 

пересечения существует. Если теперь, оставляя неподвижной одну из 
прямых, вращать лругую (вокруг одной из ее точек, отличных от точки 

пересечения) так, чтобы она стремилась стать параллельной первой пря- 
мой, то точка пересечения будет беспредельно удаляться. Поэтому-то часто 
говорят, что параллельные прямые пересекаются, но точка их пересече- 
ния находится в бесконечности („несобственная“ или „бесконечно уда- 

ленная точка“). 

Упражнения и дополнения 

1. Найти точку пересечения прямых 

3х 2у—1=0, 2х ру 5=0. 

Ответ. Точка (— 11, 17). 

2. Найти точку нересечення прямых 

5х —2у=б и 10х—4у-=1. 

Ответ. Точка перессчения в бесконечности (прямые параллельны). 

3. Найти точку пересечения прямой, заданной параметрически: 

х=2 у=1- 3 
с прямой 2х — бу—5=0. 

Ответ. Хх =1, у== — 1 . 
2 

99. Задача 3. Найти формулы перехода к иовой декартовой 

системе, оси которой заданы уравнениями. Иногда требуется перейти 

от данной системы декартовых координаг к другой, оси которой в, 
р 

1) Ранг этого определителя равен тогда единице: нулю он равен быть не 

может, ибо мы считаем, что А, и В, не могут быть равны одновременно нулю, 

так же как и А. В.. 
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О’х’ расположены на пересекающихся прямых, заданных соответственно 
уравнениями 

Ах В у-|- С, =0, (1) 

ь А,х-|- Вьу-[ С, =0, (4) 
причем выбор положительных направлений этих осей и длин координат- 
ных векторов зависит от нашего произвола. Эгу задачу проще всего 
рещить следующим образом. 

Имеем ($ 66) 
В 2 ы Й ай ‚ , хаха, у=тхЬтьу--Ь.: 

Точки новой оси О’у’ удовлетворяют уравнению х’ == 0, т. е. 
и у 7 а 

Ах-- Буа —0; 

так как это уравнение должно быть эквивалентно уравнению (1), то на 
основании сказанного в предыдущем параграфе 

1х5 = А, (Ах Ву-- С,), 
где А, — некоторая постоянная. Точно так же 

т х-- тн ==, (А.х-| Вьу- С,). 

Итак, будем иметь следующие формулы перехода 

х— № (Аах-- Ву--С1), У == (Лэх- Взу-| С»), (3) 
где А;, А; — некоторые постоянные (конечно, отличные от нуля). От вели- 
чин и знаков А и А, зависят, очевидно, величины и положительные напра- 
вления новых координатных векторов. Если эти величины и положительные 
направления нам безразличны, то мы можем придать А, А произвольно 
выбранные значения. Проще всего будет положить Ё, =. =1, т.е. 

№ =Ах-Ву-С, у =Ах-- ВУ С,. (За) 

Решая (3) или (За) относительно х, у, получим выражения х, у через 
х’, у’. Это решение всегда возможно, ибо, по заданию, прямые (1), (2) — 
пересекающиеся, т. е. 

А, В, |, 
[ Аз Вь р 

100. Задача 4. Найти точки пересечения данной прямой с дан- 
ной кривой. Задача эта, так же как задача 2, представляет собой част- 
ный случай задачи пересечения двух линий, о которой говорилось в $ 87. 

Пусть 
Ф(х, у)=0 (1) 

есть уравнение данной кривой. Представим данную прямую параметри- 
чески ($ 88): 

х=ж-- М, уж (2) 

(где Ху, У, Х, У — постоянные); значения параметра Ё, соответствующие 
искомым точкам пересечения, должны удовлетворять уравнению (ср. $ 87): 

Ф (Е ХЬ д У) =0. (3) 
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Корни &, & и т. д. этого уравнения, будучи подставлены в (2), 
дадут нам значения координат искомых точек. Число корней уравнения 
(3) может быть и бесконечно большим. 

Остановимся более подробно на случае, когда кривая (1) — алгебраи- 
ческая, п-го порядка, т. е. Ф(х, у) есть полином вида!) 

Ф(х, у = Уаых и (&--1<п). (4) 
Г 

Тогда, очевидно, степень уравнения (3) относительно # будет п 
(в общем случае) или меньше м, если произойдут сокращения. 

Может также случиться, что уравнение (3) обратится в тождество; 
в этом случае все точки прямой (2) принацлежат кривой (1), т. е. пря- 
мая (1) есть составная часть кривой (2). Если исключить этот случай, 
то для определения Ё булем иметь уравнение степени < и, так что точек 
пересечения будет не больше п. Число корней будет всегда равно пм, 
если ввести в рассмотрение „мнимые“ и „бесконечно удаленные“ точки, 
а также „совпадающие“ точки. См. об этом главу УП, $ 174. 

Из сказанного, в частности, выводим следующее заключение; если 
прямая имеет с линией и-го порядка более и общих точек, то прямая 
целиком принадлежит этой линии, 

Предложение это можно доказать и так. Рассмотрим сперва случай, 
когда наша прямая есть ось Ох, т. е. ее уравнение есть у==0. Подста- 
вив в (1) значение у =—0, получим на основанни (4) уравнение 

ап,ох" дате 1--...-- а = 0 

не выше п-Й степени. Если оно имеет больше я корней, то все его 
коэфициенты равны нулю, т. е. 

@п, 0 = @п-ь0==... == @10 == 400 = 0. 

Значит, все коэфициенты членов полинома (4), не содержащих у, равны 
нулю и поэтому у входит во все члены полинома Ф (х, у). 

Взяв у за скобки, будем иметь тождественно | 

‚Ф (х, у) == УФ, (х, у), 

где Ф, (х, У) есть некоторый полином (п—1)-й степени. Уравнение кри- 
вой (1) принимает поэтому вид: 

у-$, (у) =0, (5) 
и наша линия распадается на две: у=0О и Ф, (х, у) =0. 

Если наша прямая задана уравнением общего вида 

Ах-Р ВУ С==0, (6) 
то возьмем эту прямую за новую ось О’х', а за новую ось О’у’ — произ- 
вольную другую прямую (пересекающуюся с предыдущей) 

А’х-- В’у-- С’ =0, 

1) Коэфициенты при х®у’ мы обозначили буквой с двумя значками А и & 
чтобы наглядно показать, к какому члену относится коэфициент, 
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т. е. положим (см. предыдущий параграф) 

У=Ах--Ву--С, х=Ах--Ву-С.. (7) 

В новых переменных уравнение (1) напишется так 

Ч (х’, у) =0, (8) 

где Ч (х', У’) =Ф(х, У), если вместо х’, у’ внести их выражения (7). 
На основании предыдущего, если прямая (6) пересекает линию (1) 

больше чем в л точках [и, значит, прямая у’ ==0 пересекает линию (8) 
больше чем в п точках], мы будем иметь тождество 

(х, у) УЧ: (х, У), 
где Ф, (х’, у’) — полином (п— 1)-й степени. Выражая х/, у’ снова через 
х, у, получим тождество 

Ф (х, у) = (Ах-- Ву-- С) $, (х, у), (9) 
где Ф, (х, У) — полином, получаемый из Ч, (х', у’) подстановкой (7). 

Итак, если прямая (6) имеет с линией л-го порядка (1) более п общих 
точек, то левая часть уравнения (1) разлагается на два множителя, со- 
гласно формуле (9), и, следовательно, кривая (1) распадается на прямую (6) 
и некоторую линию (и—1)-го порядка Ф, (х, у) = 0. 

Упражнения и приложения 

1. Найти точки пересечения прямой х == 1 -|- , у=1 — и кривой 1) 

([х— у = 16. 

ОТ. ЕТ, ети, Ум я А У 

2. Степень точки относительно окружнбети. Дана окружность уравые- 
нием (координаты — прямоугольные): 

х2-+- у 2Ах-- 2Ву-- С=0 (*) 

и прямая, проходящая через точку Мо (хо, Ус), представленная параметрически: 

ХИ, у=У та, (*") 

где 1, т — координаты направления. [Мы знаем, что в этом случае # представляет 
собою расстояиие точки (х, у) до точки (хо, Уз), снабженное' знаком; см, 5 88] 

Пусть М, и М, — точки пересечения нашей прямой с окружностью. Дока- 
зать, что пронзведение расстояннй ММ! и М.М. не зависит от Ги т, т. е. от 
направления секущей, проведенной из точки Мо?). Это произведенне, снабжен- 

т —— 

ное знаком [оно считается положительным, когда ММ, и МоМ. одинаково на- 
правлены, отрицательным — в противном случае 3)] называется степенью точки 
Мо относительно данной окружности. Найти выражение для этой степени. 

Решение. Подставляя значения (**) в уравнение (*), получнм 

бо И бо тд? 24 (ж И) + 285 + т) + С=0, 

1) Эта кривая есть окружность, если координаты прямоугольные. 
2) Эта теорема должна быть известна читателю и из элементарной геометрии. 
3) То-есть произвеление будет положительиым, если ЛМь находится вне окруж- 

ности, и отрицательным, если Мо иаходится внутри (если Му находится ма сямой 
окружиости, то произведение равно нулю). 
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откуда, принимая во внимание, что 2 -|- т? == 1: 

в 2 (хо + ту + АР Вт 2 -- р --2Аж -- 2Ву + С=0. 

Но мы знаем из элементарной алгебры, что произведение корней &, & этого 
квадратного уравиения равно свободному члену, т. е. 

ВЫ = 2 + у. + 2Ахо + 2Вуь + С. 

Но ведь & = ММь & == МоМь где М, и М, суть точки пересечения, соответ- 
ствующие корням {1 и 4. Следовательно, для сгепени Ё точки Мо (хо, У) отно- 
сительно данной окружности имеем выражение 

Е + + 2Аж + 2Вуь + С; (#*®) 
так как это выражение не зависит от [и т, то иаше утверждение доказано. 

Вместе с тем мы видим, что лля получения степени А данной точкн относи- 
тельно окружности достаточно в левую часть ее уравнения, приведенного к виду (*), 
подставить на место х и у координаты данной точки. 

3. Доказать, что геомегрическое место точек, степени (см. предыдущее 
упражпение) которых относительно двух данных окружностей равны между 
собою, есть ирямая. (Эга прямая называется радикальною осью данных окруж- 
ностей.) 5 

Доказательство. Пусть уравнения данных окружностей суть 

хз + уз-- 2А,х +. 2Ву-+ С, =0 

{у 2А.х - 2В.у- С, =0. 

Если (хо. %) есть одна из точек искомого геометрического места, то согласно 
условию [см..предыдущее упражнение, формула (***)] 

хо - 0 + ЗАьхо + 21 о -- С, == < + 53-Е 2Аьжь + 28,5% - Сь 
или после упрощений 

2(А, — 42) жо -- 2 (В, — ВА у + С, — С. =0. 

Следовательно, координаты (ху, %5) точек нашего геометрического места 
удовлетворяют уравнению первой степени относнтельно этих координат; значит, 
наше геометрическое место есть прямая, 

Если данные окружности пересекаются, то раднкальная ось есть прямая, 
проходящая через точки пересечения. Действительно, точки пересечения имеют 
одинаковые степени относительно обеих окружностей (равные нулю). 

и 

101. Задача 5. Найти угол между двумя 
данными прямыми. Под углом межлу прямыми 
Ау и А., рассматриваемыми в указанном по- 
рядке, мы будем подразумевать угол, на кото- 
рый надо повернуть прямую А; (в положитель- 
ном направлении вращения) для того, чтобы 

х привести ее в совпадение с прямой А, 
{черт. 95); этот угол мы будем обозиачать 

-—— 

через А,, А.. Таким образом порядок, в ко- 
тором мы рассматриваем данные прямые, 

имеет значение. Если Р, и Р, обозначают 
Черт. 05. 

векторы направлений данных прямых, то, очевидно, 

И 
> 

где А — целое число, а Р., Р‚ обозначает угол, определенный так, как 
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в $ 48. Действительно, при повороте прямой на угол л она снова совме- 

щается сама с собой 1). 
Поэтому будем иметь 

БА, А. = РЬРь; (1) 

обратно: из предыдущей формулы слелует, что Д,, А. == р. Р.-|- Аг. 

Если прямые А, и А» заданы уравнениями в общем виде 

А,х--Ву-- С =0 и Ах--Вьу--С.=0, (2) 

то можем взять 
Р, == (В,—4:), Р.=(Вь, — 4»). (3) 

Считая теперь координаты прямоугольными, можем применить фор- 

мулу (3) $ 48, куда надо подставить 

ф=Р,Р, Х.==В, И -==-— А» Л==Вь У,=--Аь 
Таким образом получим требуемую формулу: 

о Сы А.В ый А-В! 

АА. ЕВ, ` © 
Если прямые заданы приведенными уравнениями 

у=ах-РВ, у==а»х-- в, (5) 

то предыдущая формула дает (в ней надо положить Л, = а, В, == —1, 

А, =а., Б.==-— 1): 
ее Вы (6) 

РВ о Т- аа * РА 

Эту формулу необходимо хорошо помнить; не надо также забывать, 

что порядок букв имеет значение: в числителе вычитается угловой коэ- 

фициент той прямой, от которой отсчитывается угол. 

Упражнения 

(координаты предполагаются прямоугольными) 

1. Найтн угол между прямыми ДА, и А», данными уравнениями 

х—у—1=0 и 2х Зу-2=0. 

Ответ. Е И == — 9, 

2. Найти угол между прямыми 

2х—5у-5=0, 5х 2у + 12=0, 

ОтвЕт. 1 А Д» == с0, т. е. прямые взанмно перпендикулярны. 

3. Найти угол между прямыми А: и А», панными уравнениями 

х—1=0 и 2х--2у--5=0. 

Ответ, ЧЕ а Ь Ар = К. 
102. Задача 6. Найти условие перпендикулярности двух прямых. 

Будем считать координаты прямоугольными. Если прямые А: и А» 
взаимно перпендикулярны, то 

А, Ар == о, (1) 
1) Ср. 8 89. 
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откуда согласно формуле (4) предыдущего параграфа 

А, А»- В.В, == 0; (2) 

это и есть условие перпендикулярности прямых А, и А.. 
Если прямые заданы приведеннымн уравнениями 

у=еах--Ь, у==а,х-- 6, 

то условие перпендикулярности получит вид 

аа. -|- 1—0, (3) 

1 
с а < . (4) 

или 

Последнее условие надо хорошо помнить. Словами его можно выра- 
зить так: угловые коэфициенты взаимно перпендикулярных прямых 
противоположны по величине и по знаку. 

Заметим, что формула (2) непосредственно вытекает из условия перпен- 
дикулярности векторов направления Р. == (В, — А!) и Р.==(В,, — А»). 
Действительно, имеем Р,.Р, = В,В,-|- А.А». Но для перпендикулярности 
векторов Р;, и Р. необходимо и достаточно, чтобы Р,-Р.==0, откуда 

и вытекает формула (2). 
Напомним, что формулы этого и предыдущего параграфов относятся 

к случаю прямоугольных координат, тогда как условие нараллельности 
было получено нами для общего случая ($ 97). 

Нетрудно вывести условие перпендикулярности и для случая общих 
декартовых координат, пользуясь формулами $ 56 (упражнения) для 
скалярного произведения двух векторов. Предоставляем читателю напи- 
сать соответствующие формулы. 

Упражнения и дополнения 
(координаты считаются прямоугольными) 

1. Найти угловой коэфицнент а прямой, перпендикулярной к прямой 
у= — 3х 1. 

1 
Ответ. а =-- з- 

2. Показать, что прямые х — у 1=0н ох у—8= 0 взаимно перпен- 
дикулярны. 

3. Выразить условие перпендикулярности прямых: 

Ах + ВУ С=0. 

„ 

РЕ ВР 
2 ^_ Е х - 

ТВЕТ. х = 7? . 

4. Выразить условие, перпендикуляриости прямых: 

Е д В 
А: У, ХА, у ^ 

Ответ. ХХ -- У, У, == 0. 

103. Задача 7. Найтн расстояние данной точки до данной пря- 
мой. Предположим сперва координаты прямоугольными; пусть рассма- 
триваемая прямая А дана нормальным уравнением ($ 96): 

х 605 -узшф —р==0. ‘; (1) 
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Если М (х:, у:) есть данная точка (черт. 96), то ее расстояние до 
прямой А будет, очевидно, равно длине отрезка АН, где К есть осно- 
вание перпендикуляра, опущенного из О на А, а Н есть прямоугольная 
проекция точки М на этот перлендикуляр (или на его продолжение). 

Будем приписывать этому расстоянию определенный знак; именно, под 
расстоянием # точки м до прямой А будем понимать алгебраическое 

значение вектора КИ по направлению орта У (мы применяем обозначе- 
ния 5 96). 

Это значит, что расстояние А мы будем считать положительным, 
когда точка /М и начало координат находятся по разные стороны А; 
в противном случае й будет отрицательным. Этот критерий отпадает, 

если А проходит через 0; однако, оче- 
видно, во всех случаях точкам, находя- 
щимся по одну и ту же сторону А, со- 
ответствуют значения А, имеющие один 

и тот же знак, а точкам, расположен- / 
ным по разные стороны, — значения, ы 
имеющие различные знаки. р 

Имеем, очевидно, ОН==ОМ.У, где -^\Ф 
ОН обозначает алгебраическое значение В ̂ 

—_ 

вектора ОН по направлению У; кроме 
р р в Черт. 96. 

того ОК==р. Поэтому й== ОМ .У —Р. а 

Но ведь ОМ == (1, У), У == (с0$4, 5ш $). Следовательно, ОМ+У == 
— Хх, с0$®-- у! $14, откуда, наконец, 

Вх, 059 ит р. @) 
Итак, имеем правило: для того чтобы найти расстояние точки 

до прямой, надо в левую часть нормального уравнения данной прямой 
на место текущих координат!) подставить координаты данной 

точки. ` 
Если уравнение прямой дано в общем виде 

Ах-^ВУуС==0, (3) 

то для решения задачи достаточно привести это уравнение к нормаль- 
ному виду, умножая обе части на иормирующий множитель 

1 
УВ’ 

где знак перед радикалом должен быть выбран в соответствии со ска- 
занным в 6$ 96. 

Итак, имеем формулу 

==) (Ах. -- Ву, С), (5) 

где \— множитель, не зависящий от координат точки М (х,, 5,). Эта 
формула остается в силе и для декартовых координат общего вида, 

(4) 

1) Координаты х и у, фигурирующие в уравнении какой-либо линии 
(х, У) =0, часто называются текущими координатами. 
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только в этом случае постоянный множитель Х уже не дается форму- 

лой (4), а более сложной. 

Действительно, пусть (3) есть уравнение прямой в любой декартовой 

системе. Взяв произвольно прямоугольную систему, обозначим через Хх, У 

координаты в новой системе. Пусть при переходе к новой системе 

Ах-|-Ву--С обращается в А'х’ -|- В’у-- С’. Тогда в новой системе 

В=А (Аж, -- В’, С), Где ЕВ алх,, у, — новые коор- 

длинаты точки М. Возвращаясь к старым координатам, получим снова (5). 

Упражнения 

1. Найти расстояние начала коорпинат до прямой х - 2у--1=0 (в прямо- 

угольных координатах). 

0--2-0—-1__ 1 
ОтвЕт. — =. 

ИР У5 

2. Найти расстояние точки (3, 5) до прямой 2х --у--2-=0 (в прямоуголь- 

ных координатах). 

23:5 ВА № 
ИЕ - У5° 

3. Найти расстояние между параллельными прямыми 

2х ЗУ 6=0, 2х + Зу—1=0 

(в прямоугольных координатах). 

(Указание. Возьмите какую-либо точку на одной из прямых и иайдите 

ее расстояние # до другой.) 

Ответ. Й = бы $ 
Уз 

4. Доказать, что в необобщенных косоугольных координатах 

Ответ. 

я ПУ 

+ У 22 82 — АВ созу' 

где у — координатный угол. 

104. Задача 8. Найти отношение, в котором данная прямая де- 

лит отрезок, соединяющий две данные точки. Пусть М, (ж, У)), 

М, (х„, Уь)— данные точки и М — точка пересечения прямой М, М. с дан- 

ной прямой А (составьте чертеж!). Очевидно, искомое отношение 

которому мы будем приписывать знак, как в $ 41, равно по величине 

В 
и знаку выражению ви — ‚гей, и № обозначают соответственно рас- 

стояния точек М; и М. до прямой А, снабженные знаками согласно 

правилу предызущего параграфа. Знак (—) перед последней дробью 

взят потому, что если точки М: и /М, лежат по разные стороны пря- 

мой А, величины й, и й», будут противоположного знака (согласно ска- 

занному в предыдущем параграфе), тогда как отпошение Е в этом слу- 

чае должно быть положительным ($ 41); наоборот, если М. и /И, лежат 
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по одну сторону от А, то Й, и №. одного знака, тогда как отношение # 
должно быть отрицательным. 

Но мы имеем (см. предыдущий параграф) #, = (Ах, -|- Ву. -|- С), 
в ==)^(Ах,-|- Ву-Н С), гле Ах--Ву |-С есть левая часть уравнения 
прямой А, а Х — постоянный множитель. Следовательно, будем иметь 
окончательно 

„ММ Аж Ву С (1) 
ММ. — Ах. | Въ С ^ 

105. Число независимых постоянных в уравнении прямой. Прежде 
чем приступить к решению задач, в которых требуется определить урав- 
нение прямой по тем или иным условиям, сделаем следующее замечание 
общего характера. 

Приведенное уравнение прямой 

у=ах--Ь 

содержит в себе две постоянные а и 6, которые вполне определяют по- 
ложение прямой. В соответствии с этим говорят, что положенне прямой 
на плоскости определяется двумя независимыми постоянными. Ясно поз- 
тому, что задача нахождения прямой будет вполне определенной только 
тогда, когда даны два условия!) (позволяющие определить две неизвест- 
ных постоянных а и 6). 

Этому как будто противоречит общий вид уравнения прямой 

Ах--ВуС==0, 

содержащего три постоянные А, В и С. На самом же деле, сущестнен- 
ную роль играют нё сами эти три величины, а отношения двух из них 
к третьей. Это происходит от того, что, если в предыдущем уравнении 
все коэфициенты заменить на пропорциональные им величины, оно будет 

выражать ту же прямую. 
Например, если известно, что коэфициенты искомой прямой удовлетво- 

ряют двум соотношениям: 

А 

или, что все равно, 

этого уже достаточно, чтобы написать уравнение искомой прямой 

3х--5у-|-1==0, 
илн же всякое другое, получаемое из предыдущего умножением на по- 
стоянный множитель, например: 

6х -|- 10у-- 2—0. 

{) Здесь под „условием“ мы понимаем требование, которое можно выразить 
аналитически при помощи одного уравнения. Например, требование, чтобы пря- 
мая у=ах--6 проходила через точку (3, 5), выражается одним равенством: 
5=а.3-- 68; следовательно, мы здесь имеем одно „условие“. 

й 
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106. Пучок прямых. Из сказанного в предыдущем параграфе ясно, 

что если перед нами поставлена задача о нахождении прямой по 

обчому заданному условию, то такая задача будет неопределенной, т. е., 

вообще говоря, будет допускать бесчисленное множество решений, зави- 

сящих уже не от двух, а от одной независимой постоянной. Примером 

может служить задача нахождения прямой, проходящей через одну задан- 

ную точку. Эта задача допускает бесчисленное множество решений. 

Совокупность прямых, проходящих через точку /Мо (хо У), назы- 

вается пучком прямых с центром Му, 
Если (Х, У) обозначают коэфициенты направления прямой, принад- 

лежащей пучку с центром в точке М.,`то уравнение этой прямой будет 

($ 88) 
х—х У— УТ ы ==. (1) 

Изменяя Хи У, можно придать вектору направления прямой любое 

направление, т. е. получить любую прямую пучка. Следовательно, (1) 

есть, при произвольных Хи У (ие равных одновременно нулю), общее 

уравнение прямых пучка, Это уравнение при Х-ЕО0 можно переписать 

так: 
у— У0==а(х— 5), (2) 

У 
где а==, есть угловой коэфициент прямой пучка. При Х=0 (т. е. 

для прямой пучка, параллельной оси Оу) будем иметь 

х— м==0. (3) 

Это последнее уравнение удобно рассматривать как частный вид 

уравнения (2), условившись говорить, что уравнение (3) соответствует 

случаю а==со!). 
Как и следовало ожидать, уравнение прямой, проходящей через за- 

данную точку, зависит от одной независимой произвольной постоянной; 

если уравнение написано в виде (2), то этой постоянной является угло- 

вой коэфициент а. 
Придавая а различные значения, мы будем получать различные пря- 

мые, проходящие через одну и ту же точку Му; если еще условимся 

придавать а также и значение со (понимая это в вышеприведенном 

смысле), то можно утверждать, что уравнение (2) изображает, при под- 

ходящем выборе коэфициента а, всякую прямую, проходящую через 

данную точку. 
Заметим еще, что общее уравнение (1) прямых, проходящих через 

ванную точку (хо, Ус), можно, полагая У—=А, Х==— В, переписать так: 

А (х— хо В(у— 5) =0, (4) 

где Аи В— произвольные постоянные (не равные одновременно нулю). 

107. Задача 9. Найти уравнение прямой, проходящей через дан- 

ную точку и параллельиой даиному направлению. Если угловой 

1) Написав уравнеиие (2) в виде х — %о =2-® и полагая а = со, получим, 

х— ж=0. 
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коэфициент данного направления есть @, а данная точка есть М, (*%1, у1), 
то уравнение искомой прямой, очевидно, будет 

У— У! =а(х— Хх). (1) 
Если данное направление задано не угловым коэфициентом, а коэ- 

фициентами направления (Х, У), то уравнение искомой прямой можно 

написать еще так: 

| хуя (2) 

что, в сущности, сводится к тому же. 
108. Задача 10. Найти уравнение прямой, проходящей через две 

данные точки М, (х,, У.) н М> (Хо, Уз). Для этого достаточно в урав- 
нении (2) предыдущего параграфа подобрать коэфициенты Хи У так, 

——* 

чтобы прямая проходила и через точку М». Замечая, что вектор /И1/, == 
—(х.— хи, У» — У) расположен на искомой прямой, можем принять его за 
ее вектор направления, т. е. положить Х=х.—хь У==у:— у, и 
уравнение искомой прямой напишется так: 

хх, _ У (1) 

фм У у 

Это же уравнение можно написать сразу, исходя из условия колли- 
неарности трех точек (х, У), (жи, №1) и (х», у») (см. $ 38); на. основа- 
нии сказанного в упомянутом параграфе, уравнение искомой прямой’ 
можно написать и в следующем симметричном виде: 

А У 1 —= 0. (2) 

х 1 

109. Задача 11. Найти прямую, проходящую через заданную 
точку и перпендикулярную к заданной прямой (координаты пред- 
полагаются прямоугольными). Пусть М, (х., У.) — заданная точка и 

у=а:х-Н (1) 

— заданная прямая. Уравнение любой прямой, проходящей через М,, 

имеет вид 

у— у ==а(х-х); (2) 

для того чтобы эта прямая была перпендикулярна к прямой (1), должно 

быть ($ 102) 

а=—_. (3) 

Подставляя в предыдущее уравиение значение д из (3), получим 
1 у—и=—(«Ь— 2), (4) 
1 

и наша задача решена. 
Если прямая представлена уравнением в коэфициентах направления 

Х— № _У—У * (12) 
з Хх у 
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то уравнение искомой ‘прямой будет 

Х(х—х)-НУ(— у) =0; (2а) 

У 
это следует как из предыдущего решения (в нашем случае 4, — х), так 

и из того факта (6 95), что вектор (А, В) перпендикулярен к прямой 
Ах- Ву--С=0. 

110. Задача 12. Найти прямую, проходящую через заданиую 
точку и составляющую с заданной прямой заданный угол (коорли- 
наты, как и при решении предыдущей задачи, считаются прямоуголь- 

ными). Эта задача заключает в себе как частные случаи предыдущую 
задачу и задачу $ 107. 

Пусть а есть угол, который искомая прямая должна составлять с за- 
данной прямой, преднолагая, что этот угол отсчитывается от заданной 

прямой в положительном направлении ($ 101). При обозначениях пре- 
дыдущего параграфа мы должны будем определить а из условия ($ 101): 

Решая последнее уравнение относительно а и подставляя найденное 
значение в уравнение (2) предыдущего параграфа, найдем требуемое урав- 
нение 

__ а-я 

1-я У (х—х). 

Если направление отсчета углов не указано, то вместо 2 а надо 
взять |- 42а. В этом случае задача допускает два решения; ` исключение 

т 
составляют случаи а—0 и а==-., рассмотренные в двух предылущих 

параграфах, когда задача имеет только одно решение. 

Упражнения и дополнения (к $ 106—110) 

1. Найти прямую, проходящую через точку (6, — 2) и параллельную прямой 

3х — 8-2 = 0. 

Ответ, 3 (х —6) —8 (у 2) =0. 

2. Показать, что уравнение прямой, проходящей через точку (ху, Ус) и па- 
раллельной прямой Ах -|- Ву С =0, имеет вид 

А (х— х) +В(у—у) =0. 

3. Показать, что уравнение прямой, проходящей через точку (ху, №0) и пер- 
пендикулярной к прямой Ах |- Ву|- С=0, имеет вид (в прямоугольиых коор- 
Ддинатах) 

В (х— м) —А(у— уд) =0. 

4. Найти прямую, проходящую через точку (2, 3) и перпендикулярную 
к прямой Зх — 8у-1- 2 =0 (в прямоугольных координатах). 

Ответ. 8 (х — 2) 1-3 (У— 3) == 0. 

5. Найти прямую, проходящую через точкн (2, 3) и (7, 8). 

х—2 _ у—3 
ОТВЕТ, яв, или х — УТ == 0. 
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6. Найти прямую, проходящую через точку (1, 3) и составляющую с прямой 
2х —у--5 =0 угол в 60° (в прямоугольных координатах). 

Ответ, Если угол отсчитывается от данной прямой, то уравнение искомой 
прямой будет: нов 

Гы 
1—2И3 

Если направление отсчета угла не указывается, то задача допускает два ре- 

шения (второе решение получим из первого заменой Уз ва Уз). 

(«—1. 

111. Общее уравнение прямых, проходящих через пересечение 
двух даниых. Иногла центр пучка прямых не задается непосредственно, а за- 
даются Две прямые, принадлежащие пучку. Тогда центр пучка можно 
найти как точку пересечения двух данных прямых. 

Однако гораздо удобнее найти непосредственно общее уравнение 
прямых пучка, определяемого двумя данными прямыми, или, иными сло- 
вами, найти общее уравнение прямых, проходящих через пересечение 
двух данных. 

Пусть 

А,х-|- ВлУ- С, =0, () 
Ах -- Вуу-- С: =0 (2) 

— уравнения заданных прямых. 
Рассмотрим уравнение 

4 (Ах Ву ср-НЬ (Арх Вьу-Е С) =0, (3) 

где Ди № обозначают некоторые произвольные постоянные величины, 
не равные одновременно нулю; это уравнение получается из уравнений (1) 
и (2) умножением их на постоянные / и А и почленным сложением. 

Очевидно, что уравнение (3), которое можно переписать в виде 

(ДАНА) ха в.в Уна, ВС, ==0, (За) 
представляет собою уравнение некоторой прямой (ибо это — уравнение 
первой степени). 

Докажем теперь, что нрямая (3) удовлетворяет условиям задачи, т. е. 
докажем, что фрямая (3) проходит через точку пересечения прямых (1) 
и (2), каковы бы ни были значения постоянных 1 и [. 

В самом деле, если х., У› обозначают координаты точки пересече- 
ния прямых (1) и (2), то 

Аж-- Ву С =0, Аж -|- Выуо-|- С, ==0, 

д (Ах -НВууь-|- С.) Ь (Аьх | ВзУо-[ С) == 0, 

т. е. координаты точки пересечения удовлетворяют уравнению (3), иначе 
говоря, точка (хо, Ус) лежит на прямой (3), а это и требовалось дока- 
зать. 

Введем для краткости обозначения: 

Е (х, у) = Ах--Виу-|- С, 

Ра (х, у) == А.х-Е Вьу--С.. ` 

а потому 
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Е, (х, У) и Е›(х, у) представляют собою линейные функции перемен- 
ных х и у. При этих обозначениях уравнение (3) перепишется так: 

АР, (х, У) ЬР (х, у)==0. (4) 

Придавая различные значения Ди А, мы получим различные прямые, 

проходящие через точку пересечения прямых (1) и (2). 
В сущности положение прямой (4) зависит не от самих величин 

Дир, а от их отношения 

Ь. р; 

действительно, ‚ разделив уравнение (4) на /, мы приведем его к виду 

Е! (х, У)-Н ЕР, (х, У) =0. (5) 

Безоговорочно это можио сделать только в том случае, если 1 5 0. 
Но если Д ==0 (а следовательно, / 520, ибо, по условию, Д и № не 
могут быть равны одновременно нулю), то уравнение (4) сводится к сле- 
дующему: Р.(х, у) =0, т. е. к уравнению прямой (2). Условимся теперь 
допускать, что в уравнении (5) величина А может принимать и значе- 
ние со, считая, что при этом уравнение (2) сводится к уравнению 1) 
Е» (х, у)==0. При этой оговорке уравнения (4) и (5) вполне эквива- 
лентны. 

Мы увидим в следующем параграфе, что при подходящем выборе 

величин Д, / в уравнении (4) [или при подходящем выборе А в (5)] 
мы сможем получить любую прямую пучка, так что уравнение (4) или (5) 
есть действительно самое общее уравнение прямых пучка, определяемого 
двумя данными прямыми. 

До сих пор мы предполагали, что данные прямые (1) и (2) пересе- 
каются в некоторой точке на конечном расстоянии. Посмотрим теперь, 
что выражает уравнение (4), если данные прямые параллельны, но не 

совпадают, т. е. если 4, = тА», В, = тВ» С. -ЁЕ тс», где т — некото- 
рое число, отличное от нуля. В этом случае уравнение (4) или, что 
все равно, уравнение (За) принимает вид 

А’х- В'У-Е С’ = 0, (6) 

где 4’ == (ий -Н А) А», В’ ==(тА НА, Вь, С’==1С,--С,. Первые два 

из последних равенств показывают, что при всяких значениях Д и / пер- 

вые два коэфициента уравнения (6) пропорциональны первым двум коэ- 

фициентам уравнения (2), а это значит, что прямая, изображаемая урав- 

нением (6), при всяких значениях / и А параллельна прямой, изобра- 

жаемой уравнением (2), т. е. параллельна обеим данным прямым ?). 

1) Если переписать уравнение Е, (х, у) +- #Ё, (х, У) =0 так; 

1 
в УР (, У =0 

и положить А == со, получим Рь(х, у) == 0. 
3) Исключение может представить случай, когда А -- Ь == 0,т.е. А’ = В' =0 

(в этом случае, как легко видеть, С' 2 0). Но и в э:ом случае можно говорить, 

что (6) представляет „несобственную“ прямую (см. конец $ 90), и парал- 

лельна любому направлению. 
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Как мы увидим в следующем параграфе, всякая прямая, параллель- 
ная данным, может быть получена из (6) путем подходящего выбора 
чисел Ди 4. 

Совокупность параллельных прямых носиг также название пучка, но 
в этом случае говорят, что центр пучка удален в бесконечность, или 
что пучок несобственный. 

Если, наконец, прямые (1) и (2) совпалаюг, то мы будем иметь 
А, = тАь, В! = тВь, С = тб. (где т — некоторое число), и все три 
коэфициента уравнения (6) будут пропорциональны соответствующим 
коэфициентам уравнения (2), или, что все равно, уравнения (1). Следо- 
вательно, в этом исключительном случае уравнение (6) при всяких зна- 
чениях [1 и {: выражает одну и ту же прямую (ту же самую, что и 
данные уравнения). Во всем последующ м мы будем подразумевать, что 
данные прямые не совпадают. р 

112. Задача 13. Найти прямую, проходящую через пересечение 
двух заданных прямых и через другую заданную точку. Сохраним 
обозначения предылущего параграфа. Пусть, кроме того, М, (Х» У1) 
обозначает некоторую заданную точку, не совпалающую с нересечением 
данных прямых. Наша задача будет решена, если нам удастся так подо- 
брать параметр # в уравнении (5) предыдущего параграфа, чтобы прямая, 
изображаемая этим уравнением, проходила через точку М,. Выражая 
условие прохождения этой прямой через точку М, (хи, у), получим 

Е, (хаь У) -Е АРь (жи, 51) =0, (1) 
или, подробнее: 

Аж! -- Ву, -|- С,-|- ® (Аэх: -- Вьу, -- С2) = 0; (2) 

это соотношение позволяет определить А 

Ах, + Ву С. Е 17, т. 3 

Ам, -- Вьу1 + С ( ) 

Подставляя найденное значение А в уравнение (5) предыдущего па- 
раграфа, получим уравнение искомой прямой. 

Для Е мсжет получиться значение со только в том случае, когда 
знаменатель А»х -|-Вьу, |- С. ==0. Ноэто значит, что точка М, (хи, У,) 
лежит на заданной прямой (2) предыдущего параграфа. С другой сто- 
роны, согласно условию, принятому в предыдущем параграфе, значению 
Е == оо соответствует прямая Дьх-|- В, у-|-С. =0, как это и должно. 
быть, ибо в этом случае искомая прямая должна совпадать с нею. 

Конечно, все сказанное относится и к случаю несобственного пучка, 
т. е. когда данные прямые параллельны (но не совпадают: : 

Итак, задача допускает всегда одно и только одно решение }). 

1) Напомним, чго мы исключили из рассмотрепия случай, когда заданная 
точка совпадает с пересеченнем заданных прямых, т. е. когда одновременно 

Ах Ву, + С, =0, Ах, + Вьу, + С, =0. 

Если бы это имело место, то формула {3) дала бы для А неопрелеленное зна- 

чение и. как и надо было предвидеть. В этом случае уравнение (5) предыду- 
0 

щего параграфа решает задачу при всяком значении &. 

Н. И. Мусхелишвили. — 1946 13 
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Чтобы избежать рассмотрения бесконечно больших значелий посто- 
янной А, можно пользоваться ‘уравнением (4) предыдущего параграфа. 

Решенная нами задача доказывает также утверждение, высказанное 
в предыдущем параграфе, что всякая прямая, принадлежащая пучку, 
может быть получена из общего уравнения 

Ру (х, у)-|- ЕРо(х, у)==0, 

если придать постоянной А подходящее значение. Действительно, мы 
можем получить путем выбора & прямую пучка, проходящую через 
любую точку плоскости, следовательно, мы можем получить любую 
прямую пучка. 

113. Условие пересечения трех прямых в одной точке. Пусть 
даны три прямые уравнениями 

ЕЁ, (х, у) =0, Въ (х, у) =0, Ез (х, У=0, (1) 

где для краткости введены обозначения: 

Е (х, у)=Ах--Ву- С, Го (х, У=А,х-| В»у-|- С», 

Ра (х, у) = Ах -|- Вуу-| С.. (2) 

Уравнение всякой прямой, проходящей через пересечение прямых, 

представляемых первыми двумя уравнениями, может быть написано 

в виде 
РЕ, (х, у) -ЬБЬ (х, у =0. (3) 

В частности, если третья из данных прямых проходит через пересе- 
чение двух первых, то предыдущее уравнение, при подходящем выборе 
постоянных Ди 4, должно изображать эту третью прямую. А это 
значит, что левая часть уравнения (3) может только постоянным множи- 
телем отличаться от левой части уравнения Рз(х, у) =0 (см. $ 98); 
иными словами, мы должны иметь тождество ЦЕ: (х, у)-ЕЫЕР. (х, у) == 
== АР. (х, У), где К — некоторая постоянная, отличная от нуля. Обозначая 
для симметрии А через (— 1), предыдущее тождество можно переписать 
так: 

1Е (х, У-НЫЬР, (х, У-ЕЬЕ, (>, У) = 0. (4) 

Очевидно, что, обратно: если можно так подобрать тря постоянных 
1, 1, 4, не равных одновременно нулю, чтобы имело место тождество (4), 
то данные три прямые пересекаются в одной точке. 

Все сказанное относится и к случаю, когда две из данных прямых 
пересекаются в бесконечности *(т. е. параллельны). Тогда условие (4) 
выражает, что и третья прямая пересекается с двумя первыми в беско- 
нечности, т. е. параллельна им. 

Итак, для того чтобы три прямых (1) имели общую точку ') 
(конечную или бесконечно удаленную), необходимо и достаточно, итобы 
можно было подобрать три таких числа |, 6, 1, не равных одно- 
временно нулю, при которых равенство (4) обращается в тождество. 

1) Иными словами, чтобы эти прямые принадлежали сдному и тому же 
пучку. 
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Например, прямые, представленные уравнениями 

хр 2у—1==0, 2х-|--у—4-=0, 4х-|-5бу—6 ==0, 

проходят через одну точку, так как имеем тождество 

2 (х-- 2у— 1)-- 1 (2х у—4)--(— 1) (4х 5У— 6) =0. 

Легко непосредственно проверить, что предыдущее заключение (напе- 

чатанное курсивом) остается в силе, если допустить совпадение некоторых 

из трех рассматриваемых прямых. Тогда может случиться, что общих 

точек — бесчисленное множество. 

Заметим, наконец, что тождество (4) эквивалентно равенствам: 

А -НЬАа-Р Аз ==0, 

дв. ьВь- В =0, (5) 

ис - 6 -- С: =0, 

которые получим, приравнивая в (4) нулю коэфициенты при х, у и 

свободный член. Следовательно, для того чтобы три прямые (2) имели 

общую точку, необходимо и достаточно, чтобы 

дал, 
В, В» Вь |= 0, (6) 

оО: 

ибо, как известно из теории определителей 1), в этом и только в этом 

случае существуют величины 1, Ь, [, не равные одновременно нулю и 

удовлетворяющие однородным уравнениям (5). 

114. Задача 14. Найти уравнение прямой, проходящей через 

пересечение заданных прямых и имеющей заданное направление. 

Пусть а есть угловой коэфициент данного направления. При обозна- 

чениях $ 111 задача сводится к определению постоянной А в уравнении 

Е: (х, У)-Е ЕЕ (х, у) =0 (1) 

так, чтобы угловой коэфициент прямой, изображаемой этим уравнением, 

был равен а. 

Переписав предыдущее уравнение в виде 

(АЕ ЕЛ») х-- (Ви Вау -- С, + #С, —0, 

находим, что требуемое условие выражается равенством 

АА = 
В, + ЕВ: г 

что представляет собой уравнение первой стенени относительно А; решив 

эго уравнение и подставив найденное значение Ё в (1), мы получим 

искомое уравнение *). 

1) См. Добавление, 8 6. 
: А, _В 

2) Читателю предлагается исследовать случай, когда = т. е. когда. 
2 2 

мы имеем дело с пучком параллельных прямых. В этом случае задача либо не 

допускает решения, либо допускает бесчисленное множество решений, 
* 
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Аналогично решается задача: найти прямую, проходящую через пересечение заданных прямых и перпендикулярную к заданному напра- 
влению (более обще, составляющую с заданным направлением заданный 
угол) (ср. $ 109, 110). 

115. Геометрическое значение постоянной К. Параметр Е в урав- 
нений 

В, (х, у) -- АЕ, (х, у) =0 (1) 
получает весьма простое геометрическое значение, если уравнения прямых 
Р, (х, у) =0и Р,(х, У) =0 взять в нормальной форме. 

В этом случае, вводя обозначения $ 96 и отмечая значками Ти 2 
элементы, относящиеся к первой и второй прямым, будем иметь, считая 
координаты прямоугольными: 

Е: (х, У) = х 605 Ч -НУ $1 м — 2, 

Е. (х, У) = хсо$4. -- узтф, — ро. 

Обозначая, далее, через й, и А, рас- 
стояния (снабженные знаками) какой- 
либо точки М (х, у) соответственно до 
Е, и РБ, 1), будем иметь (5 103) 

В = с054, + узт®, — р, 
Ро — х 6082 -|- узш 4, — ро. 

Поэтому уравнение (1) можно пере- 
писать так: 

АЙ. =0, 
или 

. й Черт. 97. Е = я > : (2) 
2 

Следовательно, если не обращать внимания на знак, постоянная Ё 
равна отношению расстояний произвольной точки на прямой (1) до 
прямых Р! (х, у) =0и Р,(х, у) =0. 

На основании условия относительно знаков расстояний ($ 103) ясно, 
что А есть величина отрицательная, если прямая (1) проходит через тот 
из углов между прямыми Р, и Ро, где расположено начало координат О, 
и через вертикальный с ним угол (как на черт. 97); в противном случае 
(черт. 97, пунктир) А есть положительная величина 2). 

В общем случае, когда прямые Р\ и Ро заданы уравнениями общего 
вида, а система координат — обобщенная декартова, будем иметь 

=. Р, (х, У), Йо = Ро (х, У), 

где №, ^, — постоянные ($ 103), и вместо формулы (2) получим 

=— 22. № (3) 

1) Цля краткости прямою Г мы называем прямую, изображаемую уравнением 
Е(х, У) = 0. 

2) Этот критерий отпадает, если одна из данвых прямых А, =0 и В. =0 
проходит через начало координат. 
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Упражнения и приложения (к 5 111—115) 

1. Найти прямую, проходящую через начало координат и через пересечение 
прямых Зх -- у— 1 =0и 2х —8у--3=0, 

Ответ. 1]х —5у = 0. 

2. Найти прямую, проходящую через пересечение прямых х Чу =0, 
х-- 2—2 =0 и параллельную прямой х = Зу -| 5. 

Ответ. х — Зу -| 13 =0. 

3. Найти прямую, проходящую через пересечение прямых х—у—5=0, 
2х — Зу —1=0 и перпендикулярную к прямой х -+- 2у =0 (координаты — пря- 
моугольные). 

Ответ. 2х —у— 19 =0. 

4, Найти уравнение биссектрис углов, заключенных между двумя данными 
прямыми, нормальные уравиения которых суть (в прямоугольных координатах) 

Ру (ху =0 и Г, (х, у =0. 
Решение. Прямые Г; и Е, образуют два угла, дополняющие друг друга до п. 

Следовательно, искомых биссектрис будет две. Придав постоянной Ё в урав- 
нении | 

Г; (х, у) -- ЕЁ. (х, у) =0 
подходящее значение, мы получим уравнение любой из них. - 

Так как каждая точка биссектрисы равноудалена от данных прямых РГ! и Г., 
то на основании $ 115 будем иметь 

Е = 1. 

Очевидно, значению А ==--1 соответствует одва биссектриса (именно та, 
которая не проходнт через угол, содержащий начало координат), а значению 
—=-—1 соответствует другая биссектриса. 

Если уравнения прямых даны в общем виле, то уравнения биссектрис углов 
между ними напишутся так (в случае прямоугольных коордипат): 

Ах - Ву С, _ , Ах - Ву С... 

У - В} УАЕВ ' 
лвум возможным знакам соответствуют две биссектрисы. 

5. Доказать, пользуясь условием перпендикулярности двух прямых, что две 
биссектрисы, упомянутые в предыдущем упражнении, взаимно перпендику- 
лярны. 

ь 6. Доказать, что три биссектрисы виутренних углов треугольника пересе- 
каются в одной точке. 

Доказательство. Пусть нормальные уравнения прямых (в прямо- 
угольных координатах), представляющих стороны треугольника, суть А; (х, у) = 0, 
Р.(х, у) =0и Рь(х, у) =0. Если начало координат находится внутри треуголь- 
ника (что всегда можно предполагать), то уравнеиия биссектрис внутренних 
углов будут (см. упражиение 4) 

Е. (х. у) — Еъ(х, У) = 0, Рь(х, у) — В (х, У) =0, ЕВ (х, У)— Е. (х, у=0. (9 
Но так как мы имеем тождество (опускаем для краткости х и у) 

1-(Р, — Ра) Е 1. (РА — В) Е 1Е, — В) =0, 

то, на освовании 6 113, прямые, представляемые уравнениями (*), проходят 
через олну точку (в нашем случае 1 =& == ==1). 

7. Доказать (ср. предыпущее упражнение), что биссектрисы двух внешних 
углов треугольника и биссектриса внутрениего угла, не смежного с ними, пере- 
секаются в одной точке. 

Доказательство. При обозначениях предыдушего упражнения биссек- 
трисы внешних углов между сторонами Рь, Рз н сторонами Р., Ра будут даны 
уравнениями; Бь + № =0, Е, + Ё, =0, 
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Биссектриса внутреннего угла между сторонами Ё1 и РЁ, будет дана уравне- 

нием Ё, — Ё> = 0. Но так как имеем тождество ы 

1-Е, + Е) + С 1 (В, В) + 1(В, — № =0, 

то предложение доказано. 
8. Доказать, что радикальные оси ($ 100, упражнение 3) трех окружностей, 

взятых попарно, пересекаются в одной точке (эта точка называется радикальным 

центром трех данных окружностей). 
Доказательство. Если № + у + 24,х-|- 2В;у -- С =0 2 -у- 

--2Ах + 2Вьу | С, =0, 22 -- У +24х + 2В3У + С. =0 суть уравнения дан- 

иых окружностей в прямоугольных координатах, то уравнения радикальных осей 

будут (5 100, упражнение 3) ° 

2(А, — Аз)х -- 2(В, — ВУ + С, — С.==0 (для первой и второй оклужностей), 

2(А5 — дх-+ 2 (В, — В) у С:— 6 = 0 („ второй и третьей м ), 

2(Аз— А) х--2(В: —В)у-+ С3— С, =0(,„ третьей и первой ы ). 

Если сложить левые части этих уравнений, мы, как легко видеть, получаем 

выражение, тождественно равное нулю, а отсюда и следует наше утверждение, 



ГЛАВА ПЯТАЯ 

ПРЯМАЯ И ПЛОСКОСТЬ В ПРОСТРАНСТВЕ 

1. УРАВНЕНИЕ ПОВЕРХНОСТИ. УРАВНЕНИЕ ЛИНИИ 

В предыдущей главе мы ознакомились с основным вопросом геометрии 
на плоскости — вопросом о представлении плоских линий при помощи 

уравнений. 
В пространстве трех измерений приходится наряду с образами одно- 

керными (линиями) рассматривать еще образы двумерные (поверхности). 
Начнем с рассмотрения поверхностей, ибо в смысле аналитического 

представления они являются, в известной степени, аналогичными линиям 

на плоскости. 
Во всей этой главе система координат предполагается декартовой. 

Иногда, для упрощения формул, она, кроме того, предполагается прямо- 
угольной; это последнее обстоятельство всегда будет оговорено особо. 

116. Уравнение поверхности, В элементарной геометрии не дается 

общее определение понятия „поверхность“. Там обычно рассматриваются 
только поверхности частного вида, а именно: плоскость, сфера, круговые 
цилиндр и конус. Мы дадим здесь общее определение поверхности. 

Поверхностью называется геометрическое место точек, коорди- 
наты которых (относительно данной системы координат) удовлетво- 
ряют одному уравнению вида 

Ф (х, у, 2) =0, (1) 

гле Ф(х, у, 2) обозначает функцию трех переменных х, уи 2 '). 
Уравнение (1) называется уравнением этой поверхности, отнесенной 

к данной системе координат. Мы предполагаем, что уравнение (Т) факти- 
чески содержит по крайней мере одну из переменных х, у, 2, относи- 
тельно которой его можно решить. Например, предположение о разре- 
шимости (1) относительио переменной 2 дает возможность переписать 
уравнение (1) в виде 

2=(х, у), (1а) 

где $(х, у) — однозначная или многозначная функцин переменных х и у. 

Из нашего определения следует, что зравнение данной поверхности 
есть уравнение с тремя *) переменными, которое удовлетворяется 
тогда и только тогда, есля на место переменных подставить коор- 
динаты какой-либо точки поверхности. 

1) Эго определение применимо для любой системы координат в пространстве. 
2) Фактически в уравнение могут входить не все три переменных (см. ниже, 

$ 118). 
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Данное выше определение понятия „поверхность“ — слишком общее. Под 
это определение могут подойти обрэзы, далекие от тогс, что мы привыкли иа- 
зывать „поверхностью“. Поэтому при более детальном изучении поверхностей 
должны быть сдезаны некоторые лополнительные предположения относительно 
функцин Ф (х, у, 2) или $ (х, у). См. курсы диференциальиой геомегрии. 

Если дано уравнение поверхности, отнесенной к определенной си- 
стеме координат, то, чтобы найти уравнение той же поверхности отно- 
сительно другой системы, достаточно в дзнное уравнение подставить на 
место старых координат их выражения через новые. 

Например, если 
Ф(х, у, г) =0 

представляет собою уравнение говерхнасти, отнесенной к какой-либо 
декартовой системе Охуз, то, чтобы найти уравнение той же поверх- 
ности относительно другой лекартовой системы О’х’у’2’, достаточно 
в предыдущее уравнение подставить выражения х, у, 2 через х’, у’, г’; 
эти выражения имеют вид [5 66, формула (1) 

х=аах Ау Аг, уже тет ту, 

2-ти пу пу”. 

Поэгому прелылущее уравнение преобразуется в слелующее: 

Ф, (>, у, =) == 0, 

где для краткости введено обозначение 

Фан Ру 12, т то-то, 
сх" -|- пу’ | пз2') =Ф, (х', у’, 2”) 

(ср. $ 82). 
Нам остается показать теперь, что поверхности, рассматриваемые 

в элементарной геометрии, действительно подходят под приведенное 
выше общее определение поверхностей, т. е. что для каждой из них 
можно составить уравнение вила (1), которое удовлетворяется тогда и 
только тогда, если на место Хх, у и 2 подставить координаты произ- 
вольной точки рассматриваемой поверхности. Мы ограничимся выводом 
уравнений сферы, конуса и цилиндра; уравнение плоскости булет рас- 
смотрено ниже особо. 

Для вывода требуемых уравнений мы можем в каждом отдельном 
случае воспользоваться специально выбранной системой координат, так 
как переход к любой другой системе, на основании только что сказан- 
ного, никаких затруднений не представляет. 

117. Уравнение сферы и кругового конуса в прямоугольных 
координатах. 1. Пусть дана сфера радиуса г с центром в точке 
С(а, 6, с). Сфера, по определению, есть геометрическое место точек 
М (х, у, 2), расстояние которых до С равно г. 

Выражая это определение аналитически, получим, ограничиваясь для 
простоты случаем прямоугольных координат: 

Ура, 

(Уфа --(у— 6 -- (2—6) == м, (1) 

ИЛИ 
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Это и есть уравнение сферы в прямоугольных декартовых коорди- 
натах. Если центр сферы совпадает с началом координат, то а==ф == 
==с==0, и предыдущее уравнение принимает вид 

жи. © 
2. Конусом называется поверхность, образованная прямыми (обра- 

зующими), проходящими через постоянную точку (вершину) и пересе- 
кающими постоянную линию (направляющую). 

Если направляющая есть окружность (с), а вершина О расположена 
на перпендикуляре, восставленном из центра О’ окружности (с) к ее 
плоскости (черт. 98), то конус называется круговым, а прямая ОО” — 
осью конуса. Всякий конус имеет две полости, рас- 
положенные по обеим сторонам вершины (в эле- 
ментарной геометрии обыкновенно рассматривается 
только одна полость или даже только часть одной 
полости, заключениая между вершиной и направ- 
ляющей). 

Для вывода уравнения кругового конуса при- 
мем его вершину О ва начало прямоугольных ко- 
ординат, а ось О2 направим по оси конуса. 

Пусть а — острый угол между образующей ко- 
нуса и положительным направлением оси О. Эгот 
угол, очевидно, есть величина ностоянная. Для 
того чтобы точка М(х, у, 2) нахопилась на ко- 
нусе, необходимо и достаточно, чтобы острый 
угол межлу направлениями ОМ и О2 был ра- 
вен а. Чтобы выразить это условие аналитически, 
обозначим через В прямоугольную проекцию точки М на Оз. Тогда 
наше условие выразится так: 

| ВМ] 
ОВ! 

Черт. 98. 

— а; 

замечая, далее, что точка В имеет координаты (0, 0, 2), получим 
[ОВ|=|2| и 

18м|-— У (*— бо 0-е = Уж. 
Подставляя эти значения в предыдущее равенство, получим 

ЛЕТ 
ва, 

или, по возведении в квадрат и уничтожении знаменателя, 

х? —|- у? — 4222, (3) 

где для краткости введено обозначение 

А = ра. 

Уравнение (3) и есть требуемое. Вряд ли следует иапоминать, что 
выведенное уравнение относится к специально выбранной системе коор- 
динат. 
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Упражнения и дополнения 

1. Показать, что уравнение сферы (в прямоугольных координатах) имеет вид 

у 22 -- 2Ах + 2Ву4- 2С2-- р =01) (1а) (причем А? В? С2—р>0) 

и что, обратво, уравнение (1а} выражает сферу с центром в точке (А, —В, —-0 

радиуса г= У 3 83 + С? _Д (ср. 6 80, замечание). 
2. Найти уравчение кругового конуса с вершиной в начале координат 0, 

ось которого имеет паправление орта е = (1 м м) (координаты — прямо- 
угсльные). 

Решение. Для того чтобы точка М (х, у, =) находилась на конусе, необхо- 
—> 

димо и достаточно, чтобы угол $ м.жду ОМ ие был равен © или п — в, где а 

имеет то же значение, что и выше. Следовательно, с0$ 3 == -- с05 7, с082 $ = с05? а. 
к - 12 

Но ($ 45) с0$8 = ЕТУ 1 Следовательно, ПЕ ЕЕ а?, где по 
умру жа 

ложемо с0$ 2 = а, или 
(х -- ту | пг)? = а (х2 | у -- 29). (4) 

Это и есть требуемое уравнение. Если {= т==0, п= 3-1, то, как легко 
видеть, снова получим уравпение (3). 

118. Уравнение цилиндра. ДЦилиндром называется поверхность, 

образованная параллельными между собою прямыми (образующими), 

пересекающими постоянную линию (направляющую). 

Если направляющая есть окружность, а образующие перпендику- 

лярны к плоскости этой окружности, то цилиндр называется круговым. 

Мы выведем здесь уравнение цилиндра обшего вида (а не только 

кругового). 
Возьмем декартову систему координат, ось О2 которой параллельна 

образующим цилиндра. Пусть (С) есть линия 
пересечения цилиндра с плоскостью Оху 
(черт. 99). Пусть, далее, 

Ф(х, у) =0 (1) 

есть уравнение линии (С) на плоскости Оху. 
‚Для того чтобы какая-либо точка М (х, у, =) 
пространства лежала на нашем цилиндре, 
необходимо и достаточно, чтобы проекция т 
этой точки на плоскость Оху {взятая парал- 
лельно 02) лежала на (С). Следовательно, 
для того чтобы точка М(х, у, 2) находилась 

: на дазшом цилиндре, необходимо и доста- 
Черт. 99. точно, Чтобы координаты х и у этой точки 

были связаны уравнением (1) (каково бы 

ни было значение третьей координаты 2). Иными словами, уравнение (1), 

если его рассматривать как уравнение, связывающее координаты то- 

чек пространства, есть уравнение данного цилиндра. 

1) Это уравнение можно еще представить в несколько бслее общем виде 

Ао(х2 -- у? + =2) +- 2Ах + 2Ву + 2С2 + В =0, 

где Ао 0. Действительво, раделив обе части иа Аз, получим уравнение вида (1а). 
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Это уравнение представляет собою частный вид уравнений (1) 

$ 116; характерною особенностью его является отсутствие в нем коор- 

динаты 2. 
Очевидно, что и обратно, всякое уравнение вила (1) есть уравнение 

цилиндрической поверхности, образующие которой параллельны О и 

линия пересеч-ния которой с плоскостью Оху изображается в этой 

плоскости уравнением (1) 1). 
Аналогично, уравнения вида 

Ф(х, )=0 и Ф(у, 2) =0 

выражают цилиндры, образующие которых параллельны соответственно 

осям Оуи Ох. 
Итак, если в уравнении поверхности отсутствует одна из коор- 

динат, то эта поверхность есть цилиндр, параллельный соответ- 

ствующей оси. 
Рассмотрим несколько частных случаев. 

1°. Круговой цилиндр. Если взять прямоугольную систему координат 

и предположить, что линия (С) есть окружность, то уравнение (1) обра- 

тится в уравнение кругового цилиндра, параллельного оси Ог. Если 

обозначить через (а, 5) координаты центра окружности в плоскости Оху, 

а через г радиус ее, то рассматриваемое уравнение напишется так 

(см. $ 80): 
(хану — фт =0. (2) 

Ах-- ВуУ--С=0, (3) 

очевидно, изображает в пространстве плоскость, параллельную оси О: 

и пересекающую плоскость Оху по прямой, изображаемой в последней 

плоскости тем же уравнением (3). (Плоскость есть частный вид цилин- 

дрической поверхности, соответствующий случаю, когда лииия (©— 

прямая.) 

119. Классификация поверхностей. По виду своего уравнения в 

декартовых координатах поверхности разделяются на алгебраические и 

трансцендентные так же, как и плоские кривые (ср. $ 85). Поверхность 

называется алгебраической, если ее уравненче можно прелставить в виде 

Во, у д=0, (1) 

где Р(х, у, 2)— полином (целая рациональная функция относительно 

х, у и 2). Все неалгебраические поверхности называются трансцен- 

дентными. 
Алгебраические поверхности, в свою очередь, разделяются на поверх- 

ности различных порядков. Именно, если степень полинома Е(х, У, 2) 

в уравнении поверхности (1) равна п, то говорят, что поверхность и-го 

2?. Уравнение 

1) Мы подчеркиваем слова „в этой плоскости“, так как хотим обратить вни- 

мание ина то, что нельзя просто называть уравнение Ф (х, у) =0 уравнением 

линии (С); предыдущее уравнение выражает в пространстве цилиндр, и только 

те точки этого цилиндра, для которых & = 0, составляют линию (С). 
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порядка. Например, сфера, круговой конус и круговой цилиндр суть 

алгебраические поверхности второго порядка (см. их уравнения, выве- 

денные в предылущих параграфах). Плоскость же есть поверхность пер- 

вого порялка, как это следует из уравнения (3) предыдущего параграфа. 

Легко показать, что порядок поверхности не зависит от выбора си- 

стемы Декартовых координат. Доказательство совершенно аналогично 

доказательству 6 85, и мы его повторять здесь не будем. 

Также непосредственно может быть перенесено на наш случай ска- 

занное в 5 85 относительно возможности замены уравнения Е (у, =0 

уравнением низшей степени (см. об этом подробнее ниже, в $ 174). 

Алгебраическая поверхность может быть распадающейся (неприво- 

димой) или нераспадающейся (приводимой) в зависимости от того, воз- 

можно или нст разложить полином Р(х, у, 2) на множители, являющиеся 

также полиномами (подробнее см. НИже, в 6 174). 

120. Уравнения линии. Линию в пространстве можно определить 

как пересечение двух поверхностей, т. е. как геометрическое место 

точек, находящихся опновременно на 

двух поверхностях. Пусть Ф (х, у, 2) = 0, 

\ (х, у, 2) =0— уравнения поверх- 

ностей, пересечением которых является 

данная линия. Координаты каждой точ- 

ки линии должны, очевидно, одновре- 

менно удовлетворять обоим предыду- 

щим уравнениям, и обратно, точки, 

координаты которых одновременно уло- 

влетворяют обоим этим уравнениям, 

принадлежат данной линии. Короче, 

Черт. 100. данная линия есть геометрическое 

место точек, координаты которых 

одновременно удовлетворяют системе двух уравнений 

Фу д=0, 
Ч (х, у, 2) ==0. 

(1) 

Уравнения (1) называются уравнениями данной линии, 

. Заметим, что данную линию можно представить двумя уравнениями 

бесчисленным множеством способов: дейсгвительно, вместо данных двух 

поверхностей мы можем взять любую пару поверхностей, пересекающихся 

по этой линии. Аналитически это соответствует тому, что вместо 

системы (1) можно взять любую эквивалентную ей систему. 

Например, вообще говоря, систему (1) Можно разрешить относительно 

двух из переменных, скажем, х и у; тогда вместо системы (1) мы полу- 

чим эквивалентную ей систему вида 

(2), (2) 

Уравнения последней системы представляют собою уравнения цилин- 

дров, первый из которых параллелен оси Оу, а второй — оси Ох. Это, 
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очевидно, цилиндры, проектирующие данную линию на плоскости Огх 
и Оу2 соэтветственно параллельно осям Оу и Ох (черт. 100). 

Возьмем, например, систему уравнений 

э-у-| (3) 

х = а. 

В прямоугольных координатах первое из уравнений системы есть 
уравнение сферы радиуса г с центром в начале координат, а второе — 
плоскости, параллельной плоскости Оу2 и отсекающей на оси Ох отре- 

зок а. Пересечение этих двух поверхностей есть, очевилно, окружность 

с центром на оси Ох, плоскость которой перпендикулярна к этой оси 

и отсекает на ней огрезок а. Очевидно, пересечение существует лишь 

тогда, когда ах. 
Систему (3) можно заменить эквигалентной системой 

= — а, . 4 

Хх =а. 

Первое уравнение этой системы изображает круговой цилиндр, осью 

которого служит Ох, а радиус поперечного сечения равен 

Утв. 

Наша окружность есть линия пересечения этого цилиндра с пло- 
скостью х == а. 

Если линия может быть прэдставлена как пересечение двух алгебраи- 
ческих поверхностей, т. е. может быть представлена системой уравнений 

Е (х, У, 2) == 0, ЕЬ (х, У, 2) == 0, (5) 

где Ру и Р. обозначают полиномы относительно х, у и 2, то она навы- 

вается алгебраической линией. 
Порядком линии называется произведение степеней уравнений (5). 

Всякая неалгебраическая липия называется #рансцендентной. 

121. Параметрическое представление линий и поверхностей. 

В предыдущем параграфе линия была определена как пересечение двух 

поверхностей. Можно рассматривать линию и с другой точки зрения; 
именно, представлять ее как путь, описываемый точкой, движущейся по 

определенному закону. Мы придем, таким образом (ср. $ 81), к пара- 

метрическому представлению, когда координаты х, у и 2 выражаются 

как функции вспомогательной переменной Ё 

х=9 (0, у=ф(Ю, 2—5 (8, (1) 

где ф, (2, $2 (1) и $3 (1) обозначают непрерывные в известном промежутке 

функции. Если Ё изменяется в этом промежутке, то точка (х, У, 2) пере- ` 

мещается непрерывным образом в пространстве, описывая линию, 
Что это новое определение линии совпадает, по существу, с преды- 

дущим, можно убедиться, исключив Ё из уравнений (1). Решая, например, 
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третье из уравнений (1) относительно & т. е. выражая Ё через 2 и под- 

славляя найденное выражение в первые два из уравнений (1), мы полу- 

чим для Х и у выражения через 2: 

х==$(2), у=%(2), (2) 

т. е. уравнения (2) предылущего параграфа. 
Обратно, если линия задана уравнениями вида (2), то, взяв произ- 

вольную функцию фз (#) и полагая 2 == $3 (#), получим уравнения вида (1) 

х==ф [3 (1], у=у[9(0Ь 2= (0, 
ИЛИ 

х=91(9), у=ч(, 2==4з(0, 

где введены обозначения 

$ [$3 (6)] =, (0, +40] = 0. 

Например, если линия зазана уравнениями 

ея 
х =@а@ 

(в прямоугольных координатах это есть окружность, параллельная пло- 

скости Оуг, с центром на оси Ох), то, полагая 2 — Гм Ь, получим 

у=Ий— 92 = 10056 

что дает простое параметрическое представление данной кривой: 

х=а, у==гс0$1 2==г5ШЕ!). 

Также и поверхность можно представить параметрически, только 

здесь координаты х, у, 2 будут функциями двух параметров. 

Пусть, действительно, уравнение данной поверхности есть 

2=/(х, У. (3) 
Положим х==ф(р, 9), у==ф(р, 9), гле фр, 9), Ф(ф, 9) — цве 

произвольно выбранные функции ‘двух переменных ри 4, такие, что 

предыдущие уравнения разрешимы относительно р и @ (т. е. что ри9 

могут быть обратно выражены через х и у). Внося в (3) выражения х 

иу через р и 9, получим 2 ==) [Ф(р, 9), $(р, 9)]. Обозначая послед- 

нюю функцию через « (р, 9), будем иметь 

х==ф(р, 9), у==ф(, 4), 2==%(р, 9). (4) 

Обратно, всякие уравнения вида (4), из которых какие-либо два 

разрешимы относительно р и 9, представляют некоторую поверхность. 

1) Мы не взяли двойного зиака перед радикалом в выражении у, ибо двой- 

ной знак перед созЁ не дал бы иичего нового; действитель:.0, точку х == а, 

у=— 0$ в = = гзш получим из уравнений в тексте заменой Ё на п — Ё. 

В 
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Действительно, пусть, например, первые два уравнения разрешимы отно- 

сительно ри 9, так что, решая эти два уравнения, получим р = Л (х, у), 

4=)(х, у). Внося эти значения в третье из уравнений (4), получим 

уравнение вида (3), т. е. уравнение поверхности. 

Короче, чтобы из параметрического представления (4) вывести урав- 

нение поверхности, достаточно из трех уравнений (4) исключить две 

переменных р и 9; тогла получим одно упавнение, содержашее перемен- 

ные х, у, 2; это и будет уравнением поверхности. 

Например, если дана сфера с центром в начале прямоугольных коор- 

динат и радиусом, равным г, то ее уравнение будет 

ж- у? -|- 22 =:т. 

Полагая х= г$ш $ с0$ф, у=гзт9зтф (где ф и % играют роль 

параметров р и 9) и внося в предыдущее уравнение, получим 72 51129 -- 

+ 22 —, откуда 2? ==/? с08? 8, или & =гсо0$ 9 1). Итак, параметрическое 

представление сферы может быть дано в виле 

(5) 
х == гэт 9 08%, у ==гзм 8 зто, 

2=7с0$8. 

Читатель легко выяснит геометрическое значение параметров $ из 

(см. 5 61). На основании этого геометрического значения ясно, что 

для получения всех точек сферы достаточно предполагать Оо 2т, 

0<8 < г. 
122. О пересечении поверхностей и линий в пространстве. Коор- 

динаты точек пересечения Овух поверхностей, данных уравнениями 

Е: (х, у, 2) =0, Еь(х, у, 2) =0, удовлетворяют совокупности этих двух 

уравнений; так как в эгом случае имеются два уравнения с тремя пере- 

менными, то, вообще говоря, точек пересечения будет бесчисленное 

множество, и онл, как было уже сказано, составят некоторую линию. 

Координаты точек пересечения трех поверхностей 

Е, (х, у, 2)==0, Рь(х, у, 2) ==0, Ра(х, у, 2) =0 

удовлетворяют совокупности трех прелыдущих уравнений. Так как у нас 

три уравнения с тремя неизвестными, то в этом случае точки пересече- 

ния будут, вообще говоря, отделены друг от друга конечными расстоя- 

ниями; их будет или конечное число, или бесчисленное множество, но 

они, вообще говоря, не образуют непрерывной линии. То же относится 

к точкам пересечения поверхности Р(х, у, 2)==0 с линией, данной 

уравнениями Ф (х, у, 2) =0, Ч (х, у, =) =0. Если линия зацана пара- 

метрически: х=е, (0, у= (1, #—9:(1), то точки пересечения ее 

с поверхностью Р(х, у, 2) =0 определятся из уравнения (ср. $ 87) 

Е [в (8, 92 (0, %(0] = 0. 
Наконец, координаты точек пересечения двух линий в пространстве, 

заданных уравнениями Ф, (х, у, 2) =0, 1 (х, у, 2) =0 иФ. (х, у, 2) =0, 

1). Мы ие берем двойного знака перед с0$5, так как ов не дал бы ничего 

нового (ср. предыдущую сноску), 
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1. (х, У, 2) =0, должны удовлетворять всем четырем предыдущим 

уравнениям. Так как число уравнений превосходит число неизвестных, 

то, вообще говоря, эти уравнения не имеют решения, т. е. две линии 

в пространстве, вообще говоря, не пересекаются. 

И. УРАВНЕНИЕ ПЛОСКОСТИ 

123. Общее уравнение плоскости. Параметрическое представле- 

вие. Перейдем теперь к выводу уравнения плоскости, а именно покажем 

предложение: если х, у, &-— декартовы координаты относительно какой. 

либо системы Оху2, то всякое уравнение первой степени 

Ах-|-Ву |- Се +В=0 (1) 

изображает плоскость и, обратно, всякая плоскость изображается 

‘уравнением первой степени; мы предполагаем, что А, В, С не равны 

нулю одновременно. 

Проще всего доказать это следующим образом. Пусть П — данная 

плоскость. Возьмем иовую систему О’х'у’2’ декартовых координат такую, 

чтобы оси О’х’ и О’у’ были расположены в этой плоскости. Тогда 

в новой системе уравнение 
2'=0 

есть, очевидно, уразнение плоскости П. Возвращаясь к старой системе 

Охуг, будем иметь формулы перехода следующего вида: 

=’ =Ах--Ву-|- С2-- О 

(и лве аналогичные формулы для х’ и у’), где А, В, С, р — постоянные 1), 

причем А, В, С не равны нулю одновременно, и уравненне 2’ =0 

обращается в уравнение (1). : : 

Обратно, если дано уравнение первой степени (1), то, взяв новую 

систему координат О’х’у'=’ такую, чтобы формулы перехода имели вид 

хх ву це а, | 
"= иих-|- тьу-- ть2- 6", 

=’ = Ах -|- Ву +- С -Е О, 

(где в первых двух строках коэфициенты можно взять совершенно про- 

извольно, с тем, однако, чтобы подстановка была неособенной *), пре- 

образуем (1} к вилу 

(#) 

2' =0, 

откуда видно, что уравнение изображает плоскость. 

: г 

ь д. Ь 
| т Му ть 

ав С 

был отличен от нуля. Это всегда можно сделать. Действительно, по условию 

среди чисел А, В, С по крайней мере одио отлично от нуля. Если, например 



$ 123] |. УРАВНЕНИЕ ПЛОСКОСТИ 209 

Для того чтобы иметь возможность составить уравнение плоскости, 
надо иметь запанным ее положение в пространстве, Один из способов 
задания заключается в том, что задается какая-либо точка /М (ху, Уз, 20) 
плоскости и два вектора: Р. == (Ху, И, 71), Р.==(Хь, У» 75), не парал- 
лельные между собою и параллельные плоскости (черт. 101). Составим 
уравнение плоскости по этим заданиям. 

Пусть М (х, у, 2) — какая-либо точка 
пространства. Для того чтобы она на- 

холилась на нашей плоскости, необхо- 
димо и достаточно, чтобы вектор 

Мом = (х— хо У— У» &—20) (#) 
был компланарен с векторами Р, иР., 
т. е. чтобы ($ 39) 

Х— № УЖ 2—4 
А У, 2 == 0. (2) 

№ 7, 25 

Это и есть уравнение данной плоскости. Разлагая определитель но эле- 

ментам первой строки, представим уравнение (2) в виде 

А (х— ЕВ —--С(е—д)=0, — (3) 
где положено 

Черт. 101. 

А И 

Х. У 
А = 

ь 2 
, С == 

величины А, В, С не могут быть равны нулю одновременно, так как, 
по условию, векторы Р; и Р. не параллельны между собою 1). 

Наконец, раскрывая скобки и обозначая свободный член через О, 
получим уравнение (1). 

Легко также найти параметрическое представление плоскости. Дей- 
—— 

ствительно, так как вектор /Мь/М компланарен с Р, и Р», будем иметь 

[$ 39, формула (1)] ый 
ММ —Р-- о, (4) 

С-Е0, то достаточно взять { =1, 4 =0, 4-0, и! = 0, ж=1, #4 = 0, и тогда 
определитель 

100 

авс 

При А {0 систему (®) можно решить относительно х, у, 2 и получить выраже- 
. ние старых координат чер:з новые, что привецет к формулам вида (1) $ 66; это 
вполне спределит положение нового начала и новые координатные векторы. 

1) Ели бы А-В-=С=0, т. е У2.-— 7 =0, Хх, — 2.Х, ==0,. 
ХУ, — Х.Г, =0, то было бы 

т. е. векторы были бы параллельны. 

. М. Мусхелишвыяи. — 1946 14 
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где ^, в — некоторые числа (параметры). Изменяя Х и р, можем получить 

любую точку М нашей плоскости. Из (4) следует, если принять во 

внимание (**): 

х— хо==АХ. НХ» у— ==», НУ» 2—0 = > 

или окончательно 

ххх», уу -- А Е», а= РА. -в2, (5) 

Это и есть искомое параметрическое представление; параметрами являются 

лир. | | 

Замечание. Выше мы исключили случай, когда в общем уравнении 

А—=В-==С==0. Однако и в этом случае (мы считаем, что при этом 

р-=0) говорят, что уравнение изображает бесконечно удаленную или 

несобственную плоскость"); об этом см. полробнее в главе У1.-В ниже- 

слепующем, если противное не оговорено 0с0б0, мы будем считать, как 

выше, что не все три величины А, В, С равны нулю. Случай А = В == 

—С—0==0 не представляет интереса. Однако иногда имеет смысл 

рассматривать и этот случай („неопределенная плоскость“). 

124. Геометрическое значение коэфициенгов А, В, С. В случае 

прямоугольных координат коэфициенты А, В, Св общем уравнении 

Ах-- Ву сё Б=0 (1) 

имеют весьма простое геометрическое значение; а именно легко показать, 

что вектор 
Р == (А, В, С) 

перпендикулярен к плоскости (1). Чтобы в этом убедиться, достаточно 

показать, что вектор Р перпендикулярен любому отрезку /МиМь, распо- 

ложенному на плоскости. Пусть координаты /М; суть хи», Ул» 21, а коор- 

динаты М» суть х, У» 2. Так как обе эти точки принадлежат пло- 

скости (1), то Ах:-|- Ву, -- Са, -|- В ==0, Ах, -|- Ву, - С.Н 
О ==0; вы- 

читая, получим 

А(ж— НВ — у) Е С(е,— 21) =0, 
-—* 

откуда и следует, что вектор (А, В, С) перпендикулярен вектору ЛМ, = 

= (хх, У Ув 2. —2,). Вектор Р мы будем называть вектором 

направления плоскости П. : 

Все сказанное выше будет справедливым и в случае общих декартовых 

координат, если под Р будем подразумевать вектор, ковариантные координаты 

которого суть 4, В, С- 

125. Частные случаи. Равенство нулю одного или нескольких коэ= 

фициентов в общем уравнении плоскости 

Ах-{ Ву-- Сг-- Б==0 (1) 

1) Ср. 5 90, замечание. 
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характеризует некоторые особенности в ее расположении относительно 
осей координат, которые следует отметить. 

1. Если в уравнении (1) свободный член Р==0, то это уравнение 
принимает вид 

Ах-- Ву Сг=0; (2) 
очевидно, что соответствующая плоскость проходит через начало коор- динат (ибо предыдущее уравнение удовлетворяется значениями х — у=— 
—2==0). 

2. Пусть в уравнении (1) равен нулю один из коэфициентов при 
переменных; например, пусть С = 0. Тогда это уравнение принимает вид 

. Ах--Ву--р-=0. (3) 
Соответствующая плоскость параллельна оси Ог и пересекает пло- 

скость Оху по прямой, уравнение которой в этой плоскости есть уравне- ние (3) (см. $ 118, 2°). 
Очевидно, наш результат можно формулировать так: если в уравнении плоскости отсутствует член, содержащий одну из координат, то плоскость параллельна соответствующей оси координат. 
3. Пусть два коэфициента при переменных равны нулю. Например, В=<С-==0. Тогда плоскость будет, в силу предылущего, параллельна одновременно как оси Оу, так и оси О2, т. е. параллельна всей пло- 

скости Оуг. 
Этот результат с очевидностью вытекает также из рассмотрения урав- нения . 

Ах-|-р=—0, 

которое может быть переписано так: 
| в 

а 

Очевидно, рассматриваемая плоскость отсекает на оси Ох отрезок, р равный —-, если за единицу длины на Ох принять “|. 
В частности, уравнение х —0 изображает плоскость Оуг. Аналогично для уравнений у=—0Ои 2—0. 
126. Знак четырехчлена Ах-|-Ву | Сг-|-Р. Так же как в $ 92, 

легко заключить, что плоскость 

Ах-|- Ву сё р—0 
разбивает все пространство на две части, в одной из которых выражение 

Ах Ву |- Сё-- р 
принимает положительные значения, а в другой — отрицательные. На 
самой плоскостн это выражение обращается в нуль. 

127. Уравнение в отрезках на осях !). Если в уравненин плоскости 

Ах- Ву се-- р=0 
1) Ср. $ 93. 
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коэфициент Р не равен нулю, то, разделив обе части этого уравнения 

на— О) и полагая 
А_ 1 Еда 

—Б-р, =: (1) 

его можно привести к виду 

х У # 2—4. 
тат: 2) 

Коэфициенты р, 4 и ГВ уравнении (2) имеют простое геометрическое 

значение. 

Действительно, найдем пересечение плоскости (2) с осью Ох. Иско- 

мая точка пересечения есть та точка плоскости (2), для которой у = 

—2-=0. Подставляя эти значения в предыдущее уравнение, найдем 

1 
| 

или х==р. Поступая аналогично относительно двух других осей, выво- 

дим, что р, 9 и г обозначают отрезки, отсекаемые данной плоскостью 

на осях коорлинат Ох, Оу, Ог, если за единицы длин отрезков на этих 

осях принять длины ||, |У|, |\| соответствующих координатных век- 

торов. 

Замечание. Если один из коэфициентов А, В, С равен нулю, 

например, С ==0, то вместо уравнения (2) получим, очевидно, 

Г 
То (3) 

где риф имеют те же значения (1) и тот же геометрический смысл; 

уравнение (3) получается из (2), если положить г == со , что и понятно, 

так как при С==0 плоскость параллельна оси Ох, т. е. отсекает на ней 

отрезок бесконечно большой длины. 

„ 128. Построение плоскости, заданной уравнением. Для того чтобы 

построить плоскость, заданную уравиением 

Ак Ву С2--2=0, (1) 

достаточно найти трн какие-либо ее точки (не лежащие на одной пря- 

мой). Чтобы найти какую-либо точку плоскости. достаточно прилать. 

в ее уравнении (1) двум из координат (например хи у) произвольные 

значения, а третью координату вычислить на основании этого уравнения. 

В большинстве случаев проще всего найти точки пересечения пло- 

скости с осями Ох, Оуи Ог и по этим точкам построить плоскость. 

Пусть, например, дано уравнение 

2х4 4у—=—8=0. (2) 

Полагая у====0, найдем х — 4; полагая, далее, 2 = х ==0, иайдем 

у==2 и, наконец, полагая Х==у = 0, найдем 2 =— 8. 

Поэтому наша плоскость пересекает оси коордннатв точках М, (4,
 0, 0), 

Мр (0, 2, 0) и № (0, 0, — 8) (черт. 102). 
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Тот же результат получим, написав уравнение (2) в виде 

откуда ясно, что плоскость отсекает на осях координат отрезки 4|п|, 

у и — 81% |. 
Возьмем еще уравнение плоскости 

2х— Зу-- 12 =0. (3). 

Эта плоскость параллельна оси О=. Полагая в предылущем уравнении 

У==0, найдем х=—6, полагая же х==0, получим у==4; следова- 

тельно, маша плоскость проходит черев точки М, (—6, 0, 0) и № (0, 4, 0), 

Черт. 102. Черт. 103, 

булучи параллельной оси 02, на основании сказанного выше (черт. 

102). 
Тот же результат мы получим, если напишем уравнение (3) в виде 

р 

2в+з=Ъ 

откуда видно, что плоскость отсекает на’осях коорпинат отрезки — 6 |п |, 
4|у]} и оо. 

Если плоскость“ проходит через начало координат О, то все три 
точки пересечения ее с осями совпадают с О. Чтобы построить еще 

две какие-либо принадлежащие ей точки, проще всего взять точки, лежа- 
щие иа плоскостях координат. 

Пусть, например, дано уравнение 

х—Зу--42—0. 

Полагая, например, х=0 и у==2, найдем 2==1, полагая же 2==0 
и х=29, получим у-1; поэтому наша плоскость проходит через точки 

О (0, 0, 0), М(0, 2, 1) и №2, 1, 0) (черт. 103). 
129. Следы плоскости на плоскостях координат. Построение 

ИЛОСКОСТИ 

Ах-- Ву-- се р=0 = (1) 
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можно также произвести, найдя следы этой плоскости на плоскостях 
координат, т. е. прямые пересечения данной плоскостн с плоскостями 
Юуг, Огх и Оху. | 

Пересечение плоскости (1), например, с плоскостью Оху, есть, оче- 
видно, геометрическое место точек, координаты которых одновременио 
удовлетворяют уразнению (1) и условию 2==0. Поэтому уравнение 
искомого следа на плоскости Оху будет 

Ах-|- ВУ О ==0. | (2) 

Точно так же уравнение следа на плоскости Оуд(х ==0) будет 

Ву сё О =9, (3) 

и наконец, уравнение следа на плоскости Огх (у =0) будет: 

Ах-- Сё- Р==0. (4) 

Замечание. В сущностн уравнения следа на плоскости Оху надо 
было бы писать так: 

| т 
== 0, 

ибо уравнение (2) само по себе изображает плоскость, параллельную 
оси Ол. Добавочное же уравнение 2—0 заменено выше словесным 

указанием на то, что уравнение (2) относится к точкам плоскости Оху. 

То же самое относится и к уравнениям (3) и (4). 
Читателю предлагается построить слелы плоскостей, рассмотренных 

в предыдущем параграфе, и при помощи этих следов произвести построе- 
ние самих плоскостей. | 

Упражнения 

1. Найти следы плоскости 4х |+ 7у-- 32-5 =0 на плоскостях Оуг, Олх, 
Оху. 

Ответ. Ту - 32 -- 5 ==0; 4х Е За + 5=0; 4х + 7у- 5==0. 

2. Найги следы плоскости х -у--1==0 на плоскостях координат (и по- 
строить, пользуясь этим, данную плоскость). 

Ответ. у--1=0; Хх 1=0; хр у--1-==0. 

130. Условия параллельиости и совпадения двух плоскостей. 

Сказанное в предыдушем параграфе позволяет вывести условия параллель“ 

ности двух плоскостей: 
} 

А.х-- В,у-| С,2-- 2: =0, \ (1) 

А,х-|- Вау Се 2, ==0. | 
Действительно, для того чтобы упомянутые плоскости были парал- 

лельны, необходимо и достаточно, чтобы были параллельны их следы 

на плоскостях координат (черт. 104). 
Условие параллельностн следов 

Ах--ВуУ-Ь, =0 и Азх--Ву-- РО, =0 (2) 
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на плоскости Оху дает ($ 97) 

написав аналогичные равенства для двух других плоскостей координат, 

получим окончательно условие параллельности двух плоскостей: 

с (3) 

Итак, для того чтобы две плоскости были параллельны, необхо- 
димо и достаточно, чтобы в их уравнениях были пропорциональны 

коэфициенты при соответствующих переменных. 
Частным случаем параллельности является сов- 

падение. 1) 
Для совпадения двух плоскостей необходимо 

и достаточно совпадение их следов на плоскостях 
координат. Условие же совпадения следов на пло- 
скости Оху [см. уравнения (2)] дает равенслва: 

написав аналогичные равенства для двух других 

плоскостей координат, получим окончательно тре- у и 
буемое условие: 

Аз __ В С 1%». (4) Черт. 104. 

Итак, для того чтобы две плоскости совпадали, необходимо и 
достаточно, чтобы все соответственные коэфициенты в их уравне- 
ниях были пропорциональны. 

Если А обозначает общее значение отношений (4), то прелыдущее 
условие можно записать так: 

Аз=РАь В,==РВ» С,= С, Бу == Гу. (5) 

Отсюда следует (ср. 6 97), что для совпадения плоскостей, данных 
уравнениями (1), необходимо и достаточно, чтобы существовало такое 
постоянное число К, при котором имеет место тождество (т. е. равен- 

ство, справедливое для всех значений х, У, 2): 

Азх-|- Выу-Е С - Бь== Е (Авх-Е Ву С2- Б,). (5а) 

131. Нормальное уравнение плоскости. Совершенно аналогично 
тому, что было сделано в 6 96, мы можем привести уравнение плоско- 
сти в прямоугольных координатах 

Ах-- Ву сё р =0 (1) 

к так называемому нормальному виду 

хсози-|- усозВ-Е 2 с0%1 — р =0, 1 (2) 
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где со5а, созВ, соз-у — косинусы некоторого иаправления, а р >> 0. Для 
этого достаточно умножить обе части (1) на постоянную Х, подобрав ее 
так, чтобы вектор 

У= (А, АВ, ХС) (3) 

был ортом и, кроме того, чтобы ХО <0. Из первого требования сле- 
дует: (ХА)? (В)? -- (С)? =1, откуда 

1 
2 = =——щ_щ_А т 

= У4+8+С’ (4) 

знак подбирается согласно второму требованию (при 2 ==0 знак произ- 

волен). Полагая 

АА = соза, ХВ ==с05В, ^С==с0$Т, (5) 

приведем уравнение к требуемому виду (2); Х называется нормирующим 
множителем. 

Из (3), на основании сказанного в $ 124, следует, что орт У пер- 
пендикулярен к плоскости (1). Совершенно так же, как в $ 96, покажем, 
что орт У направлен, при О-Е0, от начала координат к плоскости и 
что р есть расстояние начала координат до плоскости. 

Упражнения 

1. Длина перпендикуляра ОК, опущенного из начала координат на плоскость 
— 

равна 3; вектор ОК составляет с осями Ох и Оу углы а == 60°, В = 45°; с осью 
Ог он составляет острый угол. Найти нормальное уравнение плоскости (коор- 
динаты — прямоугольные). 

Решение. Угол 1 вектора ОК с осью О2г найдем из формулы 

С052 о -|- ©052 В -|- С052 7 = 1; 

так как 

1 У? с08&=5, с0$В = 5, 

1 
получим ©0$7 = +5 (мы взяли знак --, так как, по условию, угол 7 — 

острый). Следовательно, искомое нормальное уравнение будет 

тя нЕ #—3==0. 

2. Привести уравпение плоскости х -|- Зу- 3= + 1=0 к нормальному виду. 

ха 
—Ув ыы 

Ш. УРАВНЕНИЯ ПРЯМОЙ В ПРОСТРАНСТВЕ 

Ответ. 0- 

132. Уравнения в коэфициентах направления, Параметрическое 

представление. Выведем теперь уравнения прямой в пространстве мето- 

пом, аналогичным методу $ 88. Пусть Д есть данная прямая; положение 

ее вполне определяется заланием одной из ее точек М. (хо, Ус, 20) и 

какого-либо вектора Р == (Х, У, 7), не равного нулю, параллельного ей 
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(черт. 105). Этот вектор мы будем называть вектором направления 
прямой А. Для того чтобы точка М(х, у, г) находилась на Л, необхо- 

— 
димо и достаточно, чтобы вектор М.М = (х— хо, У— У, 2—2) был 
параллелен вектору Р; это же дает (5 37) 

ЕН ар: ин 
р. ЗИ д‘ а) 

Предыдущее условие представляет собою систему двух уравнений, 
которые можно написать, например, так; 

ао УМ .6 ав о и: (а) 
Так как уравнения эти выражают необходимое и достаточное условие 

того, чтобы точка (х, у, 2) находилась на данной прямой, то они и 
представляют собою уравнения этой 
прямой. 

Мы видим, что прямая в про- 
странстве изображается двумя урав- 
нениями, как это и должно быть со- 
гласно сказанному выше об аналити- 
ческом представлении линии в про- 

странстве ($ 120). Для прямой харак- 
терно то, что оба эти уравнения— 
линейные. 

Величины Х, У, 7 вполне опре- Черт. 105. 
деляют направление данной прямой; 
они поэтому называются коэфициентами направления этой прямой, а 
в соответствии с этим уравнения (1) называются уравнениями в коэфи- 
циентах направления. 

Ясно, что, обратно: всякое уравнение вида (1), где Х, У, Е не 
равны одновременно нулю, выражает прямую, проходящую через точку 
(Хо, У» 20) и параллельную вектору (Х, У, 27). 

Так как вектор Р можно заменить любым другим, параллельным ему, 
то величины Х, У, 7 можно заменить люзыми величинами, им пропор- 
циональными. Из этого следует, что направление прямой зависит не от 
самих величин Х, У, 2, а от их отношений, например от отношений 
(ср. $ 83) 

Хх У 
а — 1 Ь — Е . {2) 

Эти отношения можно назвать угловымн коэфициентами данной пря- 
мой (см. следующий параграф). 

Из уравнений (1) легко получить и параметрическое представление 
юрямой. Для этого достаточно обозначить общее значение отношений 
(1) через В что дает (ср. $ 88) 

х=ж-НХЬ у=ур-НУЬ == 2Ь > 

Параметр # нмеет то же геометрическое значение, что и в $ 88. 
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Если вместо вектора Р произвольной длины взять орт е = ( т, п), 
“то уравнения (1) примут вид 

ЕО 0. 
Ся (2) 

зеличины [, т, п называются координатами направления прямой 4, 
‘уравнения (4) — уравнениями в координатах направления, 

Соответствующее параметрическое представление примет вид 

х=ж--И, узи тЬ =д- тв (5) 

параметр Ё# в этом случае представляет собою расстояние переменной 

точки М(х, у, =) до постоянной точки М, (ху, Ус, 20}, снабженное зна- 
жом . (ср. $ 88). 

Замечание. Если даны коэфициенты направления Х, У, Я прямой А, 
то, чтобы найти коорлинаты направления [, т, п, достаточно умно- 
жить величины Х, У, 7 на такой множитель А, чтобы длина вектора 

ДАХ, ЕУ, №7) равнялась единице. 
В случае прямоугольных координат это вает 

(их -- ФУР (а =1, 
откуда 

1 
Е — а нинининни 

Нужтяти 
и 

Хх У 
{= НЕЕ — Е ЕЕ 

Еужеиея' "— ужи’ 

Узи’ 

„Двойной знак!) берется потому, что если 2 т, п суть координаты на- 
правления прямой, то — {, — т, — п будут также координатами направле- 
ния той же прямой. 

Вспомним, что в рассматриваемом случае (прямоугольных координат) 
4, т, п являются в то же время косинусами направления, т. е. 

[==60$0, т-=с0$8, п==с05Т, (7) 

где а, В, `/ обозначают углы орта е==(р т, п) с осями координат. 
Орту —е =(— 1 — т, —п) будут соответствовать углы п —@, т— 8, 

®— 1. 
Под углами прямой А с осями координат мы будем, безразлично, 

понимать либо углы орта е с этими осями (т. е. углы а, В, 7), либо 
углы орта-—е (т. е. углы п—@, п— В «— 1). 

Итак, формулы (6) дают возможность найти углы прямой, задан- 
ной ‘уравнениями (1), с осями координат. 

1) Надо одновременно брать либо верхиие, либо нижние знаки. 
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Упражнения и дополиения 

1. Найти уравнения прямой, проходящей через точку (1, 0, } и параллель- 
ной вектору Р = (3, 2, 1). 

х—1 в 
ОтвЕТ. тат к 2 =#— 1. 

2. Найти уравнения прямой, проходящей через точку (2, 3, 2) и параллель- 
ной вектору (0, 3, 5). 

х—2 _у—8_#—2 о У—8_#—2 
ОТВЕТ. от=-5-=-5_, ии х=2, т 

№ У Ответ. 9, или х у 
х У 0 

4. Найти общий вид уравнений прямой, параллельной оси Ол. 

Ответ. пе, ИЛИ Хх, У. 

; > = 25 

5. Найтн углы, которые прямая ее нЕ А: составляет с осями 

{прямоугольных) координат. 

Ответ. сова == Е ® ‚ с05В = Е с0$ 7 == ты 
Ув ум ув 

133. Приведенные уравнения прямой. Предполагая 7 7-0, можно 
уравнения (1а) предыдущего параграфа переписать так: 

Х— ж==а(2—2), у_\=6(2— 2), (п 

где попрежнему а и 6 обозначают постоянные 

Хх у 
а — 7’ = 7’ (2) 

или еще так: 

х==а2--р, } 3 

у=62-- а, ( ) 

где р и 4 обозначают некоторые постоянные (именно, р= % — ад), 
4 = — 625). Система уравнений (3) называется простейшей, или при- 
веденной системой уравнений прямой. 

Каждое из этих ‘уравнений, например уравнение х==а2-|-р, взятое 
само по себе, изображает плоскость (ибо это уракнепие первой степени). 
Так как ксординаты точек прямой А удовлетворяют обоим этим уравне- 
ниям, то эта прямая принадлежит одновременно обенм этим плоскостям, 
т. е. представляет собою их пересечение. 

Так как первое уравнение не содержит у, а второе х, то первая 
плоскость параллельна оси Оу, а вторая — оси Ох. Следовательно, пло- 
скости, изображаемые уравнениями (3), представляют собою  соответ- 
ственно плоскости, проектирующие данную прямую на плоскости Огх 
и Оуг (проекции берутся соответственно параллельно осям Оу и Ох) 
(черт. 106). 
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Коэфициенты а, 6, риа в уравнениях (3) имеют весьма простое 
геометрическое значение. Именно, ясно, что ри @ представляют собою 
не что иное, как координаты следа прямой (3) на плоскости Оху. 
В самом деле, чтобы найти координаты этого следа, т. е. координаты точки 
А пересечения прямой (3) с плоскостью Оху, нало в системе (3) поло- 
жить 2 ==0, что и дает 

Хх =—р, у == 9. 

Для выяснения геометрического значения коэфициентов 2, 6 ограни- 
чимся случаем прямоугольных ко- 
ординат. В этом случае при обо- 
значениях предыдущего параграфа 

м м Е. 

или 
х __ 60$ ° __ с05В 

@ — сот р с0$1 ' (9 

где а, В, ‘у обозначают углы пря- 
мой А с осями координат; заме“ 
тим, что значения а и 6 не изме- 

Черт. 106. нятся, если заменить одновремен- 
но а, В, у ная— а, п— В, —у- 

Если даны приведенные уравнения (3), то их всегда можно преобра- 

зовать в уравнения в коэфициентах направления; для этого достаточно 
нереписать уравнения (3) так: 

# 

— — = —0 

==” = и (5) 

Из предыдущего следует, что уравнения (3) всегда изображают пря- 
мую, проходящую через точку (р, 4, 0) и имеющую коэфициенты на- 
правления а, 6, 1 (или всякие три числа, пропорциональные числам а, 6, 1). 

Замечание 1. Одна из величин а, $ или обе могут быть, в част- 
ности, равны 0. Если, например, а==0, то уравнения прямой примут 
вид х=р, у=ф2-|-4; в этом случае наша прямая лежит в плоскости 
х==р, параллельной плоскости Оу2, т. е. прямая параллельна этой 

последней плоскости. Если а—=6-=0, то уравнения прямой примут вид 
х=р, у=а; прямая в этом случае параллельна оси О2. 

Замечание 2. Выводя уравнения (3), мы предполагали, что & -} 0- 
Если 7 ==0, то по крайней мере одна из величин А, У не равна нулю 
{так как все три величины Х, У, 7 не могут, по условию, обрашаться 
в 0); пусть, напрнмер, Х-Е 0; тогда мы сможем написать приведенные 

уравнения, меняя ролями переменные 2 и х. 

Упражиенния и дополиеиия 

(Координаты прямоугольные) 

1. Найти углы, которые прямая, данная приведенными уравнениями (3), 
составляет с осями координат. 
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Ответ. Из формулы (5) этого параграфа и из формулы (6) предыдущего 
параграфа следует 

а Г: 
д яние а НИЕ . [р РУ 8 ти 

хр та + 1 3 
СО5Т = = УвЕнЕ! . 

2. Найти острый угол 1, который прямая, данная уравнениями х==2--2, 
—— 22-3, составляет с осью Ог. 

1 
Ответ. с0$1 = +» 

Уб 
134. Условия параллельности и совпадения двух прямых. Из 

самого определения коэфициентов направления следует, что для парал- 
лельности двух прямых, заданных уравнениями: 

хх И Щ_ 2-2 хх, _ УФУ _ 2—2 
Х, на те В — Е В, › (0) 

необходимо и достаточно, чтобы векторы направления (Хь, И, 2) и 
(5, У., 7.) были параллельны, т. е. чтобы 

Предыдущие раненства выражают условия параллельностя прямых (1). 
Если прямые заданы приведенными уравнениями: 

Е. | з 
Уу=ё2-Н 9 - У==652 4», 8) 

то, переписав эти уравнения в виде (5) предыдущего параграфа и при- 
меняя условия (2), убедимся, что условия параллельности выражаются 
равенствами: 

а, =@,, в: ==0.. (4) 

На основании геометрического значения коэфиниентов риа (см. 
предыдущий параграф) ясно также, что-для совпадения двух прямых 
(3) необходимо и достаточно условие 

а. —а» ба=фь, р-р, 91=4.. (5) 

135. Уравнения прямой в общем виде. Прнведенные уравнения 
прямой . 

х=а2--р, } (1) 

у=в-19 
дают нам прямую как пересечение двух плоскостей: х—а2-—р=0и 
у— 62 —9-=0, параллельных соответственно осям Оу и Ох. Но, 
конечно, для аналитического представления прямой можно воспользо- 
ваться любыми двумя плоскостями, пересекающимися вдоль данной пря- 
мой (но не сливающимися друг с другом). Пусть 

А,х-|- В у-- Се -- 0, —=0, | (2) 
Ах -- Вьу-- С,2--Б, =0 
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суть уравнения этих плоскостей. Совокупность двух предыдущих урав- 

нений представляет собою уравнения данной прямой в общем виде. 

Обратно, система двух уравнений (2) всегда представляет некоторую 

прямую; предполагается, что плоскости, изображаемые кажлым из этих 

уравнений в отдельности, не параллельны (и не сливаются). Это оче- 

видно непосредственно, так как мы знаем, что система (2) представляет 

пересечение двух упомянутых плоскостей, т, е. прямую. 

Ясно, что систему (2) мы можем заменить бесчисленным множеством 

других, ей эквивалентных. Это сводится к тому, что вместо двух взятых 

плоскостей мы можем взять любые две другие, пересекающиеся вдоль 

данной прямой, В частности, систему (2) можно всегда привести к про- 

стейшему виду (1) (или аналогичному виту, где роль 2 исполняют х 

или у). Для этого достаточно решить систему (2) относительно двух из 

переменных х, у, 2, что всегда можно сделать, как сейчас будет показано. 

Заметим прежде всего, что среди определителей Ь 

ВС, — В›Сь, С.А: — С.Аь, А:В, — А»В,, (3) 

по крайней мере один не равен нулю, так как, если бы все эти три 

величины были равны нулю, то мы имели бы 

А В С 
Аз В С’ 

и плоскости, изображаемые уравнениями системы (1), были бы парал- 

лельны, что протнворечит условию. 

Предположим для определенности, что не равна нулю третья из вели- 

чин (3), т. е. что 
А, В. —4,В, Е 0. (4) 

Тогда, решив систему (2) относительно переменных х и у, мы полу- 

чим уравнения вида (1). | 
Итак, чтобы получить приведенные уравнения из общих, достаточно 

эти последние решить относительно двух из переменных. ‘ 

В свою очередь, приведенные уравнения можно всегда сразу пре- 

образовать в уравнения в коэфициентах направления (см. предылущий 

параграф). 

Замечание. Если плоскости, представляемые уравнениями (2), 

параллельны, то все-таки удобно говорить, что эти плоскости пере- 

секаются по прямой, но что прямая их пересечения —— бесконечно ‘уда- 

ленная, или несобственная. 
у Упразжиения 

1. Даны уравнения прямой в общем виде: 

г ху 2-5 =0. } 
9х—у— 224 1=0. 

Найти приведенные уравневия и уравнения в коэфициентах направления. 

Ответ. Приведенные ураввения; х == 2 — 2 уф 8. 

1) Это — определители, составленные из таблицы 

А, В: С, ° 

Аз В, © 
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Один из вчдов уравнения в коэфициентах направления: 

ам 
1 В т ав’. 
3 3 

2. Та же задача для прямой: 

х-+ 29+ ==0, } 
2+ 4у—2-6=0. 

Ответ. Приведенные уравнення (решаем относительно хи 2): х = -—-9у—2. == 2. Один из видов уравнения в коэфициентах направлеиня: 

ыы у #—2 

1 

3. Найти углы, которые прямая, представленная уравнениями. 

Ах 4у—2+2=0, } 
составляет с осями прямоугольных координат. р Решение. Приведевные Уравнения этой прямой будут 

5-7 =—2-+3; И 2’ 

следовательно, коэфнцниентами направления будут (+. —1, 1), илы (5, —4, 4}. 
Отсюда 

5 4 4 С0$ а —= 5 ——, 058 =“ › ©0=- —. И5 Туя уя 

ГУ. ОСНОВНЫЕ ЗАДАЧИ НА ПРЯМУЮ И ПЛОСКОСТЬ 
Переходя к решению ряда основных задач, связанных с аналитическим. представлением прямых и плоскостей в пространстве, мы могли бы сде- лать ряд предварительных замечаний, аналогнчных тем, которые были приведены перед решением задач, касающнхся прямой на плоскости. Во избежание повторения мы их не воспроизводим. 
В нижеследующем слова: „дана плоскость“, „дана прямая“, „найти: плоскость“ и т. п. надо понимать так: „дано уравнение плоскости“ ит. п. 

136. Задача 1. Найти пересечение двух плоскостей. Две пло- скости, заданные уравнениями 

Ах Ву- Сер, 0 (1 
Азх | Ву ба -- О? = 0, (2) 

могут либо пересекаться (иметь общую прямую), либо быть параллель- ными (иметь общую бесконечно удаленную прямую), либо совпадать (иметь все точки общими). . 
Мы уже умеем определять заранее, какой из этих случаев будет иметь место ($ 130). В первом случае (когда плоскости пересекаются по прямой на конечном расстоянии) прямая эта определяется системою 

* 
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уравнений (1), (2). В случае надобности мы можем преобразовать эту 

систему к приведенному вилу или в уравнения в коэфициентах напра- 

вления (см. предыдущий параграф). 

137. Задача 2. Найти пересечение трех плоскостей. Координаты 

точки пересечения трех плоскостей, заданных уравнениями 

Ах- ВУ С: + В, =0, 
Ах Вьу-- Се О, =0, (1) 
Азх-- ВзУ-- С,2 |- В: ==0, 

должиы удовлетворять одновременно этим трем линейным уравнениям. 

Система (1) допускает одно определенное решение тогда и только 

тогда, когда определитель 
А, В, С, 

А» В. С 

Аз Вз С 

отличен от нуля; в этом и только в этом случае плоскости {Т) пересе- 

каются в одной определенной точке (за конечном расстоянии). Прело- 

ставляя читателю произвести несложное алгебраическое исследование 

возможных остальных случаев !), ограничимся следующими замечаниями, 

непосредственно вытекающими из известных свойств плоскостей. 

Кроме упомянутого случая, когла А--0О и когда, следовательно, 

сушествует одна точка пересечения, могут представиться следующие 

случаи (во всех этих случаях А == 0): 
1) Данные три плоскости могут вовсе не иметь общих точек, т. е. 

хоставлять призму (быть параллельными одной и той же прямой, не 

пересекаясь по одной и той же прямой), или же быгь взаимно парал- 

лельными, не сливаясь в одну плоскость. В этом (и только в этом) 

случае система (1) несовместима. 
2) Все три данные плоскости могут пересекаться по одной и той же 

прямой или же сливаться в одну плоскость. Тогда (и только тогда) 

<истема (1) допускает бесчисленное множество решений, 

Решая систему (1), всегда можно узнать, с каким из перечисленных 

случаев мы имеем дело. 

А = 

Упражнения 

1. Найти пересечение трех плоскостей 

ху— ==0, 2х —у2—3=0, х—у—22--1=0. 

Ответ. Точка (1, 0, 1). 

2. Найги пересечение трех плоскостей 

х- 2 32—1=0, х{фу-+2-1=0, 2х -|- Зу- 42 = 0. 

Ответ. Последнее уравнение есть следствие первых дчух (получается путём 

сложения первых двух уравнений). Поэтому третье уравнение можно отбросить. 

Остается удовлетворить первым двум уравнениям. Эти два уравнения опреде 

ляют ирямую 
х-+ 2У- 32 —1=0, 
х у ||: 2+ 1= 0, 

по которой пересекаются три даеные плоскости. 

1) Ниже (6 166) мы дадим полное исследование при помощи однородных _ 

координат. 
$; 
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3. Найти пересечение трех плоскостей 

Хх 2+ 32—1==0, хфуф2--1=0, 2х4 3у-+ 42450, 
Ответ. Если сложить первые два уравнения и из полученного уравнения вычесть третье, получим —5 = 0, т. е. невозможное равенство. Значит, данные 

плоскости не пересекаются (пересекаются в бесконечно удаленной точке), 
Легко проверить, что эти плоскости непараллельны. Следовательно, они соста- 
вляют призму. 

138. Задача 3. Найти формулы перехода к новой системе де- 
картовых координат, плоскости которой заданы уравнениями. 
Если новые координатные плоскости заданы уравнениями (1) предыду- 
щего параграфа (причем первое изображает плоскость О’у'2', второе 
О’2’х’, а третье О’х’у”), то искомые формулы перехода будут (ср. $ 59) 

ХА, (Авх-|- Ву-- С,2-- О), 
У =, (Азх-{ Вьу + С» Ь.), (1) 
2" — Аз (Азх-|- Ву Се--О,), 

где А, А», А; — постоянные, которые можно взять произвольно (разу- 
меется, отличными от нуля), если положительные направления и длины 
новых координатных векторов безразличны. Мы, конечно, предполагаем, 
что данные плоскости пересекаются в одной точке, т. е. что А-Е О, 
Доказательство формул (1) совершенно аналогично доказательству фор- 
мул $ 99. 

139. Задача 4. Найти пересечение плоскости и прямой. Если 
прямая и плоскость заданы общимн уравнениями (например прямая пред- 
ставлена первымн двумя уравнениями системы (1) $ 137, а плоскость — 
третьим уравнением той же системы), то мы приходим к задаче, рассмо- 
тренной в упомянутом параграфе. 

Решение получает более простой вид, если прямая задана, например, 
параметрически. Пусть 

. Х==х-НХЬ у=у-НУЬ 2=2-|- 2 (1) 
параметрическое представление ланной прямой и 

Ах-|- Ву-|- С р =0 (2) 
уравнение данной плоскости. Подставляя выражения (1) в (2), получим 

(АХ-- вУ-- СР) Аж- Ву -|- СА НР == 0. (3) 
Если коэфициент при # не равен нулю, то мы получим вполне опре- 

деленное значение #{. Подставив это значение в (1), получим коорди- 
наты х, у, х точки пересечения. | 

Но если 

АХ-- ВУ-| С2 =0 (4) 

и при этом свободный член Ах, -|-Ву,-|-С2,-|- О уравнения (3) отли- 
чен от нуля, тогда точки пересечения нет (или, как часто говорят, она 
находится в бесконечности); это значит, что прямая и плоскость парал- 
лельны, 

Н. И. Мусхелишвили. — 1946 . 15 
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Если, наконец, имеет место равенство (4) и, кроме того, 

Ахо-- Вуз Са -Р=6, (5) 

то уравнение (3) обращается в тождество: 0—0, и следовательно, 

удовлетворяется при всяких значениях : Это значит, что прямая не 

только параллельна плоскости, но и расположена на ней. 

Те же результаты получим, если прямая задана уравнениями в коэфи- 

циентах направления 
х—х — 2—2 
а = = =: . (1а) 

Запомним, что равенство (4) представляет собою условие парал- 

лельности прямой (1), или, что ‘все равно, прямой (1а) и плоско- 

сти (2). 
Можно также сказать, что равенство (4) есть условие параллель 

ности плоскости (2) и вектора (Х, Т, 7)- 

Совокупность равенств (4) и (5) дает условия совмещения прямой 

и плоскости. 

Если прямая представлена приведенными уравнениями 

х==аг р, у==82-[9, (6) 

то, переписав их в виде 

видим, что условие параллельности плоскости и прямой есть 

Аа-- ВЬ--С=0; (4а) 

‘условие совмещения прямой и плоскости состоит из равенства (4а) и 

равенства 
Ар Ва-НО=0. (5а) - 

Упражнения 

1. Найти точку пересечения прямой х = 3241, у=2-—2 с плоскостью 

4х ру— ПЕ 2==0. 

Ответ. (—5, —4, —2). 

2. При каком значении № прямая х == #2 | 2, у-—=28г | 4 параллельна ппо- 

скосги х--у-Н2== 6? 

1 
. 

Ответ. Ё=-— 3. 

140. Задача 5. Найти пересечение: 1° данной поверхиости и. 

плоскости; 2° данной поверхиости и прямой; 3° данной кривой и 

плоскости. 1°. В пересечении поверхности 

Ф (х, у, 2) = 0 (1) 

Ах-- ВУ-С2--В==0 
(2) 

получается плоская линия, уравнения которой суть (1) и (2)- Если по- 

верхность (1) — алгебраическая, п-го порядка, то плоскость пересекает 

с плоскостью 
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ес по алгебраической лннии порядка не выше п или входит целиком 
в поверхность, как составная часть. Чтобы в этом убедиться, рассмотрим 
пересечение поверхностн (Г) с плоскостью Оху (т.е. с плоскостью 
2—0). Это пересечение, в плоскости Оху, дается уравнением 

Ф (х, у, 0) =0. 
Ясно, что это уравнение алгебраической линии порядка не выше я, 

если только оно не обращается в тождество. Если Ф(х, у, 0) =0 
тождественно, то это значит, что 2 входит во все члены нолинома 1) 
Ф (м, у, =), т. е. что Ф(х, у, 2) = 2-Ф, (х, у, 2), гле Ф, — полином 
("—1)-й степени. Поэтому в рассматриваемом случае уравнение (1) 
распадается на два: 2 =0 и Ф, (х, у,.)=0. Для нахождения пересече- 
ния поверхности (1) с произвольной плоскостью (2) постаточно при- 
нять эту последнюю за новую плоскость Оху, что на основании пре- 
дылущего приводит к результату, указанному в начале. Из этих же 
рассуждений вытекает, что еслн плоскость (2) целиком входит в состав 
поверхности (1), то будем иметь 

Ф (х, у, 2) = (Ах-|- Ву-- С#-- 2) $, (х,у, 2), 
гле Ф, — полином (п—1)-Й степени и поверхность (1) распадается 
на две: плоскость (2) и поверхность (и —1)-го порядка Ф, (х, у, 2) =0, 

Заметим, что введение некоторых обобщенных понятий ?) дает воз- 
можность утверждать, что линия пересечения — всегда порядка п (еслн 
исключить случай распадения). Тогда предыдущий результат не противо- 
речит общему определению порядка алгебраической линии в простран- 
стве), как произведения порядков поверхностей, пересечеиием которых 
эта линия является. 

2°. Рассмотрим теперь пересечение поверхности (1) с прямою; послел- 
нюю представим чараметрически: 

Х—=Ж-ЕХЬ у=у-УЬ 2—2 | 7%. (3) 
Значения параметра #, соответствующие точкам пересечении, опреде- 

ляются из уравнения 

Ф(м-- ХВ № & 20 =0. (4) 
Если поверхность (1) — алгебраическая, порядка п, то уравнение (4) 

будет степени и или низшей; оно может обратиться и в тождество, 
Таким образом имеется не более я точек пересечения, если исключить слу- 
чай, когда прямая принадлежит поверхности; ср. $ 100. 

При известных обобщениях 4) можно утверждать, что если прямая 
не принадлежит поверхности, число точек пересечения всегда равно я. 
Таким образом порядок алгебраической поверхности может быть опре- 
делен, как число точек пересечения поверхности с произвольною прямою, 
которая не принадлежит поверхности целиком, 

1) Ср. аналогичные рассуждення в 6 100. 
2) См. ниже, 5 174. 
3) См. $ 120, 
*) См. ниже, $ 174, 
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3°. Рассмотрим, наконец, пересечение линии в пространстве, заданной 

уравнениями 

Ф (х, у, 2) =0, Ч (х, у, 2) =0, (5) 

с плоскостью. Так как всякую плоскость можно принять за плоскость 

Оху, то, не нарушая общности, можем ограничиться рассмотрением 

пересечения с этой плоскостью. 

Подставляя в предыдущие уравнения 2—0, получим систему 

; Ф(х, у, 0) =0, Ч (х, у, 0) =0. (6) 

Это — уравнения линий пересечения поверхностей (5) с плоскостью Оху, 

_Пересечеиие этих линий межлу собою и дает искомые точки пересече- 

ния линии (5) с плоскостью Оху. Если поверхности (5) — алгебраиче- 

ские, порядков # и и, то линии (6) — алгебраические, порядков 27 и 1, 

или меныших; мы исключаем случай, когда одно из уравнений (6) обра- 

щается в тождество, т.е. когда плоскость Оху целиком принадлежит 

одной из поверхностей (5). Следовательно, число точек пересечения ли- 

нии (5) с плоскостью равно т.п (т. е. порядку линий) или меньше, 

если исключить из рассмотрения случай, когда линии (6) имеют общие - 

части. 
При известных обобщениях понятий можно утверждать, что число 

точек пересечения плоскости и алгебраической линии всегда равно ее 

порядку, если исключить случаи, когда точек пересечения — бесчислен- 

ное миожество. 

Упражнения и лополиения 

1. Степень точки относительно сферы определяется так же, как И для 

окружности (см. $ 100, упражнение 2). Доказать, что степень Ё точкн М (№, У» 20) 

относительно сферы, заданной уравнением (см. $ 117) 

жму 2Ах--2Ву + 22+ 2=0, 

равна результату подстановки в левую часть этого уравнения жо, Ус, 2 вместо 

х, у, г. 
2. Доказать, что геометрическое место точек, имеющих одинаковую, степень 

относительно двух сфер, есть плоскость. Эта плоскость называется радикальною 

плоскостью двух данных сфер (ср. $ 100, упражнение 3). 

141. Задача 6. Найти углы между данными плоскостями или 

прямыми (координаты предполагаюгся прямоугольными). Под углом 

А., А» между двумя прямыми А; и Д› мы будем понимать один из двух 

дополняющих друг друга до п углов, которые составляют прямые, про- 

веденные из одной точки и параллельные, данным. Этот угол равен 

углу ® между векторами направлений Р,, Р. этих прямых или допол- 

няет его до т. 

Под углом ЦП, Ц» между двумя плоскостями П: и П, мы будем 

понимать также один из двух составляемых ими двугранных углов. Этот 

угол равен углу 8 между векторами направлений 1) ©,, ©, этих пло- 

скостей (черт. 107) или дополняет его до п. 

1) То-есть векторами, перпендикулярными к данным плоскостям. 
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/\ 
Наконец, под углом АД, П межлу прямою Д и плоскостью П мы 

будем подразумевать один из двух углов, дополняющих друг друга дол, 
которые прямая А. составляет со своей прямоугольной проекцией на 
плоскость П. Этот угол и угол 8, составляемый векторами направлений 
Рн О прямой и плоскости, связаны соотношением (см. черт. 108) 

И\ 
А, Ио, 

если не обращать внимания_на слагаемое, кратное г. 

Черт. 107. Черт. 108. 

. Если вспомним теперь, что вектор направления прямой, заданной 
уравиениями 

Х— № _У— т __ < — 20 

ие. (2) 
есть вектор Р == (Х, 7,7) (или всякий, ему параллельный), а вектор 
направления плоскости 

Ах-|- ВУ С р=0 (2) 
есть вектор © = (А, В, С) (или всякий ему параллельный), то задача 
нахождения углов между плоскостями и прямыми, заданными уравне- 
ниями, непосредственно сводится к задаче нахождения угла между двумя 
векторами, уже решенной нами в $45. Пользуясь формулами упомяну- 
того параграфа, сразу получаем следующие результаты: 

1. Угол между двумя прямыми №, А», заданными уравнениями 

Хх: Уф 2—2 

и а 
а о (3) ХУ в 
г р. 28 + 

дается формулой 

ет ХЕ Я + 2,2, 
соз А,, и 

Уи: лучи л 
К 

(лвойной знак берется потому, что угол А,, А. равен либо 8, либо 
к — 9, где $ есть угол между векторами направлений прямых). 

2. Угол между двумя плоскостями П., Ц, заданными уравне- 
НиИяЯМмИи 

(4) 

Азх-- Ву- С,2--0,=0, Азх-- В,У-- СЕ, =0, (5) 
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дается формулой 

их 
с05 Пь, 2 = ЕВ о (6) 

Ув суюув то 

(двойной знак берется по той же причине, что и выше). 

3. Угол между прямой А, заданной уравнениями (1) и плоскостью П, 
заданной уравнением (2), дается формулой 

— У 42+ В+ у № 22° 

перед раликалом надо взять такой знак, чтобы зтП, А›>.0, ибо по 
и 

предположению оба значения угла Ц, А заключены между 0 и т. 
Замечание. Если одна или обе из рассматриваемых выше прямых 

заданы приведенными уравнениями вида 

х==аг-Рр, у==62--9, 

то для получения соответствующих формул достаточно вспомнить, что 
за вектор направления этой прямой можно взять вектор (а, 6, 1), так 
что в этом случае 

Х-за, У=ь 7=1. 

Легко распространить формулы этого параграфа на случай обобщенных 
декартовых координат, пользуясь формулами $5 56. Не надо забывать только, 
что А, В, С суть ковариантные координаты вектора ©, перпендикулярного 
к плоскости (2). 

Упражнения 

1. Найти угол 0 между прямой х=22-1, у=-—2--5 и плоскостью 
х—Зуе—5=0. ь 

Ответ. зш0-== В В 

2. Найти угол @ между плоскостями х -1|- у-- 2+2 =0их— у-2--4=0 

Ответ. 60$ 8 = -4- з > г 

3. Найти угол @ между двумя прямыми х_- 52 --1, у=2 и х—2--3, 
у = 4= — 3. 

Ответ. с0$ 0 = + ей . 
у13 

142. Задача 7. Найти условия перпендикулярности данных пря- 
мых и плоскостей (коорлипаты предполагаются прямоугольными). 
Пользуясь формулами предыдущего параграфа или же известными уже 
нам условиями перпендикулярности и параллельности двух векторов, 
немедленно получаем при обозначениях предыдущего параграфа; 

1. Условие перпендикулярности двух прямых А и Аз: 

ХК = 0, (1) 
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2. Условие перпендикулярности двух плоскостей Пип: 

А.А, В.В. С.С, = 0. (2) 

3. Условие перпендикулярности прямой А и плосковти П: 

А В С 

и =: (3) 
Напомним для сравнения условия параллельности, выведенные нами 

ранее и пригодные также для декартовых координат общего вида: 
Для двух прямых 

и и = (а) 
Для двух плоскостей 

и. Я (2а) 

Для прямой и плоскости 

АХ-- ВУ-|- С2 == 0. (За) 

Легко также вывести и эти последние формулы, пользуясь условием 
параллельности и перпендикулярности двух векторов. 

Следует обратить внимание на разницу между видом условий для 
плоскости и прямой и видом соответствующих условий для двух прямых 
или двух плоскостей. 

143. Задача 8. Найти расстояние данной точки до данной 
плоскости. Задача эта решается аналогично задаче & 103, 

Рассуждения совершенно аналогичные рассуждениям упомянутого 
параграфа, показывают, что если плоскость задана нормальным уравне- 
нием в прямоугольных координатах 

хсо$а-|- у со5В-- 26051 — р=0, 

то расстояние й точки М(х, у, 2) до плоскости дается формулой: 

Я —х, со %-[- у, созВ-|- 2, с0$ у — р, (1) 

т. е. Й есть результат подстановки координат точки в левую часть 
нормального уравнения плоскости. 

Если плоскость задана общим уравнением 

Ах-|- ВУ С2-- О =0, {2) 
то 

й—^ (Ах, -- Ву, - Са, 2), (3) 

где Х — нормирующий множитель 
1 

^ ЕЕ 5 4 

Уж 82+ С? @ 
Результат (3) остается справедливым и в случае декартовых кборди- 

нат общего вида, только постоянная Х уже не имеет значейия (4). 
Формулы (1) и (3) приписывают расстоянию & определенный знак, 

как в $ 108. Нам важно помнить лишь то, что для точек, расположен- 
ных по разные стороны плоскости, й имеет различные знаки. 
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Упражнения 

(Координаты — прямоугольные) 

1. Найтн расстояние точки (2, 3, 1) до плоскости 

3х 2у-2-+5=0, 

2. Найти расстояике между параллельными плоскостями 

2х | ЗУ 2=—3=0 и 4х 6у1 42—1-—0. 

(Указание. Взяв произвольную точку на одной из плоскостей, найдите 
ее расстояние до другой.) 

144. Задача 9. Найти отношение, в котором данная плоскость 
делит отрезок, соединяющий две данные точки. 

Если М, (хи, У, 21) и М. (хо, Уь, 2.) — данные точки, а 

Ах-- Ву-- Сг-|- О) =0 

— уравнение данной плоскости, то рассуждения, совершенно аналогичные 
рассуждениям $ 104, приводят к формуле 

р = М Ави бьВ (1) 
ММ. Ах, + Ву + СО? 

где /М обозначает точку пересечения данной плоскости с прямой, соеди- 
няющей точки М, и М.. 

145. Число независимых постоянных, определяющих положение 
плоскости и прямой в пространстве. Прежде чем перейти к решению 
задач, . требующих нахождения прямой или плоскости по определенным 
условиям, сделаем замечание, аналогичное замечанию $ 105. 

Уравнение плоскостн 

Ах Ву-- С2-Н О =0 (1) 
можно переписать так: 

—ах--Ву-Ес, {2) 
где положено 

А В р 
—=— т, с, к {3) 

(мы предполагаем, что С-Ё0; если бы С=0, то мы могли бы решить 
. уравнение (1) относительно х или у). 

Следовательно, дли того чтобы написать уравнение плоскости, ‘доста 
точно знать три величины а, Ви с; в соответствии с этим говорят, 
что положение плоскости зависит от трех независимых постоянных 
[в уравнении (2) этими постоянными являются а, ри (]. 

Общий вид уравтения (1) плоскости не противоречит этому поло- 
жению, так как существенную роль в нем играют не сами четыре коэфи- 
циента 2, В, С, О, а отношения трех из них к четвертому; это ясно 
из того, что если все коэфициенты уравнения (1) заменить величинами, 
им пропорциональными, оно будет выражать ту же плоскость (ср. $ 105) 
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Положение прямой в пространстве определяется четырьмя независи- 
мыми постоянными, как это явствует из приведенных уравнений прямой 

х==а2-|-р, у=ё2--9. (4) 
На основании геометрического значения постоянных а, 6, р, 9 очевидно, 
что все эти четыре постоянные существенны, так как изменение каждой 
из них влечет за собою изменение положения прямой. 

Нельзя того же сказать о постоянных ху, У, 2%, А, Г, ©, входя- 
щих в уравнения в коэфициентах направления 

действительно, положение прямой не изменится, если вместо точки ху, 
Ус, 2, взять любую другую ее точку, например точку (р, 9, 0) пересе- 
чения прямой с плоскостью Оху; кроме того, величины Х, У, Й можно 
заменить любыми величинами, Им пропорциональными, например вели- 

ей 
у? в" 

В результате остаются только четыре величины р, 4, а, В 

чинами 

х У 
где положено & == у, = |, задание которых вполне определяет 

прямую. 
Из сказанного ясно, что для определения положения плоскости тре- 

буется, вообще говоря, три условия, а для определения положения 
прямой в пространстве — четыре условия 1). 

146. Связки прямых и плоскостей. Пучок плоскостей. Совокуп-‘ 
ность прямых пространства, проходящих через данную точку 
Мо (хо, Ус, 20), называется связкой прямых; те примые связки, которые 
находятся в одной и той же плоскости, составляют пучок ($ 106). 
Точка Му называется дентром связки, 

Уравнения любой прямой, принадлежашей связке с центром в точке 

Мо (хо» Ус» 20), очевидно, могут быть написаны в виде 

Хх —№ _ У % 2—2 

№ р. и а) 

где Х, У, {— коэфициенты направления прямой. Придавая им различ- 
ные значения (не равные одновременно нулю), можно придать прямой (1) 
любое направление, т. е. получить любую прямую связки. 

Уравнения (1) можно написать и так (при Я 5 0): 

х—Ж=а(2— 2), (1а) 

У—ж=6(2 —2), 
где а=>, =; следовательно, положение прямой, принадлежащей 

связке, зависит от двух независимых постоянных. 
Вспомним ($ 106), что положение прямой, принадлежащей лучку, 

зависит от одной постоянной. ь 

1) См. $ 105, сноска. Заметим, между прочим, что требование, чтобы прямая 
в пространстве проходила через данную точку №, №, 20, выражается двумя 
условиями; 

ж—= ал р, у= + 9. 
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Совокупность плоскостей, проходящих через данную точку 
М (№, Ус» 20), называется связкой плоскостей, а точка Му — центром 
связки. 

Найдем общее уравнение плоскости, приналлежащей связке. 
Для того чтобы плоскость 

Ах-| Ву-- Се р=0 (2) 
проходила через точку /№, необходимо и достаточно, чтобы коорди- 
наты этой точки уловлетворяли уравнению (1), т. е. чтобы 

Ах -|- Ву Си -- р =0. 

Это — единственное условие, которое должно связывать неопределен- 

ные коэфициенты А, В, Си Р. Предыдущее условие можно переписать 
и так: 

р= — Ах — Ву — Сл; 

подставляя в (2) вместо О это значение, получим уравнение, удовлетво- 
ряющее условиям задачи: 

А(х—х-- Вод Се—д)=0. (3) 
Придавая коэфициентам А, В и С в уравнении (3) различные зна- 

чения, мы получим различные плоскости, проходящие через точку М.. 
Положение каждой плоскости связки характеризуется значениями 

коэфициентов А, В и С в уравнении (3). Но ясно, что существенную 
роль играют в нем не сами эти коэфициенты, а их отношения. В этом 
мы сразу убедимся, решив уравнение (3), например, относительно 
2—2: 

&— 2 =а(х —х)-НВ(— У), 
где положено 

Следовательно, каждая плоскость связки с данным центром вполне 
характеризуется двумя постоянными, так же как и положение прямой, 
принадлежащей связке прямых. 

Пучком плоскостей называется совокупность плоскостей, проходя- 
щих через данную прямую А, называемую осью пучка. 

Постараемся найти общий вид уравнения плоскости, принадлежащей 
пучку. 

Пусть 
Ах Ву С-В, =0, @) 

Ах Ву-- С -- О, =0 

суть уравнения прямой Д (т. е. оси пучка). Каждое из двух написанных 
выше уравнений, взятое в отдельностн, изображает некоторую плоскость; 
обозначим эти плоскости через Ш) и П.. Прямая А есть пересечение 
плоскостей ЦП., НП, которые, следовательно, принадлежат пучку. 

Итак, наша задача состоит в нахождении общего вида уравнения 
плоскостей, проходящих через пересечение двух данных. В этой форму- 
лировке задача вполне аналогична вопросу, рассмотренному в $ НТ. 
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Составим уравнение 

А (Ах Ву се Бу-НЬ(Азх 1 Вьу-- С,г + БО, (5) 
где Ди 4 — произвольные постоянные, не равные одновременно нулю. 
Уравнение (5), которое можно переписать так: 

(А, -- ЬА›)х "Е (В, яЕ- 68.) ой ы (ИС, - С») а 10; --ьр» =0, 

есть уравнение плоскости, ибо оно — первой степени. 
Эта плоскость уловлетворяет условиям задачи, т, е. она проходит 

через линию пересечения плоскостей П и Ц.. Действительно, коорди- 
наты любой точки линии пересечения упомянутых плоскостей одновре- 

менно удовлетворяют уравнениям (4), а потому обращают в нуль 
выражения, заключенные в скобки, в левой части уравнения (5), и 
значит, всю левую часть его, Следовательно, любая точка пересечения 
плоскостей П, и П. лежит на плоскости (5), а это и требовалось до- 
казать. 

Введем для краткости обозначения 

Е, (х, У, 2) = А,х-| В.у-|-- С12-- О, г 

Р»(х, у, 2) == Азх - Вьу-|- Се О.. 

Тогда уравнение (5) можно переписать так: 

1Ё (х, У, 2)-- 2 Ро (х, у, 2) = 0. (6) 

Придавая различные значения величинам / и /›, мы получим различ- 
ные плоскости, проходящие через прямую (1). Что мы получим таким 
образом все такие плоскости, будет ясно из решения задачи & 152. 

Вместо двух постоянных Ди [, можно ввести одпу постоянную 

и написать уравнение (6) в виде 

В, (ху, г)-|- ВЕЬ(х, у, =0. (1) 
Мы видим, что положение плоскости, припадлежащей пучку, зависит 

от одной постоянной (так же как и в случае прямых на плоскости). 
Если уравнения плоскостей ЁР, (х, у, 2) =0и Р,(х, у, 2)—0 взяты 

в нормальной форме, то постоянная приобретает весьма простое значе- 
ние, которое предоставляем выяснить читателю (ср. $ 115). 

Легко видеть, что если плоскости Е! (х, у, 2) ==0 и Рь(х, у, =) =0 
параллельны, то все плоскости, представляемые уравнением (6) или (7), 
будут параллельны. В этом случае также говорят, что мы имеем дело 
с пучком, ось которого иаходится в бесконечности („несобственная ось“). 

Совершенно аналогично сказанному в 5 113 легко показать !), что 
условие, необходимое и достаточное для того, чтобы три плоскости, 
заданные уравнениями 

РБ; (Х, У, 2) == 0, Ро (х, у, 2) =0, Рь (х, у, 2) = 0, (8) 
„ 

1) Все угверждения, высказанные в остальной части этого параграфа, будут 
‘доказаны ниже (в главе У|, $ 168). 
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принадлежали одному пучку, заключается в следующем: существуют 
три числа 1, 6, 1, не равных одновременно нулю и таких, что 

имеем тождественно (т. е. для всех х, у, 2) 

ИВ, (х, У, 2) + Ь Ра (х, у, 2) Е Рь(х, у, 2) =0. (9) 

Аналогично, для Того чтобы четыре плоскости 

Е\ (х, у, 2) =Аих-|- ВУу-- С +0, =0, 

Рь (х, у, 2) = Аьх-- В,у--Сьг-- В, =0, (10) 

Ру (х, у, #2) == А,х-|- Вву-- С.ё- В; =0, 
Ва (х, у, 2) = Аах-- Ву С-В, =0 

принадлежали одной связке [т. е. имели общую точку ')], необходимо 
и достаточно, чтобы существовало четыре числа (, /ь, 13, &, не равных 
одновременно нулю и таких, что 

ИЕ, (х, У, 2)-|- БЕ? (х, у, 2) --АЕз (х, у, 2) - [Ра (х, у, 2) == 0; 

это условие эквивалентно условию 

0. (11) 

14, В. С В 

147. Задача 10. Найти прямую, проходящую через заданную 
точку и параллельную заданной прямой (или вектору). Если 
М, (х1, У1, 21) заданная точка, а Х, У, 7 — коэфициенты направления 
заданной прямой (или координаты заданного вектора), то уравнения 
искомой прямой, очевидно, напишутся в виде 

ху 2 
Хх у и 

148. Задача 11. Найти прямую, проходящую через заданиую 
точку М, (х,,У,#,) и перпендикулярную заданной плоскости 
Ах--Ву-- С2-Е р ==0 (координаты предполагаются прямоугольными). 
Эта задача сводится к предыдущей, так как искомая прямая должна 
быть параллельна вектору (А, В, С). 

149. Задача 12. Найти прямую, проходящую через две задан- 
ные точки. Если М. (м, У, 21) и М2 (хь, Уз, 2.) —- заданные точки, 
то, очевидно (ср. $ 108), уравнения 

хх _ УМ _ 2 

Х —^! Ул фа 

представляют искомую прямую. 

Этот результат можно получить непосредственно, исходя из условий 
коллинеарности трех точек (х, у, 2), (х1, У, ,2:) (Хо, Уо,.22) (см. $ 38)- 

1) Сюда включается и случай, когда общая точка — бесконечно удаленная 
(.несобственная“), т.е. когда все четыре плоскости параллельны одной и той же 
прямой. См. подробнее в главе \1, $ 168, ‚ 
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150, Задача 13. Найти плоскость, проходящую через заданную 

точку М (№1, У1, 21) и параллельную заданной плоскости. Пусть 

Ах Ву-- С-В: =0 (1) 

есть уравнение заданной плоскости, 

Чгобы решить поставленную задачу, надо так подобрать коэфициенты 

А, Ви Св общем уравнении (см. $ 146) плоскостей, проходящих через 

заданную точку 

Ах Во —фуд-Се-а)=0, (2) 
чтобы плоскость, изображаемая последним уравнением, была параллельна 

плоскости (1). Но ведь для этого необходимо и достаточно, чтобы коз- 

фициенты А, В и С были пропорциональны коэфициентам А, В, и С,. 

Подставляя в уравнение (2) вместо А, В и С пропорциональные им ве- 

личины Д,, В, и С:, найдем уравнение искомой плоскости 

А, (х— х)-- В, (уу) С, (#— 2) = 0. 

151. Задача 14. Найти плоскость, проходящую через заданную 

точку М, (х,, У, &,) и перпендикулярную заданной прямой или 

вектору (координаты предполагаются прямоугольными). Если Х, У, 2 

обозначают коэфициенты иаправления заданной прямой (или координаты 

заданного вектора), то, при обозначениях предыдущего параграфа, коэ- 

фициенты А, В, С должны быть пропорциональны этим величинам 

{см. $ 142, 3). Поэтому задача решается, как предыдущая (вместо Д., 

В;, Си: надо взять Х, Т, 1). 

В случае декартовых координат общего вида получим то же решение, если 

под Х, У, И будем подразумевать ковариантные координаты данного ‘вектора- 

152. Задача 15. Найти плоскость, проходящую через заданную 

прямую и заданную точку. Пусть Р, (х, у, 2) ==0, К. (х, у, 2) =0 

представляют уравнения данной прямой. Мы знаем, что уравнение 

Рио У, 2) -- АР> (х, У, 2) =0 (1) 

представляет некоторую плоскость, проходящую через данную прямую 

($ 146). Постараемся теперь подобрать постоянную А так, чтобы эта 

плоскость проходила через заданную точку М, (х1, Ул, 2,), не располо- 

женную на заданной прямой. Выражая условие расположения М, на 

плоскости (1), получим 

Е, (, У, 2) Ч- АР (х„, У 21) =0, 

откуда 
Е! (Ж» Ул» 21) 

Е. р 

Ра (Хь Ув 2) (2) 

Подставляя это значение А в (1), получим уравнение искомой плоско-. 

сти. В том (и только в том) случае, когда точка М, находится на пло- 

скости Р»(х, у, 2) =0, для Ё получается значение со, так как в’ этом 

случае (и только в этом случае) знаменатель в выражении для те. 

Е. (х1, Уз 2!), обращается в нуль !). Условившись считать, что при 

1) Так как, по условию, точка М, не расположена на данной прямой, то 

числитель Е, (х» Ул, #\) й знаменатель Р. (ху, У, 21) не могут быть одновременно 

равнымн нулю. 
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В =со уравнение (1} сводится к уравнению Рё (х, у, 2)=0, мы видим, 

что наша задача допускает всегда одно определенное решение. 
Из этого следует, в частности, что, придавая постоянной А в урав- 

нении (1) подходящее значение, можно получить любую плоскость, про- 
холящую через заданную прямую. | 

Пусть, например, требуется провести плоскость через прямую 

х=22—1, у==2--5 

и через точку М, (1, 3, 2). 
Общее уравнение плоскостей, проходящих через данную прямую, 

будет 

(х— 22 Ю--А(у—2— 5) =0. 

Чтобы предыдущая плоскость проходила через точку (1, 3, 2), должно 

быть, (1—2.24-1) -#(3—2—5)-=0, откуда # == — 7. Подставляя 
это значение в предыдущее уравнение, получим, после упрощений, урав- 

нение искомой плоскости 

2х— у—32--7==0. 

153. Задача 16. Найти плоскость, проходящую через три задан- 

ные неколлинеарные точки. Если М, (^1, Уь 2), М›(%ь У», 22), 

М. (х» Уз, 23) —три данные точки, то решение задачи непосредственно 

получим, выражая, что любая точка М(х, у, 2) искомой плоскости ком- 

планарна с тремя данными. Это дает ($ 40) 

ху: 1 

хуа, 1 

хз Уз 25 1 

хз Уз 2з 1 

—0. (1) 

Разлагая определитель в левой части (1) по элементам первой строки, 

получим уравнение первой степени, т, е. уравнение плоскости, которая, 

очевидно, удовлетворяет условиям задачи. 
Легко видеть, что так как данные три точки не расположены на 

одной прямой, то коэфициенты при х, у, 2 в этом уравнении не могут 

быть равны нулю одновременно. 

Нашу задачу можно свести также к задаче предыдущего параграфа. 

Для этого достаточно составить уравнение прямой, проходящей через 

две из заданных точек (что мы умеем делать, $ 149), а затем составить 

уравнение плоскости, проходящей через эту прямую и третью из задан- 

ных точек (что составляет залачу, решенную в предыдущем параграфе). 

Поясним сказанное примером. 
Пусть требуется провести плоскость через три точки М! (1, 3, 7), 

М» (2, 3, 8) и М. (0, 1, 2). Уравнения прямой, проходящей через точки 

М, и М», суть 

Хх! у-3 2-7 
1 ) 1 0 
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ИЛИ 

У—3==0, В 

х—2-1-6 —=0. 

Общее уравнение плоскостей, проходящих через эту прямую, имеет 
вид: 

(У-ЗЭ-НА(х—2- 6) ==0. 
Теперь надо подобрать Ё так, чтобы это уравнение изображало 

плоскость, проходящую и через точку М; (0, 1, 2). Выражая это усло- 
вие› получим 

—2--А-4==0, 
1 

т. е = 2: Подстановка этого значения А в предыдущее уравнение 
приводит нас к уравнению искомой плоскости 

х--2у— 2—0. 

154. Задача 17. Найти плоскость, проходящую через заданную прямую и параллельную другой заданной прямой или вектору. (Предполагается, что заданные прямые ие параллельны, иначе задача 
была бы, очевидно, неопределенной.) Если 

хм У 2—2) 
Е О 

— уравнение прямой, через которую мы проводим плоскость, а 
(^”, У’, 2”) — вектор направления другой заданной прямой, то решение за- дачи получим, написав уравнение плоскости, проходящей через точку М (хо, У», 20) и параллельной двум векторам: (Х, У, Ру и (Х, У 2). 
Уравнение это нами уже выведено в $ 123 и имеет вид: 

У 2—5 
х У РА —0. (1) 

р у" и 

Задачу эту можно решить иным способом: написать общее уравнение 
плоскостей, проходящих через данную прямую [$ 146, уравиение (7), 
и подобрать значение постоянной А так, чтобы эта плоскосль была ла- 
раллельна другой данной прямой (или вектору). 

Пусть, например, требуется через прямую 

4х—= 52—72, у=— 32-1 

провести плоскость, параллельную вектору Р == (2, 6, 1), 
Уравнение любой плоскости, проходящей через данную прямую, 

имеет вид 

(4х Бе--2) вузе о, 
ИЛИ 

4х |- Ау-- (ЗЕ — 5) 2 2-- в =0, (*) 



240 Гл. У. ПРЯМАЯ И ПЛОСКОСТЬ в ПРОСТРАНСТВЕ [$ 154—166' 

Условие параллельности этой плоскости и вектора Р дает 

2.4--6А--1. (3—5) -==0, 

откуда получаем А = — г . Подставляя это значение в (*), получаем 

требуемое уравнение 
! 12х— у— 182-|-5 =0. 

155. Задача 18. Найти плоскость, проходящую через заданную 
прямую и перпендикулярную к заданной плоскости. Решается (для 
случая прямоугольных координат) совершенно аналогично предыдущей 
задаче. 

156. Задача 19. Найти условия компланарности (пересечения) 
двух даиных прямых. Две прямые в пространстве вообще не пересе- 
каются и не компланарны (т. е. не расположены в одной плоскости). 

Если две прямые комплапарны, то они пересекаются в конечной или 
бесконечно удаленной точке (под последним мы, как всегда, подразуме- 
ваем, что прямые параллельны). Найдем условие того, чтобы две прямые 

хм Ум 2 
а. 2, () 

И 

—Жж _У У: _2— 
с в а (2) 

были компланарны (т. е. пересекались в конечной или бесконечно уда- 
ленной точке), 

Напишем для этого уравнение плоскости, проходящей через пря- 
мую (1) и параллельную прямой (2). Согласно формуле (1) $ 154 это 
уравнение имеет вид 

ра ий’ м в (3) 

№ 7, 2 | 

Для того чтобы наити прямые были компланарны, необходимо и до- 
статочно, чтобы прямая (2) была не только параллельна этой плоско- 
сти, но и приналлежала ей; а для этого, в свою очередь, необходимо 
и достаточно, чтобы хоть одна из точек прямой (2) принадлежала пло- 
скости (3). Выражая, что точка (хо, У», 22) находнтся на плоскости (3), 
получаем требуемое условие 

Хм У 22—21 

А, У, 7 == 0. (4) 

Если прямые заданы приведенными уравнениями 

х=а2-- р, | 

у= 2-4, м 
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и 

х = а я „2 -|- рэ | (6) 

У== 2-4» 
то можно взять 

(^^, У, 71) = (а, ы, 1), (х,, У„, 25) == (а, р, 1), 

ж==Рь У==9, 21=0,. х,==р., У=49:, 2 ==0, 

и условие (4) примет вид 

РР 9—9, 0 

а, [2] 11| = 0, 

| а, “1 

откуда, вычитая вторую строку из третьей, легко получаем 

Рз—Р: 92—4; аа (Ча) 

[1 — а, Ги == Г/Л 

157. Задача 20. Найти уравнения перпендикуляра, опущенного 
из заданной точки М на заданную прямую Д (координаты предпо- 
лагаются прямоугольными). Искомый перпендикуляр мы можем опреде- 
лить как линию пересечения плоскости, проходящей через точку Ми 
прямую А, с плоскостью, проходящей через точку М и перпендикуляр- 
ной к прямой А. Уравнения обеих плоскостей мы умеем найти ($ 152 и 
151). Совокупность этих двух уравнений и будет изображать искомую 
прямую. 

Упражнения и дополнения (к $ 146—157) 

1. Найти прямую, проходящую через точку (5, 6, 0) и параллельную прямой 

у=9х—1, 2=9х-5. 

—6 = 
ОТВЕТ. Рае. 

2. Найти прямую, проходяшую через точку (— 3, 2, 1) и перпендикулярную 
‚плоскости х -|- 32 —1=0 (координаты — прямоугольные). 

ХЗ _ У—2 _ #—1 
1 о 3 

3. Найти прямую, проходящую через точки (1, 3, 5) и (2, 3, 7). 

Ответ. = == 2—3 А. или у—3=0, 2х —=--3-0. 

Ответ. ‚ или у—2-=0, Зх —2-- 10 =0. 

4. Найти плоскость, проходячую через точку (0,—3, 1) и перпендикуляр- ную вектору (6, 8, 10) (коордннаты — прямоугольные), 
Ответ. 6х -- 8 (у-- 3) + 10(2— 1) = 0, илн 6х | 8у- 102 | 14 =0, 
5. Найти плоскость, проходящую через прямую 

уУу=2х-4 
: = —х--1 
и через точку (2, 0, 0). 

Ответ. бх--у-+- 82—12 =0. 

н, и, Мани, 1946 , я | 16 (= ` 
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я О Найти плоскость, проходящую через точки (—1,1, 1), (1, —1, 1), 

{ 21) — 1). 

Ответ. ху 2—1=0. 

7. Найти плоскость, проходящую через прямую 

хУ-1=0, 
х--2У- 22 =0 

и перпендикулярную к плоскости 2х — у — 2 = 0 (координаты — прямоугольные). 

Ответ. Зх -- 4у-- 22--2== 0. 

8. Найти (в прямоугольных координатах) уравнения перпендикуляра, опу- 
щеннего из точки (1, 0, 1) на прямую $ 

х= 32-2, 

у= 28; 
найти основание этого перпендикуляра. 

Ответ. Уравнения перпендикуляра 

х—2у-2-—2=0, 

3х + 2+ 2—4=0. 

11 2 1 
Координаты основания перпендикуляра ( о = 7). 

9. Найти значение р, при котором прямые х=а- р, у= —2и х=22 +1, 
‚у == 32 - 2 пересекаются; найти точку пересечения. 

1 1 1 
Ответ. р= 5; координаты точки пересечения будут (о >, =). 

158. Задача 21. Найти расстояние заданной точки М, (х, У, 21) 
до заданной прямой А (координаты предполагаются прямоугольными). 
Под расстоянием точки от прямой подразумевается, конечно, кратчайшее 
расстояние, т. е. длина перпендикуляра, опущенного из М, на А. Эту длину 
легко найти следующим образом. Найдем уравнение плоскости, прохо- 
дящей через точку М, и перпендикулярной к А. Точка пересечения К 

этой плоскости с А есть основание упомянутого перпендикуляра. Так как 
эту точку мы умеем найти, то сможем вычислить и расстояние | М,К|. 

Другой способ быстрее ведет к цели. Пусть 

Х— м У __ 2—4 : 
Е @ 

есть уравнение данной прямой А. Мы можем всегда для наглядности счи- 

тать, что вектор Р—=М,М == (Х, У, 7) расположен на самой прямой А 
и приложен к точке /№ (хо, Ус, 2о) этой прямой (черт. 109). Обозначим 

через О векторное произведение векторов М! Мо и Р'), т. е. положим 

О = М, М ЖР. (2) 

Мы знаем ($ 25), что |9 |=2 площ. МММ, =|Р|.#, где й — иско- 
мое расстояние. Следовательно: 

19| 

1) О есть не что иное, каквекторвый момент вектора Р относительно точки М; 
.см. $ 25, упражнение \. 
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Но мы знаем, что координаты вектора ©, который представляет собою 
векторное произведение векторов 

М; Мо == (хо — м, У — У, 2—2) и Р=(Х, У, 2), 

равны соответственно определителям (5 51): 

У—Я 2—2 

у 74 

0—1 №-^! 

РА Хх 

Хх—^ Ж—л 

Хх у 

следовательно, длина | ©| равна корню квадратному из суммы квадратов 
предыдущих определителей. Таким образом формула (3) дает 

ЕВ — 2 тая т ео ув БИ у» м + = 21 мс +|® ги У у» 2 

Узи 
159. Задача 22. Найти уравнения общего перпендикуляра к двум 

прямым Д, и Д,. Мы знаем, что прямые в пространстве вообще не 

ы > 

Черт. 109. Черт. 110. 

пересекаются. Легко показать, что существует одна и только одна!) пря- 
мая, пересекающая эти две прямые и перпендикулярная к ним обевм 
{общий перпендикуляр). Эту прямую можно найти следующим образом. 

Проведем через прямую А, (черт. 110) плоскость По, пвраллельную 
прямой Д»›. Затем проведем две плоскости, перпендикулярные к Ц: 
одну (П, ) — через А, и другую (П.) — через Л». Пересечение плоскостей 
П; и П. и даст нам НЕО общий перпендикуляр. 

сли координаты прямоугольные, то уравнения его легко найти, ибо 
мы умеем найти уравнения всех упомянутых плоскостей, в частности, 

плоскостей Пи и П.. 
Легко убедиться, что отрезок й этого общего перпендикуляра, за- 

ключенный между Точками пересечения с А; и А», есть кратчайшее рас- 
стояние между прямыми А; и Д> (т. е. что расстояние между любыми 
двумя другими точками, взятыми соответственно на Л, и А., больше й). 

160. Задача 23. Найти кратчайшее расстояние между двумя пря- 
мыми (координаты предполагаются прямоугольными). Мы сохраняем 
обозначения предыдущего параграфа. Для вычисления № нет необходи- 

1) Исключенне представляет случай, когда данные прямые параллельны, то- 
гда общих о множество, 7 

* 
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’ мости находить уравнения общего перпендикуляра. Достаточно найти 
только уравнение плоскости Ц, а затем взять любую точку на Аз и 
найти ее расстояние до плоскости По. Это расстояние как раз равно # ) ибо прямая Д. параллельна плоскости П,. 

Пусть 

м У 2 
о м (1) 

и 

А: У У _ 2—2 ы 
и Е, 2) 

суть уравнения прямых АД, и Д.. 
Уравнение плоскости, проходящей через А, и параллельной прямой А,, 

будет (см. 5 154) 

| х—х: Ул 2—2 

Х У 7, |=0, (3) 

| № 7 25 

или, разлагая по элементам первой строки: 

Х, У, 
Но— и) х, у, 

2, Х, 

2: &. -Е (2 — 2) =0. (4) 
у, 
у, 2) (х —х,) 

Остается теперь найти расстояние какой-либо точки прямой А. до 
плоскости (3). Проще всего с этой целью взять точку М» (х., Уз 25). 

Согласно общему правилу, это расстояние найдется, если в уравне. 
ние (3), предварительно приведенное к нормальному виду, мы подставим , 
на место х, у, 2 координаты точки М». Следовательно !): 

№— 1 У—М 2—2 

Х\ У 2 

Хх, У, 2 

и У А 7 Хх, в А: 7" 

У 2. 73 Х. Х, У, 

знак перед радикалом следует подобрать так, чтобы # >>'0. 

1) Чтобы привести уравнение (3) к нэрмальному виду, достаточно, как из- 

вестио, умвожить его на) = ——————-—, где А, В, С обозначают коэфи- 
3 У 42-2 © 

циенты при х, у, = уравнения (3), написанного в разложенном: виде (4). 



ГЛАВА ШЕСТАЯ 

МНИМЫЕ И НЕСОБСТВЕННЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ. ОДНОРОДНЫЕ 
ДЕКАРТОВЫ И ПРОЕКТИВНЫЕ КООРДИНАТЫ. ПРОЕКТИВНЫЕ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

Эта глава посвящена расширению некоторых основных геометриче- 
ских понятий, нмеющему целью внести ббльшую общность и единообра- 
зие в теорию алгебраических линий и поверхностей (в частности, линий 
и поверхностей второго порядка). | 

1. МНИМЫЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ЭЛЕМЕНТЫ 

161. Мнимые точки и векторы. Введение миимых элементов (мни- 
мых точек, прямых, плоскостей и пр.) в аналитнческой геометрии пре- 
следует ту же цель, что и введение комплексных (мнимых) чисел в 
алгебре. Если мы пожелаем ограничиться в алгебре рассмотрением исклю- 
чительно действительных чисел, то это не вызовет никаких неудобств 
до тех пор, пока мы будем изучать уравнения только первой степени. 
Но при переходе к уравнениям второй и высших степеней расширение 
понятия числа введением комплексных чисел напрашивается само собой. 
Читателю хорошо известны те неудобства, которые возникли бы в алгебре 
при желании ограничиться рассмотрением действительных чисел: боль- 
шинство теорем, касающихся уравнений второй и высших степеней, по- 
теряло бы свою общность и силу; не могла бы, например, быть сформу- 
лирована теорема о том, что всякое уравнение и-Й степени имеет ровно 
п корней. 

Точно так же и в аналитической геометрии введение мнимых элемен- 
тов напрашивается само собой, как только мы переходим к вопросу о 
пересечении линий порядка выше первого. Так же как и в алгебре, при 
желании ограничиться рассмотрением только действительных точек мы 
вынуждены были бы отказаться от многих общих предложений или за- 
менить некоторые из них рядом частных, более сложных, теряя, таким 
образом, в общности и простоте, 

Читателю это сделается ясным при ознакомлении с дальнейшим ма- 
териалом. 

Введение понятия мнимых элементов никакого затруднения не ны» 
зывает. 

Мы знаем, что при данной системе координат Оху на плоскости 
всякая пара действительных чисел х, у характеризует одну вполне опре- 
делеиную точку “М (х, у) Ва плоскости, 

Условимся говорить, что всякая пара чисел х, у также характери- 
зует одну вподне определенную точку М (х, у) на плоскости Оху; точку 
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мы будем называть действительной, если оба числа х и у действитель- 
ные, и мнимой, если по крайней мере одно из чисел х, у мнимое. Итак, 
мнимая точка определена нами чисто формально и не следует пытаться 
вкладывать в это понятие смысла большего, чем это дается в опреде- 
ленни, | 

Также и выражение, что „мнимая“ точка М(х, у) находится на.дан- 
ной плоскости координат Оху, следует понимать чисто условно, и не 
надо пытаться представлять себе положение этой точки на плоскости. 
Надо хорошо помнить, что понятие „мнимой точки“ на плоскости Оху 
покрывается вполне понятием „пары чисел х, у“. 

Мы условимся говорить, что если Оху и О’х’У’ две системы осей 
коорлинат на плоскости, то числа (х, у) и (х', у’) определяют одну и 
ту же точку, если (х, у) и (Х’, У) связаны друг с другом теми же 
формулами преобразования, как и в случае действительных точек, 
т. е., например, в случае прямоугольных координат, формулами: 

х=а- х' созо-Ру’ шо, 
У—Ь-х' это РУ" со5 9. 

Далее, условимся говорить, что две точки М, (ж, У.) и М, (хо, Уз) 
определяют отрезок М,/М> и в том случае, если одна или обе эти точки 

мнимые. В этом случае отрезок будет называться мнимым. Точку М (х, У) 
с координатами 

х=—^ №, 

у= и (0 

мы будем называть серединой отрезка ММ, даже в том случае, если. 
точки М, и М» мнимые. 

Две точки М, (хь, у1) и М. (х», У.) мы будем называть мнимыми 
сопряженными, если числа х, и х., а также и числа у, и у, — сопря- 
женные комплексные числа !). 

Середина М.М. отрезка, „соединяющего“ две мнимые сопряжен- 

ные точки, есть действительная точка. Действительно, в этом слу- 

чае (х.-|-х›) и (у\-Ру2) суть действительные числа?) и, следовательно, 
формулы (1) определяют действительную точку (х, У). ° 
“ Большинство понятий, относящихся к действительным точкам, может 

быть (формально) обобщено на случай мнимых точек, как это было 
только что сделано нами для понятия „середины“ отрезка, „ссединяю- 

щего“ две мнимые точки. Таким образом можно, например, ввести поня- 
тие „расстояния“ 7 между двумя точками, определяя его (в случае пря- 
моугольных координат на плоскости) формулой 

И и — же О — 2)" (2) 
и т. д. 

1) Комплексное число имеет вид а -|- $, где а и В — действительные числа. 
Два комплексвых числа а-- # и а—# называются сопряженными комилекс- 
ными числами. Суммадвух сопряженных комплексвых чисел есть число действи- 
тельное. В самом деле, (а -- 26) | (а—10) =2а — действительное число, 

2) См, предыдущую сноску. | . 
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Точно так же можно рассматривать и мнимый вектор на плоскости, 
определяемый двумя „координатами“ Х, У, которые суть комплексные 

числа. Два мнимых вектора называются равными, если их координаты 
равны; суммой двух векторов называется вектор, координаты которого 
равны суммам соответственных координат данных векторов; „длиной“ 
вектора называется число 

{если рассматриваются прямоугольные координаты); векторы называются 
„параллельными“, если их координаты пропорциональны, и Т. д, 

Заметим, что 8 слузае мнимого вектора длина его может рав- 
няться нулю без того, чтобы сам вектор был равен нулю (т. е. 
чтобы обе координаты его были равны нулю). 

Действительно, из равенства (мы все время считаем координаты 
прямоугольными) 

Хз У? =0 

У= АХ, (3) 

И ЕГ.. 

т ау | „Угловой коэфициент —х такого вектора равен, как мы видим, нЕ 

О векторе, имеющем такой угловой коэфициент, говорят, что он имеет 
изотропное направление. Это название объясняется тем, что „угловой 
коэфициент“ такого вектора не изменяется при повороте осей коор- 
динат. 

Действительно рассмотрим, например, случай, когда угловой коэфи- 

циент равен -- 2. При повороте осей координат на угол х новые коор- 
динаты Х’, У” вектора выражаются через старые формулами !): 

Х' = Хсоза-- Узта, У’= — Хупа-| Усоза, 

вытекает только, что 

где 

Угловой коэфициент этого вектора равен 

Ук Усоз а 

Х'—` Хсоза- Узта ' 

откуда, разделяя числитель и знаменатель в правой части на Х и помня, 

что = получаем 

ий _ —зт&- 2608а __ 2 (сова + 21а) 

Х' ^^ сова 29а — с05ч-- Ета 
— 1, 

а это и требовалось доказать. 
Значит „направление“ нашего вектора одинаково как относительно 

старой, так и относительно повернутой системы осей. 

1) Так же, как и в случае мнимых точек, мы, разумеется, условимся считать, 
что пары чисел (Х, И) и (Х', 7!) изображают один и тот же вектор относительно 
различных осей координат. если числа эти связаны теми же формулами пре- 
образования, что и координаты действительных векторов. 
и . 
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Все сказанное о мнимых точках и векторах на плоскости непосред- ственно обобщается на случай пространства. Ввиду очевидности этого обобщения мы на нем не останавливаемся (0б изотропных направлениях в пространстве будет сказано ниже). 
162. Мнимые прямые и плоскости. Сказанное в предылущем пара- графе естественно обобщается на случай „мнимых“ прямых и плоскостей. 
Например, под мнимой прямой на плоскости Оху понимают сово- купность (мнимых и действительных) точек (х, У), координаты которых 

удовлетворяют линейному уравнению ^ 

Ах-- Ву С==0, 

где А и В не равны нулю одновременно и где 4, В, С обозначают комплексные числа (которые не могут быть все три сделаны лействи- тельными сокращением на некоторый общий множитель: в этом послед- 
нем случае прямая будет действительной). 

Решая предыдущее уравнение относительно У (считая, что В-Е 0), 
приведем его к виду 

у=ах--5; 
а называется угловым коэфициентом (по аналогии с действительной пря- мой). Две прямые (мнимые или действительные) называются параллель- ными, если их угловые коэфициенты равны. „Точкой пересечения“ двух 
мнимых или действительных прямых называется точка, координаты кото- 
рой удовлетворяют уравнениям обеих прямых. 

Две прямые называются мнимыми сопряженными, если, по умножении 
уравнения одной из них на подходящий множитель, соответствующие коэфициенты их уравнений становятся мнимыми сопряженными числами, 
Легко показать, что две мнимые сопряженные прямые всегда пересе- каются в действительной точке (если они не параллельны; см. упражне- ния). Примером мнимых сопряженных прямых могут служить прямые 

У— У ==а(х—ж) и У— У = — 4 (х — хо), 
где а, Хо, Уо — действительные числа. Эти прямые пересекаются в дей- 
ствительной точке (ху, 5). 

В случае прямоугольных координат и а —1 получаем две сопряжен- 
ные прямые 

Ух — м), уи=— Иж, (1) 
называемые изотропными прямыми, проведеиные из точки (хо, Мо). Они характеризуются тем, что имеют угловой коэфициент -| { (ср. 6 161). 

Эти прямые называются также „прямыми нулевой длины“, ибо, как легко видеть, расстояние между любыми двумя точками, взятыми на 
одной из них, равно нулю. 

Совершенно аналогично определяются мнимые плоскости и мнимые прямые в пространстве, 

Упражнения и дополнения 

1. Показать, что две миимые сопряженные прямые пересекаются в действи» тельной точке (если они не параллельны), : 
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Доказательство. Пусть 

Ах-- В+ С=0 и Лх- Ву С’ =0 (*) 
уравнения данных прямых, причем А’, В’, С' обозначают величины, сопряжен- 
ные соответственно с А, В; С. Решая предыдущую систему, получаем: 

С'В-— СВ! _ 'С— АС! 
АВ" АВ* У АВГ АТВ 

Величина ЛВ' — А'В есть величина чисто мнимая, ибо АВ’ и А’В — сопря- 
женные комилексные числа. Точио так же С'В — СВ’ и А’С — АС’ чисто мннмые числа. Но так как отношение двух чисто миимых чисел есть число действи- 
тельное, то х и у будут действительными. 

2. Доказать, что совокупность двух Мнимых сопряжеиных ирямых может 
быть представлена одним уравкением второго порядка 

ах? -- 26ху- су? ах + ет у=о0 
с действительными коэфициентами, 

Доказательство. Совокупность прямых <*) предыдущего упражнения 
может быть представлена уравнением 

(Ах + ВУ-Е С) ('х + Ву-- С) =0 
произведя перемножение, получим уравнение указанного типа. 

И. ОДНОРОДНЫЕ КООРДИНАТЫ И НЕСОБСТВЕННЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ. 
р КООРДИНАТЫ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТИ 

Многие предложения аналитической геометрии тоже значительно вы- 
игрывают в общности и простоте при введении „бесконечно удаленных“ 
ИЛИ „несобственных“ элементов (точек, прямых, плоскостей). Это проще 
всего достигается применением однородных координат, с определения 
которых мы и начинаем, 

163. Однородные декартовы координаты на прямой. Нам уже 
несколько раз приходилось встречаться с величинами, характеризующими 
данное геометрическое свойство, которым, в целях достижения едино- 
образия, оказывалось целесообразным приписывать и бесконечно боль- 
шие значения (например, угловой коэфициент прямой). При этом каж- 
дый раз приходилось делать оговорки о том, как понимать ту или иную 
формулу, если входящие в нее величины принимают бесконечно большие 
значения. Эги оговорки, иногда очень загромождающие изложение, можно 
избежать, выражая величину, обрашающуюся в бесконечность, в виде 
отношения двух конечных величин. Так мы, например, поступали, изо- 
бражая угловой коэфициент прямой на плоскости в виде отношения 

У двух величин: —„, где Ти Х— коэфициенты направления прямой. Угло- 
вому коэфициеиту со соответствуют тогда коэфициенты направления 
А=0, У-Е0. 

Совершенно аналогично мы можем поступать относительно коорди- 
нат точек на прямой, на плоскости и в пространстве. Начнем для боль- 
шей ясности с координат точек на прямой, 

Положение точки М на оси Ох мы характеризовали до сих пор при 
помощи одного числа — декартовой абсциссы х. Введем теперь вместо 
одного числа. х два числа х, х, (х› 520), подчиненные условию 

ВЕ 1) 2 = (1) 
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Величины х!, х› называются однородными декартовыми координа- 

тами точки М. Ясно, что если заданы числа ху, х», причем хо 5 0, то 

точка М вполне определена. Наоборот, если задана точка М, т. е. ее 

абсцисса х, то это еще не определяет однородных координат: опреде- 
х 

лено только их отношение = Иными словами, если х:, хо — одно- 
2 

родные координаты точки М, то числа №х, и Хх», где Х — произвольное 

число, отличное от нуля, определяют ту же точку. 

До сих пор мы считали, что х›-Е0. Заменим теперь предыдущее 

определение однородных координат более общим, а именно условимся в 

следующем. 
1°. Всякие два числа х!, х„, не равные одновременно нулю, опреде- 

ляют на оси Ох одну и только одну точку М (х, х?). 

2°. Числа Хх, №х., где \ — произвольное число, не равное нулю, 

определяют ту же самую точку, что и хи, х2; иными словами, имеет зна- 
Х; х 

чение только отношение Е. или =. {если одно из чисел х,, х. равно 
ь р 

нулю, то надо подразумевать то из этих отношений, знаменатель кото- 

рого отличен от нуля). 

3°. Если х,-Ё0, то точка М(хь, 0) есть точка оси Ох, имеющая 

1 абсциссой Х==—-. 
№2 

4°. Если х.==0, то точка М(х:, 0) называется бесконечно удален- 

ной или несобственной точкой оси Ох (в отличие от точек в собствен- 

ном смысле слова — „собственных“ точек). 

Естественность названия „бесконечно удаленная“ вытекает из того, 
х: 

что точка с абсциссой х==- удаляется в бесконечность при хо, стре- 
2 

мящемся к нулю. 
Подчеркнем, что согласно принятым нами условиям, на данной пря- 

мой имеется только одна бесконечно удаленная точка (прямая как бы 

замыкается в бесконечности); это следует из условия 2°, в силу кото- 

рого символы (х!, 0) и (Хх,, 0) изображают одну и ту же точку; по- 

добрав же подходящим образом ^, можно всегда придать ^х! какое 

угодно значение. Значит, символ (х,, 0) должен изображать одну и ту 

же точку, каково бы ни было хм), отличное от нуля. 

Замечание. Тот факт, что на прямой имеется только одна беско- 

нечно удаленная точка, не является абсолютным законом, а определяется 

совокупностью принятых нами условий 1°— 4°. Приняв иные. условия, 

мы пришли бы к иному результату. Например, иногда бывает целесооб- 

разно принять, что на прямой -— две бесконечно удаленные точки, соот- 

ветствующие х=-Н со и х= — со. 
164. Приложение к корням алгебранческого уравиения. С пре- 

дыдущим естественно связать вопрос о „бесконечно больших“ корнях 

алгебраического уравнения: Для ясности рассмотрим сперва квадратное 

уравнение 
ах? 26х-- с==0. (1) 

Нам придется в дальнейшем часто иметь дело со случаем, когда реше- 

ние геометрического вопроса в общем виде приводится к уравнению (1), 
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которое при некоторых частных предположениях обращается в уравне- 
ние первой степени 

26х Не =0, (2) 

благодаря тому что коэфициент а обращается в нуль. Уравнение (2), 
при 6-20, имеет однн корень. Но часто, чтобы не терять в общности, 
рассматривают уравнение (2) как частный случай квадратного уравне- 
ния (1). Достигается это проще всего так. Будем рассматривать х как 
абсциссу некоторой точки на оси Ох и введем однородные координаты, 
положив (считая пока х. 5 0) 

НН х=; (8) 
внося это выражение в (1), получим уравнение ы 

21 \ 1 ор (=) .. а (==) +25 (1 )-Не=0, (18) 
которое `по умножении на хё приводится к виду 

2 ИИ ах -- 26, х,-Нсх ==0 . (4) 

(„квадратное уравнение в однородном виде“), Это последнее уравнение, 
содержащее две неизвестные х,, хз, не определяет каждую из них в от- 
дельности, а только их отношение 

х 1 х. 
х= 1 (если х, 0), или —— = “(если х, Е 0); 

2 х Хх! 

для определения первого из отношений имеем уравнение (1а), а для опре- 
деления второго — уравнение, получаемое из (4) делением на хз: 

а1 9% (2-Е (=) —=0. (15) 

Условимся теперь считать, что уравнение (1) вполне эквивалентно 
уравнению (4) во всех случаях (даже при х2 ==0), понимая под этим 

следующее: всякое решение уравнения (4), при котором х. Е 0, лает 
м 

обычное решение х == -„- уравнения (1). Решение же, при котором х. =0 
2 

(а, следовательно, по условию, х! -- 0), дает „бесконечно большое ре- 

шение“ уравнения (1), решение, которое мы будем обозначать так: 

Хх = со, считая это равенство эквивалентным следующему: 

у 
х Хх 

Решение уравнения. (4), при котором х,==0, может иметь место 
только в том случае, когда а==0; ибо, если а5Е0, то при х.=0 мы 

должны былн бы иметь ах? =0, т. е. х, ==0; но тогда х, и х, были 
бы равны нулю одновременно, что мы всегда исключаем. При а==0 

уравнение (4) принимает вид 

ж (26ж-Е сх) =0 

‚ и имеет следующие решения (считая © 5+ 0): 
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х. 
1°. х, == произвольной величине, х; == 0, т. е. —® = 0; 

^1 
о еп 

т = 
В соответствии со сказанным имеем следующий результат: если в 

уравнении (1) а=0, 6-20, то уравнение это имеет следующие два 
решения: 

= и хо. 

Если в уравненни (1) а=ф=0, с-20, то оно принимает вид 
сх =0 и имеет, как видим, двукратный корень х, = 0 (причем х, — 
произвольно). В соответствии с этим можно сказать, что при а = в ==0, 
с-Е0 уравнение (1) имеет двукратный корень х = со или, что все 
равно, два бесконечно больших корня. К тому же результату приводит 
рассмотрение пределов корней уравнения (1) при стремлении к нулю 
одного или обоих коэфициентов а, 6; см. ниже, упражнение. 

Рассуждения, вполне аналогичные предыдущим, приводят к следую- 
щему соглашению, которое мы примем раз и навсегда; | 

Пусть дано уравнение и-Йй степени 

арх" ах" 1... аи ах ан ==0; (5) 

если ==а1=...==—1==0, но а,-- 0, то мы будем говорить, что 
уравнение и-Йй степени (5) имеет А-кратный корень, равный беско- 
нечности (или А корней, равных бесконечности). 

Упражнение 

Пусть коэфициенты а, 6, с квадратного уравнения ах? -{ 2х Не=0— 
переменные величины, стремящиеся к пределам: 

Им а=а, ИтВ=Ь. И с=(. 
Доказать, что если ас == 0, ву $ 0, то один из корней уравнения стремится !) 

“Если же &%=0, &%=0, & #0, то оба корня стре- к со, а другой Е. 

мятся к со. 

165. Однородные декартовы координаты на плоскости. Перей- 
дем теперь к координатам на плоскости. Пусть х, у — декартовы ко- 
орлинаты точки /М. Введем вместо х, у три числа х:, хо, хз, Не рав- 
ные одновременно нулю, которые мы будем называть однородными 
декартовыми координатами, условившись в следующем (ср. аналогич- 
ные условия в $ 163): 

1°. Всякие три числа х1, Хз, Х., не равные одновременно нулю, 
определяют на плоскости Оху одну и только одну точку М (ху, хо, Хз). 

2°. Числа Хх, Ахо, №х.. где ^-Е 0, определяют ту же самую точку, 
что их, Хх», Хз; таким образом’ значение имеют только отношения 
чисел х,, х., х. друг к другу. 

1) Говоря, что х стремится к с©, мы подразумеваем только то, что 
1 

Ит = =0; следовательно, мы не делаем различия между стремлением к- 00 

и — 9 даже в том случае, когда х пробегает действнтельные значения, 
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3°. Если х-Ё0, то точка М(х,, хо, х.) есть точка плоскости Оху 
с неоднородными (т. е. обычными) координатами 

х=^", у=—. (1) 

4°. Если х.=0, то точка М(х!, х., 0) называется бесконечно уда- 
ленной или несобственной точкой плоскости. 

Несобственных (бесконечно удаленных) точек на плоскости бесчи- 
сленное множество; каждая из у 
них характеризуется отношением | 
двух чисел х,, Х.. Поясним это о(тьх Я) 
более подробно. за 

Рассмотрим наряду с данной 
несобственной точкой (х., Хо, 0) 
собственную точку М (х1, хз, Хз). 
Представим себе, что х„, х, оста- 
ются неизменными, а х‚, оставаясь 
отличным от нуля, стремится к 
пределу нуль. Тогда по крайней 
мере одна из неоднородных де- (выть) 
картовых координат х, у этой 

точки будет беспредельно возра- Черт. 111. 
стать. Значит, точка М (Хх, хо, Хз) 
или М (х, У) при убывании хз, удаляется в бесконечность. 

Проведем радиус-вектор ОМ, соединяющий начало координат с пе- 
ременной точкой М (черт. 111). 

На основании (1) угловой коэфициент его | 

2 Ух 
Е о} 1 (2) 

— 

значит, радиус-вектор ОМ при перемещении точки М (когда хз стре- 
мится к 0) остается параллельным неизменному направлению, которое 

х 
характеризуется угловым коэфициентом =. $ 

е 1 

В соответствии с этим говорят, что несобственная точка (х1, х., 0) 
Удалена в бесконечность в направлении, определяемом угловым 

№ 
коэфициентом-^. Если дано это направление, т. е. отношение вели- 

1 

чин Хь Хо, ТО этим самым вполне определяется соответствующая не- 
собственная точка, ибо такая точка характеризуется не самими вели- 

чинами х!, х», а их отношением друг к другу. 
Предыдущее рассмотрение пригодно и в случае, когда х, =0 (а, сле- 

довательно, по условию, х.-Е0): в этом случае наша несобственная 
точка бесконечно удалена в направлении оси Оу. 

Рассмотрим переменную точку М(хи, хг, хз), однородные коорди- 
наты Х,, хо. х, которой стремятся к определенным (конечным). преде- 
лам, не равным одновременно нулю. Если Иш х.--0, то наша точка 

# 



254 — Гл. МТ. МНИМЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ. ПРОЕКТИВНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ [$ 165 

стремится к вполне определенной собственной точке с неоднородными 

координатами 

ве Ил, __ Ним 

— Цшж? 70 Шилх; * 

Если же Шт х. == 0, то условимся говорить, что точка М стремится кне- 

собственной точке с однородными координатами Х, У, 0, где Х == м, 

У= Шп хо (или, что все равно, с координатами АХ, ХУ, 0, где 0 

произвольное число). 
—> 

Радиус-вектор ОМ переменной точки М имеет угловой коэфициент 
У 

Е = 28 ‚ который стремится к пределу у. Значит, он стремится стать 
1 

параллельным вектору Р == (СХ, У); это, 
очевидно, остается справедливым ив 
случае, когда Х==Итох, =0. Таким 
образом предельная несобственная точка 
Мь удалена в бесконечность в напра- 
влении, параллельном вектору Р == (Х,У). 
Обратим внимание на то, что здесь 
мы не различаем положительного и от- 
рицательного направлений: точка может 
удаляться в бесконечность так, что 
положительное направление ее ра- 
диуса-вектора стремится к направлению 
вектора Р —=(Х, У) или к направле- 
нию — вектора —Р ==(— Х, — 7). В 
обоих случаях, согласно нашему усло- 

Черт. 112. вию, Точка М стремится к одной и 
той же бесконечно удаленной точке 
М(Х, У, 0) или М(—Х, — У, 0). 

Например, пусть точка /М движется по прямой А, параллельной 
вектору Р==(Х, У) (черт. 112) в ту или другую сторону. По приня- 
тому нами определению она стремится в обоих случаях к одной и той 
же несобственной точке (Х, У, 0), которую можно представить и так: 
(—Х,— У, 0) или, общее, так: (ЛХ, ХУ, 0), где Х — произвольный мно- 
житель, не равный нулю. Таким образом в согласии с тем, что было 
сказано в 5 163, на прямой нмеется только одна бесконечно удаленная 

точка. 
Ясно также, что бесконечно Удаленная точка всякой прямой, парал- 

лельной А, совпадает с предыдущей. 
Замечание. Мы видели, что точка М с однородными координа- 

тами х,, Хо, х, стремится к определенному предельному положению 
(собственному или несобственному), когда х., Хо, хз стремятся к опре- 

деленным пределам, не равным одновременно нулю. 
Если х, Х., Х, не стремятся к определенным пределам, то это еще 

не значит, что точка М не стремится ни к какому пределу. Действи- 

тельно, может конечно случиться, что х,, х» х., не стремятся ни 

к каким пределам, тогда как числа Ах, Хх, Ах, где Х — подходящим 

образом подобранный (переменный) множитель, стремятся к определен- 

‹ 
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ным пределам, не равным одновременно нулю. Тогда, очевидно, наша 
точка будет стремиться к определенному предельному положению, ибо 
точка (хи, Ахо, ХХз) есть та же точка М (ха, Хо, хз). 

166. Уравнение прямой в однородных координатах. Рассмотрим 

теперь уравнение 

ах-- а»у-- аз==0, (а) 

где а, @, а, — постоянные коэфициенты. Мы знаем, что если @; и 45 
не равны одновременно нулю, то уравнение это изображает прямую на 
плоскости Оху. 

Вводя теперь однородные координаты, полагая 

1 Х2 
те, З З 

получим уравнение 

Хх! №2 . 

ана — та. =0: Ъ ги Ра 6 (5) 

Если мы ограничиваемся рассмотрением собственных точек“ плоскости 
(х. 20), то можем умножить уравнение (5) на х„ т. е. привести его 

К „однородному виду“ 

ах, -- ах, ах: = 0. (1) 

Однородные координаты всякой собственной точки нашей прямой 

удовлетворяют уравнению (1); обратно, всякие три числа (х:, хо, хз), 

‘при х. 0, удовлетворяющие уравнению (1), дают собственную точку, 

принадлежащую нашей прямой. 
Условимся теперь говорить, что вообше всякая (собственная или 

несобственная) точка принадлежит или не принадлежит нашей прямой 

в зависимости от того, удовлетворяют ли ее координаты уравнению (1) 

или нет; мы имеем в виду именно уравнение, взятое в однородном 

виде (1), а не в виде (Ъ). 
В частности, координаты (х‚, хо, 0) несобственной точки, принад- 

лежащей нашей прямой, должны удовлетворять уравнению 

аих, | арх» == 0, 
№ 

которое дает для и вполне определенное значение 
1 

ны @1 е (2) 

м в 

(в случае, когда а.==0, эту формулу следует заменить следующей: 

х,==0, х› — произвольно). 
Мы видим, таким образом, что согласно нашим условиям на дан- 

ной прямой имеется олна и только одна бесконечно удаленная точка, 
в качестве однородных координат которой можно взять, например, 

(а,, —а,, 0) или всякие пропорциональные им числа. Это находится 
в точном согласии со сказанным в предыдущих параграфах. 

Легко видеть, далее, что, в ‘согласии с0 сказанным в предыдущем 
параграфе, все параллельные между собою прямые, содержат одну и ту же 
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бесконечно удаленную точку, т.`е., как говорят, проходят через 
одну н ту же несобственную точку. Действительно, мы вндим, что 
бесконечно удаленная точка данной прямой определяется отношением 
коэфициентов @:, а», т. е. зависит только от углового коэфициента 
прямой. 

Сделаем теперь еще один шаг в обобщении введенных понятий. До 
сих пор мы считали, что а, ‘и а не равны одновременно нулю. Отбро- 
сим теперь это условие. Если а, =@.=—=0 и, кроме того, аз ==0, то 
мы имеем тождественное уравнение 0 —0, удовлетворяющееся коорди- 
натами всех точек плоскости. Этот случай, вообще говоря, интереса не 
представляет, но иногда есть смысл рассматривать и его: говорят, что 
при @, ===, ==0 уравнение (1) представляет „неопределенную 

прямую“. 

В дальнейшем, если противное не оговорено, мы всегда будем счи- 
тать, что по крайчей мере одна из величин @\, а», аз отлична от 

нуля. 
Рассмотрим теперь случай, когда а, ==а.=0, но а3-Е0. Тогда 

уравнение.(1) принимает вид 
азх. = 0, 

или 
хз = 0. . (3) 

В этом случае, как мы видим, нашему уравнению удовлетворяют 
только несобственные точки; ясно, что всякая несобственная точка 
удовлетворяет ему. Мы будем говорить, что уравнение (3) изображает. 
несобственную или бесконечно удаленную прямую. 

’ Итак, согласно нашим условиям совокупность бесконечно удален- 
ных точек на плоскости составляет одну бесконечно удаленную прямую !). 

Таким образом мы расширили понятие точки и прямой введением 
несобственных точек и несобственной прямой. Мы увидим сейчас, что. 
при этом сохраняется основное свойство точек и прямых, заключаю-. 
щееся в том, что через две несовпадающие точки проходит одна и 
только одна прямая. Другое же основное свойство, заключающееся 
в том, что две несовпадающие прямые либо параллельны, либо пере- 
секаются в одной точке, заменяется более простым: две несовпадающие 
прямые всегда пересекаются в одной точке (собственной или несоб- 
ственной). Мы докажем оба эти свойства, решая задачи: провести пря- 
мую через две заданные точки и найти пересечение двух заданных 
прямых. ` 

Сделаем несколько предварительных замечаний и условимся в 0боз- 

начениях. 
Левая часть уравнения (1) представляет собою линейную форму”) 

1) Надо иметь в виду, что это заключение (как и другие аналогичные) 

следуют из принятых нами условий. Мы могли бы принять и другие условия 
и получить другие заключения (ср. еще замечание в конце $ 163). Например, 
в теории функций комплексного переменного целесообразнее принять усло- 
вия, на основании которых на плоскости имеется только одна бесконечно, 
удаленная точка. и 

2) См. Добавление, $ 4. 
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трех переменных х,; х., хз. Для краткостн мы будем обозначать ее 
через /(х1, х., хз) или просто через { 

1= ах, ах» -|- аз. 

Пусть теперь даны две прямые 
/ у , а. == ах, - ах. -|- ах =0 и Лам ах, а’ == 0. 

Для совпадения этих прямых необходимо и достаточно, чтобы 
формы Г и Г были линейно зависимы "), т. е. чтобы имело место 
тождество вида 

=, 
где А — некоторое число, отличное от нуля, т. е. чтобы коэфициенты 
одной формы были пропорциональны коэфициентам другой. А для этого, 
в свою очередь, необходимо и достаточно, чтобы ранг таблицы 

а а а 

а, а, 

был равен единице (нулю он равен быть не может, так как среди 
элементов таблицы, и даже в каждой строке, имеются элементы, от- 
личные от нуля). 

С этим уместно сопоставить условие совпадения двух точек, кото- 
рое, очевидно, можно формулировать так: Оля совпадения двух точек 
М(х, х» хз) и М'’(х, х„ х,) необходимо и достаточно, чтобы 
ранг таблицы 

В 
был равен единице. 

Перейдем к решению задачи о проведении прямой через две не- 
совпадающие точки М’ (хх х,) и М" (Ж, ХИ, х"). 

Пустьа, а», аз— коэфициенты уравнения искомой прямой, а /И(х1,х2,х.)— 
одна из ее точек. По условию мы должны иметь одновременно: 

ах -|- ах. ах, == 0, 

ах, Нах, ах: ==0, 
ах, -- ах. |- ах — 0. 

Так как @\, а», а; не равны нулю одновременно, мы должны 
иметь 

а 
у г 

1 № м, |=0. (4) 

ГА п ГГ 

1 № %; 

1) Если прямые совпадают, то их уравнения Ё==0и Др —=0 эквивалентны, 
а отсюда следует, что линейные формы { и } зависимы (см. Добавление, 5 6, 
Следствие; в нашем простом случае интересующий нас результат очень легко 
установить и непосредственно). 

Н. И, Мусхелишвили. 1946 и 
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Мы сейчас покажем, что это иесть уравнение искомой прямой, Дей- 

ствительно, разлагая определитель в левой части (4) по элементам первой 

строки и умножая обе части уравнения на произвольное число А, 

отличное от нуля !), получим линейное уравнение вида 

аж Нах. | азх: == 0, 
где 

а == (хьхз — хх), а)== (ухи — хз), = (1% —2^х). (5) 

- Коэфициенты а;, а», а, не равны нулю одновременно, так как 

точки М’, М” по условию не совпадают ?). Таким образом (4) изо- 

бражает определенную прямую. Ясно, что прямая эта удовлетворяет по- 

ставленным условиям, т. е. проходит через точки М’ и М” 3). Значит, 

через две несовпадающие (собственные или несобственные) точки про- 

ходит одна вполне определенная прямая. 

Рассмотрим для большей ясности возможные частные случаи. Если 

обе точки М’ и М” — собственные, то и прямая (4) будет собственной, 

как легко проверить 4). 

Если одна из точек, например М”, несобственная, а другая М — 

собственная, т. е. хз == 0, хе 0, то уравнение (4) по разделению на 

№х, примет вид 

Это есть, очевидно, уравнение прямой, проходящей через точку м 

и параллельной вектору (ХТ, хо). Этого и следовало ожидать, так как 

прямая, проходящая через несобственную точку (х’, х›› 0), есть прямая, 

параллельная вектору (1, х>)- | 

Если обе точки М’ и М” — несобственные (5х == хз == 0), то уравне- 

ние (4) принимает вид 
# и ГД ие 

(ль — жмх,) хз = 0, < 

1) Конечно, можно и не вводить множитель Е; мы делаем это для общности 

окончательных формул (5). 
2) Если бы а: = а› == аз = 0, то ранг таблицы 

был бы меньше двух (равен единице). 

3) Действительно, непосредственной подстановкой координат точек Ми М" 

убеждаемся, что уравнение (4) удовлетворяется ИМИ. 

4) Так как в этом случае хз ЗЕ 0, лз 0, то, изменяя пропорционально ко- 

ординаты, можем принять ЖЗ==23 =1. Еслн бы при этом оказалось, что 
‚ Га у и ъ 

а = @==0, то вышло бы на основании (5), что х\ = №1 ‚, Х2 = Ха › Т. ©. точки. 

Ми М" совпадали бы. 
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т. е. 

хз == 0, 

значит, как и следовало ожидать, искомая прямая — несобственная (соб- 
ственная прямая может содержать только одну несобственную точку). 

Заметим еще, что равенство (4) выражает условие, необходимое и 
достаточное для того, чтобы три точки М (х., х», хз), Мих, хх), 
М" (ху, р хз) были коллинеарны, т. е. расположены на одной прямой. 
Это следует из предыдущего в том случае, когда М’и М” не совпа- 
дают. Когда М’и М” совпадают, тогда условие (4) соблюдено для 
всякой точки /М, ибо в определителе элементы второй и третьей строк 
в этом случае пропорциональны. С другой стороны, если точки М’ и М” 
совпадают, то эти точки расположены на одной прямой с любой точ- 
кой М. Итак, наше условие справедливо для всяких трех точек [соб- 
ственных, несобственных и совпадающих| !). | 

Перейдем теперь к задаче нахождения пересечения двух прямых. 
Пусть даны две несовпадающие прямые 

г г га 

ах, -- ах, -Назх: =0, 
ЯР и и ах, Нах, ах, = 0. 

Решая эту систему относительно Хх, Хо, Хз, находим 2) 

(6) 

Га Г/д и г 

293 — 4283), 
И: 7! „и и! х, =А (а хо == А (аа, — аза\), ху== (аа, —@в'0.), (Т) 

где А — произвольный множитель, отличный от нуля. Правые части не 
равны нулю одновременно, так как прямые (6), по условию, не совпа- 
дают. Итак, имеется одна и только одна точка пересечения, опреде- 
ляемая формулами (7). 

Если 
т иг 

2,4) — а, @. = 0, (8) 

то хз =0. В этом и только в этом случае точка пересечения —- несоб- 
ственная. Условие (8) является, таким образом, условием параллель- 
ности прямых (6) — результат, полученный нами и раньше. 

Если одна из данных прямых — несобственная, например, если 
а: =а. =0, 4-20, то на основании (7) получим, отбрасывая общий 

и 

множитель Ааз: 

: а 
Хх! —=а4„, Хх. =—а, Хз = 0, 

я е., как и следовало ожидать, несобственную точку прямой ах, -|- 
ах. -- ах; == 0. 

Перейдем теперь к вопросу о пересечении трех прямых и введем 

1) Ср. это условне с условием коллннеарности трех точек, полученным 
в $ 38. 

3) См. Добавление, 8 ба. 
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обозначения (несколько отличные от предыдущих: мы пишем теперь /, 
и Л. вместо Ги Г): 

Л==а,х, {-а»х, -азх,, 

Л==ах, Нах, ах, 
В=а,х, Нах, азх.. 

Уравнения (6) перепишутся теперь сокращенно так: 

в=0, ДЖ=0. (ба) 
Если прямые (ба) различны 1) и если прямая / ==0 проходит через 

их пересечение, то форма Д есть линейная комбинация форм /, и };: 

= № (9) 
где ^, в-о некоторые числа; действительно, по условию, решение 
системы уравнений (ба) должно удовлетворять и уравнению Д, = 0, откуда 
и следует наше утверждение ?). 

Тождество (9) эквивалентно следующим равенствам: 
: и г и : и а, =^а,-|- ва, а =%а, ва, а, ==Аа,-|- раз (10) 

или еще утверждению, что у 

ат @2 аз 

{ : й 

а а. 3 | =0. (11) 

Га и и 

2 22.05 

Предыдущее равенство есть Условие того, чтобы три прямые 

Л=0, Л==0, д =0 
принадлежали одному пучку (т, е. имели общую собственную или не- 
собственную точку). Мы доказали это для случая, когда прямые Г» ==0 
и 4 =0 различны. Если эти две прямые совпадают, то (11) все же 
имеет место (ибо тогда две последние строки определителя пропорцио- 
нальны); с другой стороны, если прямые № и }Ё совпадают, то любая 
третья прямая /, =0 имеет с ними общую точку (собственную или не- 
собственную). Таким образом условие (11) справедливо во всех случаях. 
Этим мы снова доказали результат $ 113 в более общем виде. 

Условие (11) эквивалентно условию, что три формы Д, /», /з линейно 
зависимы 3), т. е. что имеет место равенство вида (тождественно, т. е. 

при всяких значениях х,, Хе, Хх.) 

мл Е № Е №3 =0, (12) 

где ^,, №», ^. — числа, не все равные нулю. Если /› и № линейно неза- 

висимы, то наверное ^. 0, и мы снова получаем результат (9). 

1) То-есть формы 1, и Х, лннейно независимы. 
2) См. Добавление, $ 6, следствие. 
3) См. Добавление, 5 5. Условие (11) можно выразить и так: ранг таблицы 

коэфициентов форм Ди, №, № меньше трех. 
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В качестве примера применения условия (11) рассмотрим случай, 
когда одна из прямых несобственная, например, когда ар == а ==0, 1 2 
а; 3-0. Тогда условие (11) дает 

| а, а, аз 
р Г , 

в 

оо 2"| 

= ва), 

или : 
а зе: 0 

9,4, — а. аз == 0, 

т. е. условие параллельности двух первых прямых, как и следовало ожидать. 
167. Параметрическое представление прямой в однородных ко- ординатах. Прямую на плоскости легко также предсгавить парамет|-и- чески в однородных координатах. Будем определять положение данной прямой двумя какими-нибудь ее различными точками М ви) 

и М” (хр, 5, хз). Координаты любой точки М (х,, х,, хз) этой пря- 
мой характеризуются условием (4) предыдущего параграфа, которое 
в нашем случае можно формулировать и так: ранг таблицы 

Х: Хо Хз 
Ц # г 

1 2 Хз (1) 
2 и Га 

ХХ. хз 
равен двум (меньше двух он быть не может, ибо ранг таблицы, состав- ленной из двух последних строк, равен двум; это следует из того, что 
точки /М’и М” различны). Следовательно, первая строка является линей- 
ной комбинацией двух последних, т. е. 1) 

=, -Нвху, хх ржу, ху = Аж -Ньхь, (2) 

где Хи р — числа, не равные одновременно нулю (так как м, х», х; 
не равны одновременно нулю). 

Если числа х|, х., хз даны ?), то Хи \ вполне определены 3). Дей- 
ствительно, среди определителей ху — хх, (р /==1, 2, 3) по край- 
ней мере один отличен от нуля. Пусть это будет, например, определи- 
тель хх, — хх. Решая тогда первые два уравнения (2) озносительно Х 
и р, получим для них значения 

Ха, -Н Вх», р==ух,- 8х, (3) 
где а, В, 1, 6 — вполне определенные величины (предоставляем читателю 
написать выражения для них). 

1) См. Добавление, $ 5, следствие. 
2) Конечно, предполагается, что эти числа таковы, что ранг таблицы (1) меньше трех (и, следовательно, равен двум). 
2) Это также следует нз сказанного в Добавлении ($ 5, следствие). Но, для большей ясностн, мы приводим доказательство непосредственно для нашего 

астного случая, 
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Изменяя в (2) Х и р, можно получить все точки рассматриваемой 

прямой, включая и несобственную. При 2. =0 получим точку М”, а 

при и =0— точку М’; если Х и таковы, что Хж-Н хз =0, то жз == 0, 

и мы получим несобственную точку нашей прямой. 

На положение точки влияют не сами числа Х и в, а их отношение 

^ | з 
Е или =. Действительно, будем считать временно, что №5 0, т. е. 

что точка М не совпадает с ЛГ. Тогда мы можем переписать уравне- 

ния (2) таким образом: 

ж == (вм -- 1), хр (их, хь), же р (йж-- хз), (9 
где 

=. 
| 

Так как умножение однородных координат на одно и то же число 

не изменяет положения Точки, то в предыдущих формулах можно от- 

бросить множитель |» и переписать их так: 

г Иа бы и Ка ВИ г Г 

ж=йм Ем, х, == йх, | хо, х =. х., (4а) 

откуда и следует, что, положение точки М зависит только от отноше- 

ния #. Из (4а) следует, что каждому значению й соответствует одна, 

вполне определенная точка прямой. 
Легко видеть, что, обратно, каждой точке прямой соответствует одно 

определенное значение й (временно исключаем точку М’). Действи- 

тельно, пусть М(х,, Х, хз) — какая-либо точка данной прямой. Тогда 

всякие другие однородные координаты той же точки (относительно той 

же системы координат) получаются из х|, Х2, хз умножением на про- 

извольный множигель Ё, отличный от нуля; но тогда А и № умножатся 

на тот же множитель, как это следует из (3)° следовательно, отно- 

^ 
шение =! неизменно для одной и той же точки. 

Мы исключили временно случай и==0, т. е. й==оо. Условимся 

теперь придавать в (4а) параметру #й такое значение со, понимая под 

этим, что тогда, в формулах (2), № =0. Таким образом значению й == со 

соответствует точка М’, и обратно. 
А 

Итак, мы можем высказать следующее: придавая й == и 

ные значения, включая со, получим все точки нашей прямой; при 

этом каждой точке прямой соответствует одно значение й, и об- 

ратно. 
Замечание 1. Из формул (4а) легко получить параметрическое 

представление прямой, полученное нами раньше. Именно, возьмем в ка- 

честве точки М” несобственную точку нашей прямой, т. е. будем счи- 

тать ху ==0; тогда вектор (Х, У), где Х =х, У=х,» есть вектор 
7 # 

направления нашей прямой. Формулы (4а) дают ж==ж-Н ИХ, х, = 

=” ВУ, х.== хз. Переходя к неоднородным координатам точки М 
З я Ка 

А1 %2 т 1 2 
х=—, у=—— и точки М Хх =—, == › Получаем 

хз Хз *3 Хз 
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—ж-РЕХ, у=у-Н И, (5) 
где положено аи ‚ т. е. формулы 6 88. а . 

з 

Замечание 9. В $ 41 мы вывели формулы (2а), которые мы 
теперь напишем так: 

ох + тх” У ту” 

Х = 1-м ' у = Тм (6) 

где х, у обозначают координаты точки М, делящей отрезок ЛМ/’М” 
в отношении т; здесь М’ и М” суть собственные точки с коорлина- тами (х’, У’), (х", У"). Эти формулы можно рассматривать как пара- метрическое представление прямой, проходящей через М’ и М”; пара- 
метром злесь является 1. При т == — 1 получаем несобственную точку, при т = 0 точку М’, при т=ою —точку М“. Эти формулы можно легко вывести из формул (2). 

Действительно, считая М’ и М” собственными точками, можно 
принять хз == == 1. 

Тогда хх’, ж=ну и дих”, х’ == у" суть неоднороднйе ко- 
ординаты точек //’и М". Разделяя почленно первые два равенства (2) 
на третье и полагая 

2 
— = Х. —= = а шо 

получим 

то а м. ра (ба) 

откуда делением числителей и знаменателей на ) получаем (6). 
168. Однородные декартовы координаты в пространстве. Обобще- 

ние предыдущих соображений на случай пространства никаких затруд- 
нений не представляет. 

Пусть М(х, у, 2) есть точка пространства. Введем вместо х, у, 2 четыре величины х1, х„, ху, ха, не равные одновременно нулю и свя- занные с х, у, 2 соотношениями: 

м х __ 2 
а ен: Я (1) 

Числа х\, Хе, №з, х. носят название однородных координат точки М, 
которая при этом обозначается так: М(х., х,, жь, х.). На положение 
точки влияют не сами однородные координаты, а отношения трех из 
них к четвертой. Для обычных (собственных) точек пространства должно 
быть х. -Е 0. Вводя также в рассмотрение значения х, = 0, мы обобщим 
понятие точки, условившись говорить, что совокупность чисел (х., х», 
хз 0) изображает несобственную или бесконечно удаленную точку. Мы будем говорить, что точка эта бесконечно удалена в направлении 
вектора 

де Х=Аж, У-=Ах,, Д-=Ахь, а Х — произвольное число (но не нуль), 
например,-|- 1. | 
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Все прямые, параллельные вектору Р ==(Х, У, 2), содержат одну и 

ту же бесконечно удаленную точку М (Х, У, 2, 0); ср. сказанное 

в 6 165 и 166. 
Уравнение плоскости 

ах-- ау азг- аа ==0 (2) 

в однородных координатах будет иметь вид 

В ==аах, -Е ах -{ авхз - аа Ха =0. (3) 

Условимся приписывать этому уравнению смысл и в Том случае, 

когда а; = а. == а, ==0. Если а, также равно нулю, мы получим тожде- 

ственное уразнение 0==0, удовлетворяющееся координатами всех точек 

пространсгва. Этот случай интереса не представляет, но иногда есть 

смысл рассматривать и его („неопределенная плоскость“). Во всем даль- 

нейшем, если противное не оговорено, мы будем считать, что а\, а, 

а, а, не равны нулю одновременно. 

Если а = а, ==аз==0 и, следовательно, а. = 0, уравнение (3) дает 

ааха==0, или х,==0, 

т. е. удовлетворяется только несобственными точками. Мы будем гово- 

рить, что оно изображает несобственную или бесконечно ‘удаленную 

плоскость. Таким образом, согласно нашему условию, совокупность не- 

собственных точек пространства составляет одну несобственную пло- 

скость. 
Две плоскости 

А ==ах, [аж ах а. =0 (4) 

Да алж: ах, | ах Нац. ==0 (5) 

будут совпадающими (т. е. такими, чго все точки одной принадлежат 

и другой) тогда и только тогда, когда формы }› и], линейно зависимы, 

т. е. когда коэфициенты одной пропорциональны коэфициентам другой. 

Пусть (4) и (5) какие-либо несовпадающие плоскости. 

Совокупность точек, принадлежащих обеим этим плоскостям, есть 

прямая, если обе плоскости -—— собственные и непараллельные. 

Если одна из них — несобственная, например, если а, ==а, =а, =0, 

а’-Е0, то предыдущие уравнения сводятся к следующим 

ах ках аж Нах. =0, х,==0. 

Мы будем все же говорить, что эти уравнения изображают прямую 

пересечения плоскости (4) с несобственной плоскостью; эта прямая пред- 

ставляет собою совокупность несобственных точек плоскости (4) и на- 

зывается несобственной или бесконечно удаленной прямой этой пло- 

скости. Это находится в полном согласии с принятым в & 166 усло- 

вием, что совокупность несобственных точек плоскости составляет одну 

(несобственную) прямую данной плоскости. 

 Совокупиость несобственных точек (х, Хо Хь 0) плоскости (4) 

определяется условиями 

аж -Разха-- азха == 0, х, =0. 
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Совокупность несобственных точек любой плоскости 

аж - ах, ах,  ацх, ==0, 

параллельной данной, определяется из таких же условий 

ах, ах, азх, == 0, х,==0. 

Эти несобственные точки одни и те же для обеих параллельных пло- 
скостей, ибо, в силу параллельности, коэфициенты а, а», ах про- 
порциональны коэфициентам а, а., а., и следовательно, уравнения 

ах Нах ах =0 и ах, Нах, азх, =0 
эквивалентны. 

Значит, две параллельные плоскости имеют общую несобственную 
прямую. 

Из сказанного следует, что всякие две несовпадающие плоскости 
определяют одну и только одну прямую (собственную или несобствен- 
ную). 

Докажем теперь, что через любые две (собственные или несобствен- 
ные) точки проходит одна и только одна (собственная или несоб- 
ственная) прямая. Пусть М’(х, х, м, м) и М”(х", х", Ж, 1) 
две различные точки. Найдем сперва все плоскости, проходящие через 
эти две точки. Для того чтобы плоскость 

Л = ах, ах, - азх, Нах =0 

проходила через точки ММ и М”, коэфициенты ее уравнения должны 
удовлетворять двум условиям: 

ара, азм аа, = 0, Е 
ах, - ах, | ах ацхи = 0. (6) 

Ранг таблицы коэфициентов этой системы 

равен двум, так как точки М’и М” не совпадают. Следовательно, 
система (6) допускает два независимых решения 1), которые мы обозна- 
чим так: 

, 7 . 
а, а, 

и и и и 

а, а., аз, а. 

а, а» 

Всякое решение системы (6) будет линейной комбинацией этих двух 
решений, т. е. 

. ‚ и 7 га : 2] == ла, + а], @ == ^а4. + раз, @; == ла, | вау, 

. а == № -|- ра, 
(7) 

1) См. Добавление, 6 6, 
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(где ^, и-— не равны одновременно нулю) и, следовательно, уравнение 

искомой плоскости будет 

= ба, ра, х, -Н Оа,-|- 45) х, | а, -- раз) х.-- 

++ Оа- аа) х.=0 

®-Н в ==0, (8) 
или 

где попрежнему 

р=аих, Нах, аз, ах, == ах, -азх, | азх,-Рацх., 

Изменяя Х и р, мы получим все возможные плоскости, проходящие 

через точки М’ и М”. Мы видим, что все эти плоскости проходят через 

пересечение плоскостей 

№ =0, 3 ==0. (9) 

Пересечение это и определяет прямую, проходящую через две точки М" 

и М", и притом, как это следует из сказанного, единственным обра- 

зом. 
Вообще, если даны две различные плоскости № ==0 и + ==0, то для 

того, чтобы плоскость }, =0 проходила через пересечение этих пло- 

скостей, необходимо и достаточно, чтобы форма Д, была линейной ком- 

бинацией форм !) {2 и в: 

л=ЖФ- (8а) 

Слеловательно, общее уравнение плоскостей пучка, определяемого двумя 

плоскостями (9), имеет вид (8). 
Условие (8а) эквивалентно условию, что ранг таблицы 

а а @3 44 

а щ а (10) 

равен двум 2) (меньше двух он быть не может, ибо, по условию, формы 

Ь и № независимы). 
Наконец, из прелыдущего следует, что условие, необходимое и 90- 

стоточное для того, чтобы три плоскости }, =0, №» ==0, 3 =0 при- 

надлежали одному пучку, заключается в том, чтобы ранг таблицы 

(10) был меньше трех. Это уже доказано для случая, когда ранг равее 

двум. Если ранг равен единице, То две из форм Ть 1» 1з линейно за. 

висят от третьей, т. е., например, 

Л =Ю№М» № = 

а это значит, что все три плоскости сливаются в одну, и в этом слу: 
чае, разумеется, плоскости принадлежат одному пучку. 

1) См. Добавление, $ 6, следствие. 
2) См. Добавление, $ 5. 
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Условие, чтобы ранг таблицы (10) был меньше трех, эквивалентно 
условию, чтобы формы Д, /», 3 были линейно зависимы, т. е. чтобы 

существовало тождество вида 

А-а -Н АЛ =0, (11) 

где 1, А», Хз -— числа, не все равные нулю. Мы получили, таким об- 

разом, в более общем вице, результаты & 146, касающиеся пучка 

плоскостей. | 

С полученным результатом уместно сопоставить следующее предло- 
жение: для того чтобы три точки М (хи, хо» жа, м), М’ (Жь Хх» ХХ), 

М (Ж, Ж, м, 24) были коллинеарны, необходимо и достаточно, 

чтобы ранг таблицы 

хо № № ЖЖ 
г ий г г 

м № № № (12) 
#! 7 и #! мо № № №4 

был меньше трех. 
Действительно, для того чтобы названные точки были коллинеарны, 

необходимо и достаточно, чтобы существовали две различные плоскости, 

проходящие через все три точки. Коэфициенты а, а», @., аа уравне- 

ния любой плоскости, проходящей через наши точки, должны удовлет- 

ворять трем уравнениям: 

ауж -- ах» -- азхз -- ав ха ==0, 
ах, ах, -| азх, - аах, =0, 

аж" ах" | авх, -ацх. =0. 
Если ранг таблицы (12) равен трем, то предыдущая система имеет 

только одно линейно независимое решение 1!) и, следовательно, опреде- 
ляет только одну плоскость. Значит, ранг таблицы (12) должен быть 
меньше трех. Обратно, если ранг этой таблицы меньше трех, то система 
допускает по крайней мере два линейно независимых решения, и наши 
точки коллинеарны. 

Найдем, наконец, Условие того, чтобы четыре плоскости 

1=0, №==0, №=0, д=0 (13) 

принадлежали одной связке, т. е. имели общую (собственную или не- 

собственную) точку. Для того чтобы уравнения (13) имели решение, 
отличное от нуля, необходимо и достаточно, чтобы определитель, со- 
ставленный из коэфициентов форм Хи, Хе, Хь› Ла 

а; 42 а; @4 

| а а а, а, 4) 
Га Га Гид и э 

: @ а; а 
МГ ИР иг иг 

2 а а; 44 

1) См. Добавление, $ 6. 
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был равен нулю. Это и есть необходимое и достаточное условие. Это 
условие эквивалентно следующему: формы Х,, №», 1, № должны быть 
линейно зависимыми, т. е. должно иметь место тождество (относи- 
тельно переменных х1, Х2, Ху, ха) 

мА Аль Е аи == 0, (15) 

где ^1, №», А, м — некоторые числа, не все равные нулю. Мы полу- 
чили. таким образом, в более общем виде, результат, указанный в $ 146. 

Отметим еще условие компланарности четырех точек М (ж, Хо, Ха, Ха), 
7 я Га # # ПР и и т #! им ИУ т т ТИ Е. 

М’ (м Хх» Хз ха), М" (хр, хо» хз, 4), М” (ху, ху, ж, му), заклю- 

чающееся в равенстве 

м ^^ № № 

м № № №4 6 (6) 
#7’ Г 9’ Г = Га 

№ № № 
хх" хх” Га ТР 

которое доказывается совершенно аналогично предыдущему. 
169. Параметрическое представление прямой в пространстве. 

Пусть рассматриваемая прямая задана двумя своими различными точками М” 
и М”. Любая другая точка М(х1, хз, хз, ха) прямой должна быть кол- 
линеарна с М’ и М” и, следовательно, ранг таблицы (12) предыдущего 
параграфа должен быть меньше трех; но ранг таблицы, состоящей из 
двух последних строк, равен двум, так как точки /М' и М” — различные. 
Поэтому !) первая строка есть линейная комбинация остальных: 

хм рхь, х= Ах, Нож» х,= АЖ -Н ржа, (1) 
же А.Н, 

где Хи № — числа, не равные одновременно нулю. Придавая параметрам 
Х, в всевозможные значения (кроме значения Х = =0), получим все. 
точки прямой. В дальнейшем можно сделать те же заключения, что в 
$ 167. В частности, положение точки на прямой вполне определяется 
значением отношения 

ВА 
| 

Обратно, каждому значению Ё соответствует одна и только одна точка‘ 
прямой. 

170. Координаты прямой на плоскости. Взаимность между точ- 
ками и прямыми. Введем некоторые новые понятия; начнем, для про- 
стоты, со случая двух измерений. 

Как известно, положение точки на плоскости вполне определяется 

отношениями трех ее однородных координат х\, х», х;; положение же 
прямой вполне определяется отношениями трех коэфициентов 4;, @з, @% 
уравнения этой прямой 

аз х -- ах» -- азхз == 0, (1) 

1) См. Добавление, $ 5, следствие, 
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Поэтому мы можем назвать величины а, а», а, однородными коор- 
динатами прямой, ибо под координатами вообще мы понимаем вели- 
чины, определяющие данный образ (в случае однородных координат зна- 
чение имеют только их отношения). Так же, как мы говорим о точке 
М (хь, хо, хз), можем говорить и о прямой А (а, а», аз). 

Если в уравнении (1) считать х,, х, ж постоянными, а а, аз, 
аз — переменными, о уравнение это дает совокупность прямых, прохо- 
дящих через точку (х,, хо, хз), и, таким образом, определяет точку 
х!, Х2, хз как центр пучка прямых. Поэтому уравнение (1), при постоян- 
ных хм, Х2, Хз называется уравнением точки в координатах прямой. 

Вместо однородных координат прямой можно рассматривать и не- 
однородные. Перепишем сперва уравнение (Т), вводя неоднородные коор- 

я: 
динаты точки (х =-1, у= 2) - 

ж’ 

ах-- а2у-Ё аз = 0. 

Разделим теперь обе части на аз (считая, что а, Е 0) и положим 

а1 Е а м. 

а, = и, аз ЖИ 9, (2) 

тогда будем иметь 

их 9у--1==0. (3) 

Величины и и х называются неоднородными координатами прямой). 
Неоднородные координаты неудобны тем, что не дают возможности изо- 
бразить любую прямую; а именно, если рассматривать только конечные 
значения и и ®, уравнение (3) изображает прямые, не проходящие че- 
рез начало координат. 

Мы видим, что уравнение (Т), или (3), выражающее, что точка 
М (х, хо, хз) и прямая А(а, а», аз) совмещены *), совершенно сим- 
метрично относительно координат точки и прямой. 

Следствием этой полной симметрии является то, что каждому пред- 
ложению, вытекающему из уравнения (Т} или (3), или из системы та- 
ких уравнений, соответствует „взаимное“ предложение, которое полу- 
чается заменой слова „Точка“ словом „прямая“, и наоборот. Это — так 
называемый принцип взаимности или двойственности для точек и пря- 
мых на плоскости. 

Мы не будем заниматься здесь обоснованием этого принципа, играю- 

щего большую роль в проективной геометрии 3), но в дальнейшем бу- 

1) Координаты прямой как однородные, так и неодвородиые называют 
также плюккеровыми координатами (по имени вемецкого математика 1. Рйскег‘а) 
или тангенциальными (касательиыми) координа'ами; происхождение этого по- 
следнего названия бу‹ет ясио из дальнейшего. (См. $ 223 и след.) 

2) Мы будем иногда применять этот термин, выражающий, что точка М на- 
ходится на прямой Д или что прямая А проходиг через точку М; цель зермина— 
ввести симметрию и в словесные выражения. Применяют с этою целью также 
термин „инцидентность“ (прямая и точка „ивцидентны“, если точка находится на 
прямой). 

8) Можно обосновать принцип взаимности и не пользуясь аппаратом анали- 
тической геометрни. Такое обосиование заключается в анализе геометрических- 
аксиом и выделении тех геометрических истин, которые основаны исключи- 
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дем иногда пользоваться свойством взаимности, как удобным средством 
классификации и сопоставления различных геометрических истин. Мы 
приводим ниже ряд примеров такого сопоставления; предварительно за- 

метим следующее. Прямые и точки на плоскости можно рассматривать 

с двух различных точек зрения. При первом способе рассмотрения основ- 
ным геометрическим элементом является точка, прямая же рассматри- 
вается как „носитель“ точек, с ней совмешенных (на ней расположен- 

ных); точки, расположенные на прямой, образуют „прямолинейный ряд 

точек“. При втором способе основным элементом является прямая, 

точка же рассматривается как носитель прямых, с ней совмещенных 
(через нее проходящих); прямые, проходящие через точку, образуют 

пучок. Следовательно, образом, взаимным с прямолинейным рядом точек, 

является пучок прямых. Прямой как носителю точек соответствует, 

во взаимном образе, точка (центр пучка) как носитель прямых. В соот- 

ветствии со сказанным и плоскость рассматривается с двух точек зрения: 

плоскость как носитель точек и плоскость как носитель прямых. 
Перейдем теперь к примерам взаимных свойств 1). 

1. Три числа х‚, х», х» не рав- 
ных одновременно нулю, опреде- 
ляют точку на плоскости. Две 
точки (м, м, м) и (хх, х,) 
совпадают тогда и только тогда, 
когда ранг таблицы 

Ху № № 
Е 

равен единице. 
2. Точки, координаты которых удо- 
влетворяют линейному однородному 

уравнению 

ах, ах | аа =0  (*) 

(при постоянных ат, а, @.), обра- 
зуют прямолинейный ряд точек, 

расположенных на прямой (а, ао, аз). 
Уравнение (*) называется уравне- 
нием этой прямой. 
3. Две различные точки М" (х,х», №) 
и М”(х, х, м) определяют 
одну и только одну прямую, с ни- 
ми совмещенную. Координаты то- 
чек, совмещенных с этой прямой, 

даются формулами 

= АН ря, м == Ах, рхь, 
Жа= Арх, 

1а. Три числа а, а», аз, не рав- 
ных одновременно нулю, опреде- 
ляют прямую на плоскости. Две 

у ' 7 

прямые (@1, а», аз) и (а, а», а,) 
совпадают тогла и только тогда, 
когда ранг таблицы 

а: @>2 93 

а, а, а, 
равен единице. 
2а. Прямые, координаты которых 
удовлетворяют линейному однород- 
ному уравнению 

ах. ах, ав ==0  (*) 

(при постоянных х1, Хз, Хз), обра- 
зуют пучок с центром в точке 
(х, х„, м3). Уравнение (*) назы- 
вается уравнением этой точки. 

За. Две различные — прямые 
, Г и ” и и 

д’ (а, а, а.) и А (ау, а,, а, ) опре- | 
деляют одну и только одну точку, 
с ними совмещенную. Координаты 
прямых, совмещенных с этой точ- 

кой, даются формулами 2) 
' Г / # 

а: = а, [ра О - — Аа, На, 
аз — ла, 7 раз, 

тельно на таких аксиомах, в которых термины „точка“ и „прямая“ входят сим- 
метрично. Ясно, что для этих геометрических истин имеет место прииции взаим- 
ности. 

1) Все приводимые свойства доказаны в, предыдущих параграфах. 
3) Это следует из сказанного в $ 166 [см. формулы (10)]. 
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причем на положение точки влияет 

Х 
только отношение -_; каждому 

значению этого отношения соответ- 
ствует вполне определенное поло- 
жение точки на прямой, и обратно. 
4. Для того чтобы три точки 
М (хь, х» Хз), ГО за А), 
М” (х., х. 
с некоторой прямой, необходимо и 
достаточно условие 

А1 Х2 Аз 
5 5, № =9. 
х 

И ГГй и 

1 ^ Хз 

Это же условие можно выразить 
так: линейные формы 

фи == ах - @ах» -- @зхь, 
фа = ах, -- ах, ах, 

фа = аж -Разх, -- ах: › 

где а1, а, а, рассматриваются 
как переменные, должны быть ли- 
нейно зависимы. 
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причем на положение прямой влияет 
А 

только отношение р каждому 

значению этого отношения соответ- 
ствует вполне определенное поло- 
жение прямой пучка, и обратно !). 
4а. Для того чтобы три прямые 
Аа, в 0); Аа, в, а 
А” (а, а,, аз) были совмещены 
с некоторой точкой, необходимо 

и достаточно условие 

а: аз а 

1 2 з 
и п и а, а, в. 

Это же условие можно выразить 
так: линейные формы 

д = нет -- а> -- 43%» 
= ви. ыы ах» [аз Хз, 
Вах ах аз хь, 

где х, хо хз рассматриваются 
как переменные, должны быть ли- 
нейно зависимы. 

Рекомендуем читателю составить самостоятельно аналогичные при- 

меры. 
171. Координаты плоскости в пространстве. Взаимность между 

точками и плоскостями. Рассмотрим теперь уравнение плоскости в про- 
странстве 

ах ах азх | а4ха = 0. (1) 
Аналогично координатам прямой на плоскости величины 4;, 45, @в, @4 

называются однородными координатами плоскости. Если в (Т) рассма- 
тривать х1, х›, х., х. как постоянные, а а,, а., а., а, — как перемен- 
ные, то уравнение это дает все плоскости, проходящие через данную 
точку х1, Х2, Хз, Ху Т. е. связку плоскостей. При постоянных х1, х», 
х., ха уравнение (1) называется уравнением точки в координатах 
плоскости. 

И здесь можно ввести в рассмотрение неоднородные координаты *) 
и, 9, ® плоскости, переписав ее уравнение в виде 

их-|- зу и2--1=0; (2) 

при этом (если ограничиться рассмотрением конечных значений и, 9, <) 
приходится исключать плоскости, проходящие через начало координат. 

1) Это последнее утверждение доказывается совершенно так же, как взавм- 
ное утверждение, помещевное слева и которое доказано в конце $ 167. 

3) Координаты плоскости (однородные и неоднородные) так же, как и коор- 
`динаты прямой, называют иногда ллюккеровыми или тангенциальными, 
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Полная симметрия уравнения (1) или (2) и здесь приводит к прин- 
ципу взаимности (см. предыдущий параграф), причем теперь взаимными 
элементами являются точки и плоскости. Прямая ‘в пространстве не 
рассматривается обычно как самостоятельный элемент, а лишь как но- 
ситель прямолинейного ряда точек или как носитель плоскостей, через 
нее проходящих (как ось пучка плоскостей). В пространстве прямо- 
линейному рялу точек соответствует пучок плоскостей. В первом образе 
прямая фигурирует как носитель точек, а во втором — как носитель 
плоскостей. 

Читатель легко сам составит примеры взаимных предложений; в част- 
ности, все предложения и формулы, приведенные в 5 168, попарно взаимны. 
Мы рекомендуем читателю еще раз просмотреть 5 168 с этой точки 
зрения. 

172. Основные геометрические образы проективной геометрии. 
В предыдущих параграфах мы установили взаимность между точками и 
прямыми на плоскости, между точками и плоскостями в пространстве. 
Аналогичную взаимность можно установить и между другими образами, 
например, между прямыми, принадлежащими связке, плоскостями, при- 
надлежащими связке, точками на плоскости и прямыми на плоскости. 
Мы не будем здесь на этом подробно останавливаться, а отметим только, 
что в проективной геометрии (понятие о которой будет лано ниже) при- 
нята классификация основных геометрических образов на образы раз- 
личных ступеней, к одной и той же ступени относят образы, между 
которыми можно установить взаимность (в указанном выше смысле). 
Проективная геометрия имеет дело с такими свойствами, для которых 
справедлив принцип взаимности. Поэтому предложения проективной гео- 
метрии, доказанные для данного образа, автоматически переносятся на 
другие образы той же ступени. 

Вот эти основные образы и их классификация: 

Основные элементы образов: точки, прямые, плоскости. 

1. Основные образы первой ступени. 1°. Прямолинейный ряд точек 
(совокупность точек прямой). 2°. Пучок прямых (на плоскости). 
8°. Пучок плоскостей. 

П. Основные образы второй ступени. 15. Плоская система точек 
(совокупность точек плоскости). 2”. Плоская система прямых (сово- 
купность прямых на плоскости). 3°. Связка прямых. 4°. Связка пло- 
скостей. 

Ш. Основные образы третьей ступени. 1°. Пространственная система 
точек (совокупность точек пространства). 2°. Пространственная система 
плоскостей (совокупность плоскостей пространства). 

173. Преобразование однородных декартовых координат. Начнем 
для простоты с координат точки на плоскости. Однородные координаты 
Хх Хх» хз точки М связаны с неоднородными декарговыми координатами 
х, У той же точки соотношениями (мы имеем в виду пока собственные 
точки) 

НЕ о 
Я. 3 5. (1) 
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При замене системы Оху другой системой О’х’у’ новые и старые 
координаты (х’, у’) и (х, у) одной и той же точки связаны соотноше- 
ниями вида 

х=Ах У -а, 2 
у=тх-Ету-5. 2) 

Если через х., х„, х’ обозначим однородные координаты собствен- 
ной точки М, связанные с новой системой О’х/у’, то будем иметь 

у 

Я 1 
Хх =-,, ей Я 

Е 

и соотношения (2) примут вид 

7 3 х х #! — 1 А: р ^> 4 2 = РА а =, ть 9-6. хз ы х' г а, х 1х ть Е ЗЕ 

Но так как координаты х’, х, хх можно всегда умножить на одно 
и то же число, мы всегда можем считать, что х’ == х., и тогда преды- 
дущие формулы примут более простой вид 

жж -Нья ах, 
ха = тьх,-НЬх., (3) 
Ж==^,. 

Эти формулы остаются справедливыми и для несобственных точек, 
когда Хз =х., =0. Действительно, в этом случае несобственная точка М 
удалена в бесконечность на плоскости Оху в направлении вектора 
(х, х,). Координаты этого вектора (х’, х/) в новой системе связаны 
с предыдущими координатами соотношениями 

г г О га 

ж= Ах, НХ» = пх, -Нтьх,, 

которые совпадают с соотношениями (3), если в этих последних поло- 
жить хз ==, ==0. Таким образом однородные координаты С, хо, 0) 
и (м, х, 0), связанные соотношениями (3), представляют одну и ту же 
несобственную точку. 

В случае пространства формулы преобразования имеют, как мы 
знаем, в неоднородных коорлинатах следующий вид 

х= их у Ага, 

у=тах' НЕ тоу' -Н тг’ -|-6, (4) 

а== их’ пу’ -|- п’ с. 

Аналогично предыдущему получим следующие формулы для преоб- 
разования однородных координат точки в пространстве 

жа, кН ах, 
ха == им тьх,-- тм 6х,, (5) 

, ‚ у , хо тих том, Е тья, х, 
Х4 =— в: 

Н. И. Мусхелишвили. — 1846 18 
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Перейдем теперь к преобразованию однородных координат прямой 

на плоскости. Пусть 

ах | ах» -- азхз==0 : (6) 

уравнение прямой в старых однородных координатах точки. Подставляя 

на место х‚, Х2, Х. их выражения (3), получим уравнение той же пря- 

мой в новой системе: 

ана, а 0, () 
где 

а, = па, -- та» 

а, = фа, | тьа», (8) 

а, =аа || 6а5-|- а. 

Величины а’, 4, а (или всякие пропорциональные им три величины) 

представляют однородные координаты нашей прямой относительно новой 

системы. Поэтому формулы (8) представляют собою формулы преобра- 

зования координат прямой на плоскости. 
Мы видим, что формулы эти, так же как и в случае координат точки, 

линейны и однородны. 

Аналогичные формулы получим для преобразования координат пло- 

скости в пространстве. 
Замечание. Для преобразования однородных координат точки 

на прямой служат, очевидно, формулы вида 

м == их, ах, х.==х.. (9) 

174. Уравнения алгебраических кривых и поверхностей в одно- 

родных координатах. Некоторые общие предложения. Заметим прежде 

всего, что все сказанное об однородных координатах и несобственных 

элементах распространяется, конечно, и на случай мнимых точек, пря- 

мых и плоскостей. Мы будем говорить, что однородные координаты Х,, 

Хо» Яз на плоскости определяют мнимую точку с неоднородными коорди- 

Хз ь Х1 __ № 
натами в и у—= ж’ если величины ХА Хо, хз — комплексные, при- 

чем их нельзя сделать одновременно действительными умножением на 

общий множитель (в противном случае точка будет действительной). 

Совершенно аналогично определяются однородные координаты мнимых 

точек в пространстве, а также координаты прямых и плоскостей. 

В предыдущих параграфах мы представили уравнения прямых и пло- 

скостей в однородных координатах. Таким же образом можно посту- 

пать в случае любой алгебраической кривой или поверхности. Начнем 

с уравнения кривой на плоскости. Пусть 

Е(х, у =0 (1) 

есть уравнение кривой л-го порядка на плоскости, где Е(х, У— 

полином 1-Й степени. Вводя в него вместо х и у их выражения через 

однородные координаты 

И _ 2 
=. У ж? 
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получим уравнение 
хх Е(*, 2) =0. (2) 
3 

Переменная х. булет фигурировать в знаменателях различных чле- 
нов, происходящих от членов полинома Р(х, У). Например, член вида 

АхрРуч 

даст член 

Так как в полиноме Р(х, у) есть по крайней мере один член п-Й сте- 
пени, т. е. член вида Ах”, где /|-т==и, то этот последний даст 
член вида 

выше чем в п-Й степени х, нигде в знаменателях фигурировать не будет. 
Умножая обе части (2) на х”, получим, очевидно, уравнение вида 

Ф(х, Х» Хз) =0, (3) 
где 

Фбжь хь ху Е(, 2) (4) 
— однородный полином (форма) и-го порядка относительно Х1, Хо Хь 
т. е. сумма членов вида Ах? х4 ху, ге р--а--г==и во всех членах"). 
Легко видеть, что полином Ф можно составить по следующему правилу: 
в каждом члене АхРу полинома Р(х, у) переменные х, у заменяются 
на х:, х»› и, кроме того, этот член умножается на такую степень хо, 
чтобы получить член и-го порядка. 

В свою очередь полином Р(х, у) получим, полагая х;==1 в 
Ф(хь, х», хз) и заменяя хи, х, соответственно нах, у, т. е. 

Е (х, У) =Ф (х, У, 1). (5) 

Например, уравнение х?-|-у2-—-2х-|-1==0 в однородных коорди- 
натах представится в виде х1--х8 —2х,х, -|- 3 =0. Полагая в этом 
последнем х;==1, х, ==х, х,==у, вернемся к первоначальному урав- 
нению. 

Заметим, что если мы имеем произвольно заданный однородный 
полином Ф(х!, х., х.) порядка п, то, полагая в нем Хз =1, Х, =, 
Хх, —у, можно получить полином Р(х, У) степени низшей, чем п; это, 
очевидно, будет иметь место в том только случае, когда х. входит мно- 
жителем во все члены полинома Ф. В нашем случае этого быть не может, 
ибо в полиноме Ф есть по крайней мере один член, не содержащий Хз 
(этим свойством обладают все члены, происходящие от членов степени д 
полинома Р). 

Ах 
хР+На 

= Арх Г, где г=п—р— а, те. р а-г==п. 

1) Действительно, если умножим на ху, получим АхохЯ хо -Р-4 = 
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Вернемся к уравнению (3), которое получено из (2) умножением 

на х7. Эта операция вполне законна, покуда мы ограничиваемся соб- 

ственными точками, ибо в этом случае хз -Е 0. 
Относительно же несобственных точек мы условимся считать их при- 

надлежащими данной кривой в Том и только в том случае, когда их 
однородные координаты удовлетворяют уравнению лннии, уже приведен- 
ному к целому однородному виду (3). 

Рассмотрим теперь более подробно вопрос о приводимости и непри- 
водимости алгебраическнх линий, вскользь затронутый в $ 86. 

Приводимым полиномом мы будем называть такой полином, кото- 
рый может быть разложен на множители, представляющие собою также 
полиномы, отличные от постоянных 1). 

Легко видеть, что если полином Р (х, у) приводим, то приводим и 
соответствующий однородный полином Ф(х, Хо, хз), и обратно. Дей- 
ствительно, из тождества 

Е(х, у) == Р1(х, У)-Е» (х, У), (6) 

где Р, и Е. — полиномы степеней и, и я» (причем п, -|- и, =п), следует, 
очевидно, тождество 

Е (®, =) = в. (м, 28). в (а, =). 
3 $ $ Я з 3. 

Умножая обе части на ХИ ле и полагая 

‚к 2 м № 
мР(-ь, —-} = хо, х.), ^Е, (—*, -*) = 
3 Хз? Ж Ф(хь 2, 3), НТ хз ‚ ра 

х: Хз 
= Ф, (^, Хе, хз), хеР. ты А =) И Ф> (хь, №2, хз), 

получаем тождество 

Ф(»х, Хэ, хз) =Ф, (*!, Хо» хз) *Ч% (>, Хз, №), (ба) 

где Ф, иФ,— однородные полиномы степеней п, и л›. Обратно, если имеем 

разложение вила (ба), то, полагая в нем х. ==1, х==х, хо==у и вволя 

обозначения Ф,(х, у, 1) = Р:(х, у), Ф(х, у, 1) ==Р,(х, У), получим 

разложение вида (6), где РР: и Е) — полиномы степеней и, и поз). 

На основании сказанного, при рассмотрении вопросов приводимости 

достаточно оперировать с уравнением в однородных координатах. 

В алгебрез) доказывается следующее предложение; если полином 

Ф(лхи, х., х3) приводим, то его можно, единственным образом, разло- 

жить на неприводимые множители, т. е. представить в виде 

Ф(хь хь ж) == 9-2... 9 (7) 

где =: (хи, х›, хз), (1=12,..., #) — различные 4) однородные 

1) Постоянную можно считать частным случаем полинома (полином нулевой 

степени); но здесь мы это исключаем. 
2) Степени не могут понизиться, так как тогда их сумма сделалась бы меньше п. 

3) См., например, М. Бохер, Введение в высшую алгебру, ОНТИ, 1934 г. 

*) Различными мы считаем полиномы, различающиеся не только постоянным 

множителем. Например полиномы х! — хё — хи 3(%3 — х1 — хз) мы не счи- 

таем здесь различными. 
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неприводимые полиномы, а @, ..., в, целые положительные числа. 
Полиномы $, ..., Ф, суть неприводимые множители, входящие в. Ф; 

говорят, что $, входит множителем а, раз (или а!-кратно), фо вхо- 
дит ©. раз и т. д. 

Говоря, что разложение (7) возможно только одним способом, мы 
подразумеваем, что все другие разложения полинома Ф на неприводи- 
мые множители совпадают с предыдущим, если не считать того, что 
вместо $1, Фо, ---› Фь Можно взять 411, ..., А.Ф» где А, ..., А, — 

постоянные (такие, что А1'... А 1). 
Если п — порядок полинома Ф, ап,, ..., п„— порядки полиномов 

фи» ..., Фь ТО, очевидно, п== аи, -|-...-|- пу. 
В алгебре доказывается еще следующее предложение: если два урав- 

нения 

Ф(хь, хз, хз) =0и (м, х», х,) =0 

эквивалентны [т, е. удовлетворяются одинаковыми значениями!) пере- 
менных], то неприводимые множители, входящие в Фи\Т', — одни и те же 
(но могут, конечно, входить различное число раз в Ф и 1). В частно- 
сти, если полином Ч неприводим, то он содержнтся множителем в Ф; 
если же Ф и ТФ — оба неприводимы, то они могут отличаться только 
постоянным множителем. ь 

(Предылущие алгебраические предложения справедливы для любого 
числа переменных.) 

Вернемся теперь к вопросу о порядке алгебраической линии (см. 5 85). 
Пусть алгебраическая линия задана уравнением (3) в однородных коор- 
динатах | 

Ф (жи, х», х.) =0, 

где Ф — однородный полином и-го порядка. Если полином Ф неприво- 
дим, то и линия (3) называется неприводимой или нераспадающейся. 
Если же полином Ф приводим, то его можно представить в виде (7) и 
уравнение линии принимает вид: 

$1.92... ФА = 0, (8) 

где ©, ..., 9,--неприводимые однородные полиномы. Это последнее 
уравнение, очевидно, эквивалентно следующему: 

1 "Фе -.. Ф, == 0, (9) 

и данная линия распадается на А иеприводимых линий 

1 ==0, ©, —0, ..., Ф,=0. (10) 

Если не все числа @:, ..., а, равны единице, то степень уравнения (9), 
очевидно, ниже степени уравнения (8); легко также видеть, что уравне- 
ние (9) нельзя заменить эквивалентным уравнением 9—0 еще более 
низкой степени, ибо, на основании сказанного выше, полином № должен 
содержать те же неприводимые множители $1, Ф,, -.., Ф»- 

1) Имеются в виду как действительные, так и мнимые значения. 
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Естественно поэтому порядком данной линии называть не п, а поря- 
док полинома левой части (9). 

Однако в большинстве случаев, когда имеют дело с уравнением 
вида (3), целесообразнее под порядком линии понимать именно п, т. е. 
считать порядок по уравнению в том виде, как оно дано; при этом 
говорят, что данная линия состоит из неприводимых частей ф, =0, 
ф2=0, ..., Ф,==0, которые входят в нее соответственно @, раз 
(о1-кратно), а, раз и т. д. 

Например, линия, заданная уравнением 

(211 ах -|- ах)? —0, (11) 

состоит из тех же точек, что и прямая а, х, | а>х»-|- азх. = 0. Однако 
часто предпочитают ‘говорить, что линия (11) есть линия второго по- 
рядка, прелставляющая собою двойную (двукратную) прямую или „две 
совпдающие прямые“. На первый взгляд это может показаться беспо- 
лезным усложнением. Но при ближайшем рассмотрении оказывается, что 
закой способ выражения чрезвычайно целесообразен. Дело по существу 
заключается в следующем. Имеется ряд общих предложений и формул, 
которые относятся ко всем линиям, представляемым уравнением второго 
порядка, независимо от частных значений, которые могут иметь коэфи- 
циенты этого уравнения. Эти предложения остаются в силе, в частности, 
и тогда, когда коэфициенты уравнения таковы, что полином Ф (1, Х.›, хз) 

имеет вид (ах! ах. | азхь)?, т. е. когда данная линия приводится 
к совокупности двух совпадающих прямых. Если бы мы с самого начала 
устранили из рассмотрения эти частные случаи, то при формулировке 
упомянутых общих предложений были бы вынуждены каждый раз делать 

ряд оговорок, усложняющих и загромождающих изложение и лишающих 
предложения их общности. 

Аналогичные замечания относятся и к общему случаю. А именно, 
когда мы изучаем одну определенную кривую, представленную уравне- 
нием (3), то естественно заменить это уравнение уравнением низшей 
степени (9), которое представляет ту же кривую, что и данное (т. е. 
состоит из тех же точек), и под порядком кривой понимать степень 
левой части последнего уравнения. 

Но если мы изучаем линии и-го порядка вообще и если среди них 

оказалась приволимая линия, представляемая уравнением (8), где неко- 

торые из чисел ©.,..., ©, больше единицы, то нецелесообразно заменять 

это уравнение уравнением низшей степени (9) и приписывать линии по- 

рядок низший, чем п. 
В дальнейшем, когда мы будем иметь дело с уравнением вида (3), 

где Ф — полином п-Йй степени, мы будем приписывать соответствующей 

линии порядок и, независимо от того, можно или нет привести данное 
уравнение к уравнению низшей степени. 

Обратим внимание еще на следующее обстоятельство. Как уже было 
отмечено, в полиноме Ф (х,, Х., Хз), полученном из Р(х, у) указанным 
выше путем, не все члены содержат множителем хз. Бчагодаря этому, 

полагая х;=1, х, =х, х2 ==у, мы получаем из полинома Ф (хь, хз, хз) 

степени и полином Р(х, У) также степени п’ Но во многих вопросах 

уравнение кривой задается непосредственно в однородных координатах 
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в виде (3), причем может оказаться, что хз входит, множителем во все 

члены, так что уравнение линии имеет вид 

хз Ф! (”, Х>› Хз) =0, 

где Ф, — однородный полином степени п— ©, не все члены которого 

содержат множителем хз. 
Если положить в этом полиноме хз ==1, х, ==, Хо = У, МЫ получим 

уравненне степени и — ©: 

Ф, (ху, П=0. 

В этом случае говорят, что данная линия распадается на две; на не- 

собственную прямую х; =0, входящую а-кратно, и на линию порядка 

(п-—«а), лаваемую предыдущим уравнением. 

Все сказанное выше о приводимости и неприводимости алгебраиче- 

ских линий может быть перенесено, с очевидными изменениями, на слу- 

чай алгебраических поверхностей. Разница будет только та, что вместо 

однородного полинома трех переменных мы будем иметь дело с одно- 

родным полиномом 

Ф\(хь, х», хь ха) 

четырех переменных и вместо уравнения (3) —с уравнением 

Ф(х, ха, Хь ха) =0. (12) 

Введенные выше обобщенные понятия позволяют установить с пол- 

ною общностью предложения, высказанные нами раньше о пересечении 

алгебраических линий с прямыми и алгебраических поверхностей с пря- 

мыми и плоскостями (5 100 и 140). 

Начнем с последнего. Легко видеть, что пересечение поверхности 

п-го порядка с плоскостью есть всегда линия 7-го порядка, если только 

плоскость не является частью данной поверхности. Действительно, пусть 

сперва рассматриваемая плоскость — собственная. Приняв ее за плоскость 

Оху, мы найдем искомую линию пересечения, положив в (12) х,=0, 

что даст уравнение Ф(хь, х» 0, х4) =0 или, вводя обозначение 

Ф(х, хо 0, х) = (жи, Хх ха), 

о (х, Аз, х4) ==0, 

которое есть однородное уравнение и-го порядка, если только не обра- 

щается в тождество !). 
Таким образом мы имеем линию я-го порядка на плоскости Оху 

(причем роль однородной координаты х, исполняет теперь координата Хх. 

Может случиться, что х, входит множителем во все члены однород- 

ного полинома 1 (х., Х2, ха). Тогда уравнение примет вид 

4 Ч, (ж, Хо» х) = 0, 

1) В этом случае плоскость Оху есть составная часть рассматриваемой п9- 

верхности. | | 
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т. е. линия пересечения распадается на две: несобственную прямую 
Хх. =0, входящую @-кратно, и на линию порядка п — о: 

У Я жд 

Если бы мы с самого начала оперировали с неоднородными коорди- 
натами, то получили бы для линии пересечения уравнение порядка п — а: 

Ч, (х, у, 1) =0. 

Теперь мы видим чем объяснить, что нногда линия пересечения мо- 
жет оказаться порядка меньшего п, если не пользоваться однородными 
координатами: в этом случае не учитывается несобственная прямая, вхо- 
дящая в линию, как &-кратная часть. 

Точки пересечения поверхности (12) с несобственной плоскостью 
даются уравнениями 

Ф(хь, хо, х» 0)=0, х. = 0. 

Первое из этих уравнений может обратиться в тождество. Это будет 
означать, что несобственная плоскость является составной частью по- 
верхности. Если же этого не будет и первое уравнение будет порядка п, 
то мы условимся говорить, что предыдущие уравнения определяют не- 
собственную линию п-го порядка, 

Перейдем теперь к вопросу о пересечении данной алгебраической 
линии и-го порядка (на плоскости) с прямою. Пусть (3) — уравнение 
данной линии. Поставленный вопрос можно решить совершенно анало- 
гично предыдущему, взяв ланную прямую в случае, когда она собствен- 
ная, за ось Оу и исследуя отдельно случай, когда данная прямая — 
несобственная. Предоставляя читателю рассмотреть вопрос указанным 
способом, мы укажем другой метол, имеющий то преимущество, что он 
применяется и к вопросу о пересечении поверхности с прямою. 

Возьмем на данной прямой две какие-либо различные точки 
7: ’ 7: п" Га п. 

М’ (х1, ̂ 5, хз) и М” (м .^2, хз). 

Тогда координаты точек этой прямой даются формулами (5 167): 
; и 7 ” ы Г 

д ржа, жеж, хз = Ахз-Еыхз; (13) 

^ 
каждой точке прямой соответствует определенное отношение зи обратно, 

Внеся выражения (13) в (3), получим уравнение, которому должны 
удовлетворять значения ), и, соответствующие точкам пересечения, Так 
как Ф(х,, х„ хз) — однородный полином и-Й степени, то упомянутое 
уравнение будет, очевидно, иметь следующий вид 

А А. и... Аллы Адый ==0, (14) 
где Ау, А,,..., А„— постоянные. 

Может случнться, что все коэфициенты этого уравнения равны нулю, 
т. е. А.=,==...=А„==0. Тогда оно удовлетворяется при всех зна- 
чениях Х и |+. В этом случае данная прямая целиком принадлежит ли- 
нии, т. е. является ее составной частью. Мы знаем, что в этом случае 
данная линия — распадающаяся. 
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Если не все коэфициенты Ас, А;,..., А, равны нулю, то, разделив 
обе части уравнения (14) на р”, получим уравнение я-Й степени для от- 
ношения й = Е : 

ой" -- Ай |... Авай-НА,=0, (14а) 
имеющее ровно и корней. Корни эти могут быть действительными, мни- 
мыми, различными или совпадающими. Уравнение (14а) может иметь 
Также бесконечный корень, простой или кратный; а именно, оно будет 
иметь а-кратный корень Йй==со, если А = А, =... = Д_1==0, 
А. 3-0 (см. $ 164). Каждому корню № соответствует вполне определен- 
ная точка пересечения. Если Йй есть корень кратности ©, то говорят, 
что этому корню соответствует а „совпадающих“ точек пересечения, 
или что пересечение а-кратное. В частности, если имеется &«-кратный 
корень й== оо, это значит, что точка Л! (х, х,, №) является &-крат- 
ной точкой пересечения (при Ё — со имеем #==0, 2.20, а этим зна- 
чениям соответствует точка М). 

Итак, алгебраическая линия п-го порядка на плоскости пересекается 
с любой прямой ровно в и точках; ‘исключение может представить только 
тот случай, когда данная линия — распадающаяся и данная прямая яв- 
ляется ее составною частью. \ 

Совершенно аналогичным образом доказывается, что алгебраическая 
поверхность п-го порядка пересекается с прямой ровно ви точках; исклю- 
чение может представить только тот случай, когда прямая целиком 
принадлежит поверхности 1). ; 

175. Циклические точки и сферическая окружность. Рассмотрим 
несколько применений введенных выше обобщенных понятий. Начнем с 
вопроса о пересечении данной окружности с несобственной прямой. - 

Будем считать координаты прямоугольными. Мы знаем, что уравне- 
ние окружности с центром в (а, 6) и радиусом г имеет в этом случае 
ВИД 

(х— а) -- (у—5)*—П=0 
ИЛИ 

ж-у--2^х--2Ву--С—0, 
(1) 

где 

=—а, ВыЬ Сам м, 

В однородных координатах это уравнение представится так: 

х + 22 -Н2Ах,х: -2Вх,х.-- Са = 0. 

Точки пересечения этой окружности с несобственной прямой даются 
уравнениями 

2 2 
м-- 2 =0, х,=0, 

1) Поверхность может содержать целиком прямую (и даже бесчисленное множество прямых), не будучи распадающейся; вспомним, например, конус или цилиндр. 
о 

„ 
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что дает два решения 

Так как нас интересуют не сами х!, Х., Хх, а их отношения, то мы 
можем взять х, ==1; тогда будет Хх, = Е Ь и искомые точки пересе- 
чения будут 

л=(1,40), л=а, —& 0). (2) 
Мы видим, что всякая окружность плоскости Оху проходит через 

эти две точки, одновременно мнимые и несобственные. Поэтому точки 
эти называются круговыми: или циклическими. Они представляют собою, 
как легко видеть, несобственные точки изотропных прямых, т. е. пря- 
мых 

у=ё-НЬ и у=—х--Ь, 

имеющих угловые коэфициенты -|-Ё и —# ($ 162). 
Теперь нам становится понятным, почему две окружности на плоско- 

сти могут пересекаться только в двух (действительных) точках, хотя 
две линии второго порядка пересекаются, вообще говоря, в четырех 
точках. Мы видим, действительно, что всякие две окружности имеют 
общими обе циклические точки и, значит, могут иметь еще только две 
другие общие точки. 

Решим теперь задачу о пересечении двух окружностей, уравнения 
которых напишем в однородных координатах: 

жа -- Ах жз Е ЭВьхьжь- СЗ ==0 

а а-я, ЭВухьх, 2 С, ==0. 
(3) 

Для этого следует решить систему предыдущих уравнений. Вычитая, 
получим 

хз {2 (А, — 25) х. 2 (В, — Вз) хз + (С, — С,) хз} =0, 

откуда видим, что искомые точки пересечения должны находиться на 
одной из двух прямых 

Хз —= 0 

и 

2(А, — А) ж-- 2 (В! — В») х„ (С, — 6) ж==0. (4) 
Точки пересечения, принадлежащие первой из этих прямых, суть, как 

мы уже видели, две пиклические точки /; и Л,. Исключая эти точки, 

т. е. считая х.-Е0, можно переписать уравнение (4) в обычном виде 

2(А, —А.) х--2(В, — Ву-|- (С, — С.) =0. (42) ; 

Это есть уравнение радикальной оси наших двух окружностей ($ 100, 
упражнение 3). ‘Точки пересечения этой прямой с любой из двух дан- 
ных окружностей дадут нам две другие искомые точки пересечения. 

Эти две точки могут быть действительными и различными, мнимыми, 
а также действительными и совпадающими (когла окружности касаются 

друг друга). | 
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Рассмотрим, наконец, вопрос о пересечении сферы 

(ха —в--(2—6—п=0, 

у 2 2дх--2Ву--2Сг-- В =0 
с несобственной плоскостью ж, == 0. 

Написав уравнение сферы в однородных координатах и положив 
х,==0, увидим, что искомое геометрическое место характеризуется 
уравнениями 

ИЛИ 

, ааа ==0, х.=0. (5) 

Совокупность этих уравнений представляет собою несобственную 
мнимую линию, которая называется сферической окружностью. Мы ви- 
дим, что всякая сфера проходит через эту линию. 

Легко видеть, что точки пересечения сферической окружности с лю- 
бой собственной плоскостью суть циклические точки этой плоскости. 

Упражиения и дополнения 

1. Доказать, что подобное преобразование на плоскости не перемещает 
циклических точек или только переставляет их друг с другом. 

Доказательство. Однородные координаты @.. г ж) циклических 

точек, до преобразования, определяются уравнениями (мы считаем коорди- 
наты прямоугольными) 

га 

хх =0, ж=0. 

При гомотетическом преобразовании плоскости имеем в однородных” 
координатах 

& у т . 

хх: — ах: = (х, —ах3), Хо — Вхз = ЕЁ (хо — 6х3), 
. 

. Хз = Х:- 
= . ’ 

Для точек несобственной прямой (х; =0, хз =0) это дает 
у : 

Хх =АХь Хз = ИХ 

откуда 
2 2 2 2 я же = (хх), хх, = ж=0. 

Значит, если Ат - ее —= 0, тои х? - р. =:0, а отсюда и следует наше 

утверждение в случае гомотетического преобразования. 
При движении 

т ’ г 

=, с0$ ф- хз $ ф -[ ах, 
, Га 

х= ху Чаф Ех. с05ф-| хз 
р 

также имеем при хз = хз = г 

х + х2 = — а + #3 

а отсюда и следует наше утверждение в случае движения. 
Так как подобное преобразование состоит из гомотетического преобразо- 

вания, сопровождаемого движением, то наше предложение доказано. 
2. Доказать, что при подобном преобразовании пространства, сферическая 

окружность (мы считаем координаты прямоугольными) 
2 

ах х 3 =0, 
р 

Е ^4 — 0, 

переходит сама'в себя, 



284 Гл. УП. МНИМЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ. ПРОЕКТИВНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ [$ 176, 177 

Доказательство совершенно аналогично доказательству в предыду- 

щем упражиенни. 
3. Нетрудно доказать, что и обратно: всякое аффинное преобразование, со- 

храняющее сферическую окружность (или циклические точки, В случае двух 

измерений), есть подобное преобразование. 

11. ПРОЕКТИВНЫЕ КООРДИНАТЫ И ПРОЕКТИВНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

176. Предварительные . замечания. Целесообразность применения 

обобщенных декартовых координат для изучения аффинных свойств фи- 

гур заключается в том, что положение точки в этих координатах опре 

деляется при помощи таких величин и таких свойств, которые остаются 

инвариантными (неизменными) при аффинных преобразованиях (парал- 

лельность между прямыми, отношение параллельных векторов). 

Нам предстоит в дальнейшем познакомиться с так называемыми проек- 

тивными преобразованиями (являющимися обобщением аффинных), при 

которых прямые остаются прямыми, как и при аффинных, но парал- 

лельность между прямыми уже нарушается, а также изменяется отно- 

шение параллельных отрезков. 
Для изучения свойств, остающихся неизменными при таких преобразо- 

ваниях, целесообразно ввести координаты более общего типа, чем декар- 

товы, определение которых было бы также основано на свойствах, оста- 

ющихся неизменными при проективных преобразованиях. Основной ве- 

личиной, остающейся неизменной при проективных преобразованиях, 

является так называемое двойное (или ангармоническое) отношение че- 

тырех элементов основных образов первой ступени ($ 172), к опре- 

делению которого мы и переходим, пока в применении к точкам на пря- 

мой (т. е. к элементам прямолинейного ряда). 

В начале этого отдела (до $ 187) мы будем иметь в виду только 

действительные элементы, хотя большая часть сказанного может быть 

непосредственно обобщена и на мнимые элементы. 

177. Двойное отношение четырех точек. Начнем с определения 

простого отношения трех точек, с которым мы уже, в сущности, 

встречались раньше ($ 41). Пусть М М» М-— точки прямой А. При- 

писав этой прямой какое-либо положительное направление (безразлично 

какое), составим отношение алгебраических значений отрезков М, М и 

ММ 

Это отношение имеет определенный знак, не зависимый от того, ка- 

кое направление на А выбрано в качестве положительного (ибо при 

изменении направления на обратное и числитель и знаменатель изме“ 

няют знак на обратный). А именно т > 0, когда М находится между 

М, М, и т< 0, когда М находится вне отрезка М М.. С таким от- 

ношением мы уже имели дело в $ 41 („отношение, в котором точка ./М 

делит отрезок М, М,“). Теперь мы назовем его простым отношением 
р мо р 
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трех точек М, М», М (рассматриваемых в указанном порядке) и бу- 
дем обозначать через (М, М» М), так что 

т (Мь М, М =. () 
Непосредственно очевидно, что если точки М, и М, остаются непо- 

движными, а М пробегает прямую А, то т изменяется следующим об- 
разом (черт. 113): когда М пробегает отрезок М,М., т изменяется от 
О до -|-- со; когда /М переходит через Мь, т из -|- © обращается в — со 
и затем непрерывно возрастает, стремясь к — 1, когда М удаляется в бес- 
конечность. Наконец, когла точка // движется от «И, в противоположную 
сторону, т убывает от нуля ° 
до —1; таким образом не- 150 по (лее ры А 

собственной точке  пря- м й ы 
мой А соответствует значе- Черт. 113. 
ние т —= — 1. Вообще ка- 

ждому значению 1 соответствует одно положение точки т, и обратно. 
В частности, при т == -- со имеем также только одну точку М,; поэ- 
тому нет надобности различать значений т==-Р со и т == — со. 

Если взять на А определенную систему декартовых координат, то 
положение любой точки на ней определяется абсциссой х; если Хх, Х», 
х суть абсциссы точек Мь, М», М, то, очевидно, 

т = (М, М, М) == Ра (2) ж—х° 

Последнюю величину называют также простым отношением трех чисел 
и обозначают через (х1, х», х), так что 

ом 
(х, Хэ о. (2а) 

Эта формула еще раз показывает, что каждому положению точки /М, 
т. е. каждому значению х, соответствует одно значение т, и обратно. 

Перейдем теперь к определению двойного (или ангармонического) 
отношения четырех точек М, М, М., М.. Так называется величина, 
которую получим следующим образом: составим сперва простое отноше- 
ние двух первых точек и третьей (М, М., М3); затем составим простое 
отношение опять двух первых точек и четвертой (М‚, М., М.) и, на- 
конец, разделим первое на второе. Двойное отношение ) четырех точек 
М, М», М., М, мы будем обозначать символом (М, М» Му М). Та- 
ким образом согласно определению 

(М, М» М = (М, М», Му М, = (м. т, М) (8) 
ИЛИ 

М.М ММ 
А=(М,, М,, Мь, М. = Мм, : мм. 

(4) 

или еще 

М.М. М.М, 
А = (М, М. М», М) = Е. (ча) ММ: М.М. °* 
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Легко выяснить, какой знак имеет величина /. Числитель и знамена- 

тель в (3) одновременно положительны или отрицательны, когда точки 

М; и М; находятся одновременно внутри или вне отрезка М. М.. Если 

же одна из двух точек М, М, находится внутри отрезка М, М», а дру- 

гая вне, то числитель и знаменатель в (3) — различных знаков. Послед- 

ний случай можно характеризовать, говоря, что пары точек (м, м.) 

и (М, М,) разделяют друг друга (т. е, между двумя точками любой 

из двух пар имеется точка другой). Итак, мы можем сказать: > 0, 

если пары (Мь, М.) и (М. М)) ве разделяют друг друга; ^ < 0, если 

эти пары разделяют друг друга. 

До сих пор мы подразумевали, что точки М, М», Мь, М; — раз- 

личны; но в дальнейшем мы будем допускать и случаи, когда две из 

этих точек совпадают; при этом для Х может получиться и значе- ̀ 

ние со, как, например, в случае, когда М, совпадает с М,- Это надо 

понимать в том смысле, что если точка /М стремится совпасть 

с М, то » стремится к бесконечности (мы и здесь не разли- 

чаем - со и — ©®). 
Посмотрим теперь, как изменяется \, когда точки М, М» М 

остаются неподвижными, а /И, пробегает прямую 4; мы считаем точки М,,. 

М, М; — различными. Обозначая временно /М, через М, будем иметь на 

основании (4а) 

__ь ММ» __ М. Мз т (‘ле в = мм), (4Ъ) 

откуда следует !), что Х пробегает все действительные значения, включая 

\ = со, когда ЛМ пробегает Д, и что каждому значению ^ соответствует 

одно и только одно положение М. 

В частности, когда М совпадает с точками М,, М, Му, величина у 

принимает следующие значения: со, 0, 1; это надо хорошо запом- 

НИТЬ. 
Вводя абсциссы точек на прямой А и обозначая через х\, Хо, Хь Ха 

абсциссы точек М, М,, М, М., будем, очевидно, иметь 

^==(Мь М» М», М.) == №, Ре, 
(5) 

последнюю величину называют также двойным отношением четырех 

чисел Х\, Хо, Хз, №4 и обозначают символом (%Х1, №», Хз, ха), так что, 

по определению, 

И — Хз. Мф. хм — м 0-х 

(1, Хо, Хь = А ВЫ, 
Ри. (6) 

1) Формула (45) дает 

отсюда и следует утверждение текста. 
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Этот символ применяют и к случаю, когда одно из чисел Хх, Хэ, 

х., х, — бесконечность. Например, если Хх; = со, будем иметь 1) 

Х — ха 
т. (7) 

х— Х° 
(<, Ха Хз, ха) = 

Отметим равенства, которые нам будут часто встречаться (их полу» 
чим, полагая х, == с, х.==0, хлз==о, х,==В, или Хх, == со, х. =0, 
х = х. =®): 

(со, 0, м, =, (с, 0, 1, )=А. (8) 

Двойное отношение четырех данных точек зависит, конечно, от 
порядка, в котором они рассматриваются. Переставляя в символе 
(М, М., Мь М.) всевозможным образом элементы М, Мо, Мь, Ме, мы 
будем получать различные значения. Так как существуют 1.2.8.4 = 24 
перестановки четырех элементов, то на первый взгляд может показаться, 
что получатся 24 различных значения. 

На самом же деле может получиться всего 6 различных‘ значений; 
это вытекает из следующего простого предложения: двойное отношение 
не изменяется, если поменять местами два какие-либо элемента и 
одновременно два другие. Например: 

(мь Мь, Му, Ма) = (Мь Ма Мь, Мь). 

Это предложение читатель легко докажет непосредственной провер- 
кой при помощи формулы (4а). 

Поэтому, чтобы получить все возможные значения, которые прини- 
мает символ (М, М, М, М.) при перестановке элементов, достаточно 
переставлять, например, элементы, /М,, М., М4, оставляя на месте М,; 
действительно, если мы имеем какую-либо перестановку, то всегда можно, 
не изменяя значения символа, поставить ЛМ, на первое место, поме- 
няв его местом с элементом, стоящим на этом месте, и поменяв одно- 
временно местами два другие элемента. Поэтому наш символ может 
иметь только 1.2-3 ==6 различных значений. Легко показать (см. ниже, 
упражнения), что если 

(М, МЬ, Мь, М.) =^, 

то, переставляя всевозможным образом элементы, мы будем получать 

следующие 6 значений: 

1 1 х—1 Х 

на 

1) На основании (6) имеем 

2—9: 2—4 
(хь Хо, Хз, х.) ЕЕ * вр" 

4—1 12— 

Переходя к пределу при х, —+ со, получим формулу текста, ибо, очевидно, 

Ши 3—7 
21 > со Ха — 1 

=]. 
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В частности, из (4) непосредственно вытекает, что если поменять 

местами два первых или два последних элемента, то значение двой- 

ного отношения изменится на обратное, Те 

1 

(м, М, Му, М, = (М, М», Мь м.) = ® 

Упражнения и дополнения 

1. Доказать тождество 

(м ох Е оф) — хр = (х — д) 9 — хо). 

Доказательство получается непосредственной проверкой. Еще проще 

получить указанный результат так; имеем 

м м м 
хо Жз | ==0, 
111 

ибо в определителе первая строка пропорциональна третьей. Вычитая вторую 

строку из первой, получим 

| м мм 
х Хз Ха = 0. 

|1 1 1 

Разлагая определитель по элементам первой строки, получим требуемое“ 

тождество. 
2. Пользуясь предыдущим тождеством, доказать, что если в символе 

(М,. Мь М., МЬ) переставить два средних элемента, то получим значение, 

дополнияющее предыдущее до 1, т. е. 

(М1, М» М», М) + (М,, Мь М», М.) == 1. 

Доказательство непосредственно вытекает из формул 

(1 — ха) (ж— ха) 
(хо — хз) (х: — м) * 

(2. — м) бах, 
(ко жа) а — (Жь хо Хз ха) = (хь Хь Х» Ха) = 

3. Примепяя предыдущие результаты, доказать, что если 

(М, Мь, М» М) =», 

. то 
1 1 

(Мь Мъ Мь М) =, (Мь Мь М» М) =1—\, (Мь Мь Мь М.) =, 

1 ^—1 ^ 

(М Мь М» М) =1— =, (М Мь Мь М.) =. 

Так как мы произвели все возможные перестановки трех последних эле- 

ментов, то этим исчерпываются все возможные значення для двойного отно- 

шения четырсх данных точек, в зависимости от порядка рассмотрения этих 

точек. 
4. Если обозначить черсз № одну из величин (см. предыдущее упражне- 

ние) 
1 А—1 8% (А) 

то величины 
(А*) 

д Ш’ 

суть те же величины (А), только в ином порядке. Действительно, 

№ == (Мь М» Мь М), где БЕ Г обозначают значки 1, 2, $, 4 в некотором 
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порядке. Переставляя эти значки, мы получим величины (А*); кроме того, 
мы знаем, что при этом получаются величины (А). 

5 Каково должно быть расположение четырех точек Му, Мо, М., Мь для 
того, чтобы среди величин (А) предыдущего упражнения не все были раз- 
личны? Предполагается, что рассматриваемые точки — различны. 

Решение. На основании сказанного в предыдущем упражнении, достаточно 
исследовать случай, когда ^ равно одному из остальных чисел (4). 

а) Пусть =; тогда ^2 ==1, К == + 1. Если Х =--1, то две из рассма- 

гриваемых точек Должны совпадать 1); но мы исключили случай совпадения. 
Следовательно, К = — 1; числа ряда (А) сводятся к следующим: 

1 1 
—1, 2, к Е р) ; 

эти числа равны понарио. В случае к — —1 говорят, что пары точек (/М,, М.) 
ы (М., М.) разделяюх друг друга гармонически (см. следующий параграф). 

Ь) При Х=1— 1, имеем ^-== и числа (А) сводятся к следующим: 

2 в, 9 Е 

мы имеем такие же числа, что в случае а), только в другом порядке. Следо-. 
вательно, переставляя порядок элементов М,, Мо, Мз, Ма, приходим к преды- 
пущему случаю. 

1 ие : Т-2УЗз 
с) Е т. е. № —А-1=0, ЕН 

к 
Этот случай невозможен, ссли ограничиться рассмотрением действительных 
точек- 

А] : п Е 
а) = ‚те. № К 1-0; тот же случай. что и с). 

А | 
е) а = т. ©. ^=0 или ^=2. При Х=0 две из рассматриваемых 

точек очевидно, совпадают. При ^ =, числа ряда (А) сводятся к следующим: 

1 2 д, -Ь 

мы, таким образом, приходим к случаю а). 
Итак, ссли ограничиться рассмотрением действительных несовпадающих 

гочек, числа ряда (А) могут быть не все различными только тогда, когда 
рассматривасмые четыре точки представляют собою цве пары, разделяющие 
друг друга гармонически. 

178. Гармоническое разделение. Если 

(,, М5, М3, М) =— 1, (1) 

го говорят, что точки М,, М, разделяются точками Му, М. гармо- 
нически или, что точки М., М, гармонически сопряжены относи- 
тельно точек Му, М». 

На основании сказанного в предыдущем параграфе, соотношение (1) 
не нарушается, еслн поменять местами пары М, М, иМ,, М,; оно также 

1) Если, например, М; и М, различны, го, как показывает формула (3), 
при \ ==1 точки М; и М. совпадают. 

Н. И. Мусхелишвили. — 1946 ‚ 19 
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не нарушится, если переставить элементы в одной из пар !). Поэтому, не 
обращая внимания на порядок элементов в каждой паре, мы можем просто 
говорить, что пары точек (М,, М.) и (Мз, М.) разделяют друг друга 
гармонически. То, что они действительно разделяют друг друга следует 
из того, что двойное отношение точек Л,, И, /М., М. — отрицательно. 

* Из самого определения гармонического разделения следует, что если 
пара М., М, гармонически разделяет пару М,, М,, то точки Мз, М, 
разделяют отрезок Ми/Мь в одном и том же (по абсолютной величине) 
отношении, причем одна точка разделяет отрезок внутренним образом, 
а другая внешним. Будем считать точки М, и М, неподвижными 

и различными. Легко видеть, что если точка М, уходит в беско- 
нечность, гармонически сопряженная с ней точка /Мз попадает на сере- 
дину отрезка М, М,. Действительно, как легко видеть на основании 
формулы (4а) предыдущего параграфа, если М, уходит в бесконечность, 
то 

М.М. 
| (М, М», Мз, М,) = —м.м, г 

откуда, на основании (1) 
М: Мз с 1 

мы” 

т. е. М, есть середина М, М.. 
Далее, если М, приближается к М, (или М.), то и М. приближается 

к М, (или М5); это следует из той же формулы (4а) предыдущего пара- 
графа. Действительно, если в числителе /М,/М; стремится к нулю, то и 

в знаменателе М\/М, должно стремиться к нулю, иначе ), не могло бы 

оставаться конечным (в нашем случае Х = — 1); так же докажем, что 
если М.М: стремится к нулю, то и М»/М, стремится к нулю. 

Итак, точка М, сопряжена сама с собой (относительно пары М,, М»); 

точно так же точка М. сопряжена сама с собой; других „самосопряжен- 
ных“ точек (относительно пары М,, М.) очевидно нет. 

179. Инвариантность двойного отношения при гомографической 

подстановке. Главным свойством двойного отношения, благодаря кото- 

рому оно играет основную роль в проективной геометрии, является его 

инвариантность (неизменность) по отношению к гомографическим или 
дробно линейным подстановкам. Мы сейчас поясним приведенные термины, 

Если переменные х и у связаны соотношением 

вк. (1) 

то говорят, что у есть дробно-линейная функция от х или, что у полу- 

чается из х путем дробно-линейной или гомографической подстановки *). 

1) Мы знаем, что в этом случае (см. предыдущий параграф) ^ заменяется 
1 

на - ; но при Х=--1 №= х. 

2) В частном случае, когда у=0, 8520, получаем подстановку: 
[22 В ь 

ЗЕЕ ых Ра, 

которую, в отличие от дробно-лннейной, мы будем называть целой линейной, 
или просто линейной, как мы это делали и раньше. 
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Подстановка называется неособенной, если определитель („определитель 

дробно-линейной подстановки“) 

а [р 
т те — а ё 

отличен от нуля; в противном случае подстановка — особенная или вы- 

родившаяся. Если подстановка особенная (мы подразумеваем все же, 

что и в числителе и в знаменателе есть коэфициенты отличные от нуля )}. 

а 
то — = и мы получаем 

1 ав 
УЕ 

т. е. у сохрапяет одно и то же значение для всех х. 
В дальнейшем мы будем заниматься только неособенными подста- 

новками. В этом случае уравнение (1) можно решить относительно х, 

что дает 
В 
тУ—* 

ее ь 

т. е. опять неособенную гомографическую подстановку. Таким образом 

соотношение (1) устанавливает между х и у взаимно-однозначное со- 

ответствие. 
о 

В частности, значению х — — у; Соответствует у == 09, а значению 

[2 
у = т соответствует х— со. 

Докажем теперь предложение, высказанное в начале параграфа: 

если х., Хо, Хз, Х.— четыре значения переменной х, а у, Уз, Уз, У4 — 
соответствующие значения переменной у, получаемые по формуле (1), 

то 
(1, Ур» Уз» Ув) == 1, Хэ, Хз, Хи). (2} 

Рассмотрим сперва простое отношение 
И = 

ня ия 

Элементарное вычисление дает 

И М = са" 
О хо ты р8 Охты 8 и—% 

ее ее А 
У еобыб 8 *- 

Откуда 

( ‚ У У)==А- (м1, Хо, х), (3) 

где величина 

ве ВЗЕГ 
о уж 8 

зависит только от Хх, и х.. Мы видим, между прочим, что простое 

отношение трех точек не инвариантно относительно гомографической 

* 
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подстановки 1). Подставляя в (3) последовательно х==х,, х-=х,, 

получим 

(м, У, Уз) = А (1, Хо, хз), (+, „У, у4) — А [о . хз, ха), 

откуда 

От, №. 58) — (а, хь, ж) 
С 35 99) — (и, у, у) — бе, хь 

а это и требовалось доказать. Читатель легко проверит, что доказатель- 

ство останется в силе и тогда, когда одно из чисел ху, х,, х;, х, или 
Ут У, Уз, У. обращается в бесконечность. 

Легко видеть, что имеет место и обратное предложение, а именно: 
если х и у две переменные, связанные друг с другом так, что двойное 
отношение (Хх, х,, Хз, Х) равно двойному отношению (у,, у», уз, У), 
тде х,,Х›, хз—три какие-либо различные частные значения х, а 
„Уг, Уз, Уз — соответствующие значения у то х иу связаны дробно- 

линейной подстановкой. Действительно, имеем по условию 

== (№, Хь, Ж, Ха), 

жом № ИУ У 

Ха 4 м-фХ У—У У-У 

где &— некоторая постоянная. Решая предыдущее уравнение относи- 
тельно у (или Хх), получим дробно-линейную функцию от х (или у), ко- 
торая, в частности, может быть и целой линейной. 

Упражнения и дополнения 

1. Исследовать изменение у в зависимости от изменения х в формуле (1). 
Решение. Мы решим эту зшщачу, пользуясь понятием производной (хотя 

легко обоитись и без этого). Имеем 

Чу _ 96 —Ву 

ах 0х5‘ 

Следовательно, если яб — Ву >0, то у всегда возрастает с возрастанием х, 
я если 05 —ВРу< 0, то у все врьмя убывает; мы пока исключаем значение 

=— 1, ири котором у == 00. В случае особенной подстановки (6 — Вт =0), 

у остается постоянным, что мы видели и раньше. 
Исследуем более подробно случай аб — Ву >0 (случай аб — Ву 0 иссле- 

луется аналогично). Будем считать также, что у:/0, ибо в противном случае 
мы имели бы дело с целой линейной нодстановкон, исслепование которой со- 

$ 
зершсенно элементарно, Когда х возрасгает от — со до —-— ‚, величина у воз- 

5 
а [е] 

растает от —^ ло + с©; при переходе х через значение — 7» Уперескакивает 

от значения -- со к значению — со. 

1) Но оно инвариантно относительно (целой) линейной подстановки, т. е. 
подсгановки вида у = {хх -- а, выражающей аффинное преобразование точек 

прямой. Эго следует из иззестных нам свойств аффинных пресбразований, 
а также из формулы (3), ибо при т=0 (в этом случае дробно-линейная. подста- 
вовка обращается в линейную) имеем # =1. 
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При дальнейшем возрастании х, значение у возрастает и при х стремящемся 
в а 

к | со снова стремится к е .Таким 

о’разом мы имзем слетующий график 
изменения у (черт. 114). 

Мы видим, что каждому значе- 
нию х соответствует одно значение у 
и обратво. Мы не различаем здесь 
значений х-— -- 00, —©® и у= 
ты Е ©, — ©. 

2. Показать, что совокупность не- 
особенных гомографических подста- 
вовок составляет группу (см. 8 78). 

Доказательство. Как было 
уже показано, подстановка, обратная 

`гомографической есть Гомэграфиче- 
ская. Остается показать, что после- 
повательность двух неособенных го- 
мографических подстановок есть тоже 
неособенная гомографическая под- 

становка. Это доказывается иепо- 
средственной проверкой: пусть у = 
_ ах в 
=—— < — ГоМографическая — под- 

В Черт. 114. 
становка, вслед за которой произво- 

у) ! 

цится другая: 2 = Зы Внося в последнюю формулу предыдушее зва- 

чение у, получаем 

п 9х В Ч . | 

ух +8 (а'а ЕВ) х Е (& В В) 
== 

тх - 5 

Это — гомографическая подставовка с определителем 
а’и-|- Ву «В -- 85 В’ 

ав 
та-Е у 18-8 уз’ |'| уё 

180. Двойное отношение четырех прямых и четырех плоскостей 
пучка. Мы определили двойное отношение для точек прямолинейного 
ряда. Распространим теперь это понятие па элементы двух других 
образов первой ступени (т. е. на элементы пучка прямых и пучка пло- 
скостей). 

Пусть дан пучок прямых, т. е. совокупность прямых, расположен- 
ных в одной плоскости и проходящих через одну точку. Пересечем 
пучок прямою 8, не проходящей через центр (черт. 115). Двойным 

отношением (Аи, А», Ду, А) четырех прямых А, , А., Д,, Аа, принадлежащих 
пучку, называется двойное отношение четырех точек М,, М,, Мз, М, 
пересечения этих прямых с 6. Таким образом, по определению, 

(4,, 4», Аз, 44) === (м, , М., Мз, М.). (1 

Это определение имеет смысл ибо, как мы сейчас покажем, двойное 

отношение четырех точек ЛМ:, М», М., М, не зависит от выбора пря- 

мой 5. 
Проще всего убедиться в этом так. Будем пока считать, что центр 

ав, аб хОвио` 

5 0. 
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пучка О — собственная точка (черт. 116). Опустим из О перпендикуляр 
на 5 и примем основание А этого перпендикуляра за начало отсчета 
абсцисс на прямой 8, которую будем рассматривать как ось, приписав ей 
определенное положительное направление (безразлично какое); ‘в качестве , 
координатного вектора возьмем, для простоты, орт. 

Если х есть абсцисса точки пересечения прямой А пучка с 2 (эча 
абсцисса, очевидно, вполне определяет прямую А и обратно), то 

х-= Ию а, 

—*+ 

где |й| =|ОА!, ах—- угол, который прямая А составляет с ОД, причем 
этот угол отсчитывается в определенном положительном направлении 
(а именно в том, которое согласуется с положительным направлением, 
выбранном на 8}. 

Черт. 115. Черт. 116. 

Вводя обозначение 

2х =т, 

будем иметь х=йЙ.1и, откуда ясно, что величина я вполне характери- 
зует положение прямой А и обратно. Величину т можно назвать 
тангенс-координатой прямой пучка, 

Имеем, при очевидных обозначениях, 

(м, › М», М3, М.) = (х ‚ Ле, Хз) х.) Е (т, ‚То, Ту, та), 

откуда 

(А,, А», Аз, Ал) == (ии, ть, та, ту). {2) 

Если теперь пересечь пучок другой прямой &’ и через и’ обозна- 
чить соответствующую тангенс-координату прямой А пучка, то для новых 
точек пересечения будем иметь аналогично 

9 га ‚ ’ г та ‚ м 

(м,, М. М,, мМ,) —= (т, т», т. т,), 

, р Ей 
причем и’ = ва’, где а’ — угол, который прямая А составляет с ОД”, 
тде А’— основание периендикуляра, опущенного из О на 5” (черт. 116). 

Легко видеть, что и’ ==ж-ра, где о, — угол, который составляет ОД 
—» 

< ОА’ (мы выбираем для’ отсчета всех углов одно и то же положитель- 
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ное направление и отбрасываем слагаемое кратное х, не имеющее зна- 

чения) и, следовательно, 

ща = 5 (щ%-|-®) = (в -[- 2 3) [(1 —Е 159), откуда 

ен. я (3) 
1 — тот 

причем по = 4%. 

Таким образом ш’ есть дробно-линейная функция и! и, на осно- 

вании сказанного в ирелыдущем параграфе, (т/, т» т, т,) = 

== (т, ‚ т, ту» та). 
Потому (М’, М» М., М!) =(М,, М», Мь, Ма), а это и] требовалось 

доказать. 
Последнее наше заключение 

остается в силе и тогда, когда 

центр пучка — несобственная точ- 

ка, т. е. прямые пучка парал- 

лельны между собою. В этом слу- 
чае равенство (М;, М., М„› М.) = 

=(М,, М, Мз, М,) устана- 
вливается непосредственно, ибо 

отрезки прямых 6 и 5’, отсекаемые 

параллельными — прямыми — про- 

порниональны. 
Пусть теперь лан пучок пло- 

скостей. Пересечем его какой- 

нибудь плоскостью т, не принад- 

лежащей пучку. В пересечении 

получим пучок прямых (центр 

которого — точка пересечения = Черт. 117. 

с осью пучка). Двойным отно- 

нением (П;, П», Пз, И) четырех 

плоскостей Па, П,, Из, П« пучка называется двойное отношение пря- 

мых, получающихся при пересечении этих плоскостей с плоскостью г. 

Это отношение не зависит от выбора плоскости т. Действительно, 

пусть л’ другая плоскость, пересекающая пучок и пусть & — прямая 

пересечения плоскостей х и т’ (черт. 117). Тогла двойное отношение 

четырех прямых, получающихся при пересечении пучка плоскостями = 

или ^’ равно двойному отношению четырех точек пересечения прямой 6 

с плоскостями Ц, П.,П., П,; значит оно одинаково для обеих  пло- 

скостей тит’, Мы подразумевали, что прямая 6 не пересекает оси 

пучка. В противном случае, для доказательства нашего утверждения 

достаточно взять третью плоскость п”, которая пересекается как с т, 

так и сл’ по прямым, не пересекающим оси пучка. Наше заключение 

справедливо и в том случае, когда ось пучка — несобственная прямая, 

т е когда плоскости пучка параллельны между собою. 

Понятие гармонического разделения, введенное выше для точек прямо- 

линейного ряда, переносится без всяких изменений на элементы двух 

других образов первой ступени. 

Замечание, Определяя в $ 177 двойное отношение четырех 



= 
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точек на данной прямой, мы считали, что эта прямая — собственная. Теперь мы можем обобщить понятие двойного отношения и на случай точек, расположенных на несобственной прямой. А именно, под двойным отношением четырех точек М,, М,, М,, М,, расположенных на данной несобственной прямой, мы будем "одразумевать двойное отношение четырех прямых ОМ,, ОМ,, ОМ:, ОМа, гле О — произвольно выбранная собственная точка. Эти последние прямые принадлежат пучку, нахоля- щемуся в плоскости, которая проходит через 0 и через данную несоб- ственную прямую. 
| Аналогично опрелеляется лвойное отношенис четырех прямых, при- надлежащих пучку, расположенному на несобственной плоскости. 

Упражвения и дополнения 
1. Доказать следующую формулу для двойного отношения четырех прямых А;, 5, Д., Да, принадлежащих пучку с собственным центром: 

п (Аз, Д,) "эт (4,2) 9 
где через (4;. 4,) обозначен угол, отсчитываемый от А; до Ду». При этом пред- полагается, что на плоскостн пучка выбрано определенное направление отсчета углов (безразлично какое) и что прямые Д,, 4., Д,, Д; рассматриваются (при отсчете углов), как оси (так что эгим прямым приписываются определенные положительные направления. безразлично какие). Доказательство. Прежде всего ясно, что значенне правой части (4, не изменится, если изменить направленне отсчета углов на обратное (ибо тогда изменят знаки всс четыре синуса) или ссли изменить на обратное положитель- ное направление люзой из прямых 4;, А,, Дн, А, (ибо тогда изменят знаки два синуса). 

На основанин (2) имеем, обозначая через а, аъ, 4, я. значения =, соответ- ствующие прямым 41, Д,, Дз, Да: 

бо, — Фа 195. — Ши (Ал, 45, Дз, А.) = (Е, Шо, оз. #50.) == я | ке 

таз $10: $1 (а; — о.) — — созу. соза ; Написав аналогичные формулы С0$ 73 с059, — ©0573 С0$ а. для других разностей тангенсов и подставив в предыдущую формулу. получим (так как все косинусы сократятся) 

Но в — шо, = 

(А,, А., 4., А4) с с Е в а а — а. › г“ № $11 (25 — 93) ` 511 (9, 94) 
откуда непосредственно следует требуемая формула (4). 2. Доказать, что для двойного отношения четырех плоскостей пучка с соб- ственной осью получается формула. совершенно аналогичная (4). Для доказательства достаточно пересечь пучок плоскостью, перпендику- лярной оси. 

181. Проектирования и сечения. Введем теперь некоторые элемеи- тарные понятия, которые окажутся лля нас полезными в дальнейшем. Мы имеем в виду так называемые основные проективные операции: проектирования и сечения. 
ЛА. Проестирование из данного центра данной фигуры, состоящей 

из точек и прямых, заключается в том, что из данной точки („центра“} проводятся прямые и плоскости, проходящие через точки и прямые фигуры. 
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Например, проектируя из данного центра данный прямолинейный 
ряд точек, получаем пучок прямых. ИПроектируя из данного центра 
плоскую систему точек (или прямых), получим связку прямых (или 
плоскостей). 

2°. Проектирование из данной прямой данной фигуры, состоящей 
из точек, заключается в.том, что через данную прямую проводятся пло-- 
скости, проходящие через точки данной фигуры. 

Например, проектируя из данной прямой ланный прямолинейный ряд 

точек, получим пучок плоскостей. 

Операциями, взаимными по отношению к двум предыдущим, являются 
следующие: 

37. Сечение плоскостью фигуры, состоящей из прямых и плоскостей. 
заключается в пересечении элементов данной фигуры данной плоскостью 
(в пересечении получим точки и прямые). 

4°. Сечение прямою данной фигуры, состоящей из плоскостей, за- 

ключается в пересечении данной фигуры прямою (в пересечении полу- 
чаются точки). 

Два ланных основных образа ($ 172) называются перспективными 
(или находящимися в перспективном соответствии), если один из них 
получается из другого проектированием или сечением, или если два 
данных образа получаются в результате проектирования, или сечения. 
олного и того же образа. 

Например, прямолинейный ряд точек и проектирующий его пучок 
прамых (черт. 115) — перспективны. Также персиективны прямолинейный 
ряд точек и проектирующий его пучок плоскостей. Далее, два прямо- 
линейных ряда, получаемых сечением одного и того же пучка прямых 
двумя прямыми 8 и 6’ — перспективны (черт. 116) ит. д. 

Если два прямолинейных ряла представляют собою сечения одного 
и того же пучка прямых двумя прямыми $ и 8’ (черт. 116), то говорят, 
что второй ряд получен из первого (или первый из второго} путем 

проектирования ряда 5 на ряд 5’ (или Уна 5) из центра О, где О — 
центр пучка. 

Аналогично говорят о проектировании одного прямолинейного ряда 
на другой из прямой А, если эти ряды суть сечения одного и того же 
пучка плоскостей с осью А. 

Также говорят о проектировании из центра О одной плоской си- 
стемы точек на другую, если обе плоские системы суть сечения одной 
и той же связки прямых с центром в О двумя плоскостями Пи П.. 

182. Проективное соответствие между образами первой сту- 
пени. Рассмотрим, в частности, осповные образы первой ступени. На 
основании сказанного в & 180 ясно, что если два основных образа 
первой ступени находятся в обратимо-однозначном перспективном со- 
ответствии, то двойное отношение четырех элементов одного образа 
равно двойному отношению соответствующих элементов другого. 

Перспективное соответствие является частным случаем проективного 
соответствия, которое мы определим пока только для образов первой 
ступени, следующим образом: 

Проективным соответствием между двумя образами первой сту- 
пени называется такое обратимо-однозначное соответствие, при 
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котором двойное отношение любых четырех элементов одного об- 
раза равно двойному отношению соответствующих элементов дру- 

2020. 
О’ двух образах находящихся в проективном соответствии говорят 

еще, что один из них получается из другого путем проективного пре- 
образования. : 

Проективное соответствие между лвумя образами первой ступени 
вполне определяется заданием трех элементов АД’, В’. С’ одного образа. 
которые соответствуют трем заданным различным элементам А, В, С 

другого. Действительно, пусть М — какой-либо элемент последнего 

образа, а ЛМ’ — соответствующий элемент первого. Имеем, по опреде- 
‚лению, проективного соответствия, 

(4', В', С, М) =(А, В, С, М), 

что вполне определяет элемент Л, если задан элемент М и обратно. 
В зависимости от того, какие образы первой ступени мы рассматри- 

ваем, буквы могут здесь обозна- 
чать или точки прямолинейного ряда, 
или прямые пучка или плоскости 
пучка. 

Геометрический смысл проектив- 
ного преобразования выясняется сле- 
дующим предложением: 

Если два образа первой ступени 
находятся в проективном соот- 
ветствии, то любой из них мо- 

Черт. 18а. жет быть получен из другого пу- 

тем конечного числа последователь- 
ных проектилований и сечений; обратное предложение также справедливо. 

Справелливость обратного предложения очевидна, ибо при каждом 

проектировании и сечении, двойные отношения соответствующих элемен- 

тов равны между собою. 

Доказательство прямого предложения достаточно провести для двух 

прямолинейных рядов точек, расположенных на одной и той же ило- 

<кости. Действительно, ог всякого пучка прямых или плоскостей, при 

помощи сечения, можно перейти к прямолинейному ряду точек. Далее, 

если два прямолинейных ряда не расположены на одной плоскости, то 

проектируя оба ряда из какой-либо точки (не принадлежащей ни одному 

из рядов) и нересекая полученные два пучка плоскостыо, получим два 

прямолинейных ряда на олной плоскости. Наконец, мы можем всегца 

считать, что данные ряды не расположены на одной и той же прямой 

{ибо путем проектирования и сечсния мы можем заменить один из дан- 
ных рядов пругим, расположенным на другой прямой). 

Рассмотрим сперва тот частный случай, когда точки Аи А” двух 

данных прямолинейных рядов, совпадающие с точкой пересечения пря- 

мых би 8’, на которых данные ряды расположены, соответствуют друг 

другу. Пусть В, С две другие точки первого ряда, а В’,С’ — соответ- 

хствующие точки второго. Провелем прямые ВВ’ и СС’и пусть О — точка 
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их пересечения!) (черт. 118а). Докажем теперь, что наши ряды полу- 

чаются путем проектирования 5’ на 6 из О. Действительно, пусть 7) 

какая-либо точка первого ряла, а Г’ соответствующая точка второго. 

Имеем, по определению проективного соответствия, 

(А’, В’, С', О’) = (А, В, С, Б). (1) 

Докажем, что 2 и О’ находятся на одной прямой с О. Пусть О” 

точка пересечения прямой ОР Е прямой $’, на которой расположен 

второй рял. Имеем, на основании свойств двойного отношения: 

(А’, В’, С', О") == (А, В, С, 0); следователь- 
но, на основании (1), (4’, В’, С’, О") = 
== (4”, В’, С’, 0"). Отсюда слелует, что 0” со- 

впадает с О’, ибо существует только одна точка 

0’ прямой, для которой двойное отношение 

(л', В', С’, 0’) имеет данное значение при 

неизменных ”, В', С”. Таким образом наше 
предложение доказано лля рассматриваемого 

частного случая. 
Рассмотрим теперь самый общий случай 

двух прямолинейных рядов на прямых 5 и 5’, 

расположенных на одной плоскости ох 

(черт. 118Ъ). Пусть Аи А' какие-либо соответ- К | 

ствующие точки этих рядов. Проведем через |} 

эти точки прямую А4” и возьмем на ней 

какую-либо точку О, не совпадающую сАи 

А’. Спроектируем, далее, первый ряд из О 

на какую-либо прямую 5”, проходящую через А’, но не совпадающую 

с 8’. Тогда мы получим, вместо ряда на 8. новый ряд на 8", который 

расположен по отношению к рялу на У так, как в предыдущем частном 

случае. , 

Из этого вытекает справедливость высказанного предложения. 

‘183. Проективные координаты на прямой. Пусть М — точка оси 

Ох и хи, х„—ее однородные декартовы координаты. При изменении 

начала и коорлинатного вектора мы имеем следующие формулы пре- 

образования ($ 178, замечания): 

Черт. 1185. 

. 

ж == -Нах., ж=х.. 

Мы видим, что координаты х; и хо входят в эти формулы не равно- 

правно. Это и понятно, ибо как в одной, так и в другой системе 

координат равенство х, ==0 или х, ==0 характеризует песобственную 

точку. Мы можем, однако, достигнуть полной симметрии, если вместо 

координат х, и х2 введем новые величины 

у =аж-Н В, У =, 3х, (1) 

где а, В, 1, $ — постоянные, подчиненные единственному условию 

а В | 

| 
1) Точка О может быть и несобственной. 
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выражающему что подстановка (1)-— неособенная. Тогда Хх, их. можно 
в свою очередь, выразить через у; и уь: 

ж = у, -|- Вуз, х, = УЕ бу». (2) 

Из этого следует, что каждому значению отношения х = -. соответ- 

ствует вполне определенное значение отношения у == ; а именно мы 
имеем и 

ке ое: (3) 

Мы видим, что х и усвязаны дробно-линейной подстановкой. Величину у 
также можно назвать координатой точки М, ибо она вполне опре- 
деляет положение точки на прямой. Эта величина называется неодно- 
родной проективной координатой величины же „Уг и у. называются 
однородными проективными координатами. Положение точки на пря- 

3. 
У ° 

Проективная координата у имеет весьма простое геометрическое 
значение. Прежде всего отметим, что если М, М, М", М" — четыре 
точки нашей прямой с (неолнородными) декартовыми координатами 
х, х', х”, Х" и проективными у, у’, у’, у”, то 

(м, Мм’, М", М") = (х, х', р х") == (у. у, У У”), 

мой характеризуется их отношением у-== 

ибо переменные у и х связаны дробно-линейной подстановкой. Возьмем 
теперь на нашей прямой три точки А. В, Е, соответствующие следую- 
щим значениям у: оо, 0, 1, т. е. следующим значениям однородных 
координат у;, у»: (1, 0), (0, 1), (1, 1), или всяким, им пропорциональ- 
ным. Тогда [см. $ 177, формула (8)| 

(А, В, Е, М) == (со, 0, 1, у) = У. 

Итак, проективной неоднородной координатой У точки М является 
двойное отношение трех постоянных точек А, В, Е и точки М: 

у= 4 == (А, В, Е, М). (4) 
Обратно, взяв на прямой три произвольные точки А, В, Е и определяя \ 
равенством (4), получим, что у есть дробно-линейная функция х, 
т. е. У есть (неоднородная) проективная координата в том смысле. как 
было определено нами это понятие с самого начала. 

Точки А и В называются основными точками, а Е— единичной 
точкой данной системы проективных координат. 

Для дальнейшего важно отметить, что (неоднородные) координаты 
Уи У’ точек М и М’, гармонически сопряженных относительно 
основных точек А и В равны по вгличине и обратны по знаку. Дей- 
ствительно из условия (А, В, М, №) == — 1 следует: 

(с, 0, У, у’) == ВЫ 1, 
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т. е. 

У’ ==—у- (=) 

Вопрос о преобразовании проективных координат на данной пря- 

мой решается очень просто. 
Возьмем вместо А, В, Е новые точки А”, В’, Е’ и пусть = проектив- 

ная координага точки М в этой новой системе 

2—(А’, В’, Б', М). 

Если у’, у’, уУ”— проективные координаты точек А’. В", Е’ относительно 

старой системы, то 

&==(у’, у’, У", У), 

т.е. 2 есть дробно-линейная функция от у: 

__ УВ 

су а’ (5) 

где а, 2, с, 4 — постоянные. Обратно, меняя ролями у и 2, получим у 

как дробно-линейную функцию от 2. Из этого следует, что подста- 

новка (5) неособенная (что также легко доказать непосредственно). 
21 У! 

Переходя к однородным координатам и полагая 2—-.„_, У» 
з Ее 

получаем 
2 _ а + ВУ 
2 су: Е ву» ° 

Имея в виду, что важно только отношение 2; к 2., Можно положить 

2: == ау, -- 8», 25 ==су,-|- 4». (6) 

Следовательно, однородные проективные координаты преобразуются ли- 

нейной однородной неособенной подстановкой. 

Замечание. Разумеется, в качестве одной из основных точек 

можно взять и несобственную точку прямой. Если, например, А несоб- 

ственная точка, то при х=со мы должны иметь у-=09, т. е. при 

х.==0 должно быть у» ==0. 
Поэтому в формулах (1) у==0 и мы будем иметь 

[22 ренеьа (ет, «1 
т, е. в этом случае у есть обычная абсцисса в некогорой системе де- 

картовых координат на нашей прямой. 

184. Двойное отношение четырех точек на прямой, заданной 

параметрически. Пусть прямая Д на плоскости залана своими лвумя 

точками М (х., Хи, х!) и М"(х', хь, ху); тогда однородные координаты 

ее точек даются формулами ($ 167) 
у 2 ы Г . и 

жеж -Ныж, хех, НХ», ж==Ах. -- их, (1) 

где Х и р — параметры, отношение которых 

№ (2) 
| 
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определяет положение прямой на плоскости. Докажем теперь, что двой- 
ное отношение четырех точек М,, М, М., М. этой прямой равно 
двойному отношению соответствующих значений й, т. е. 

(М, , М,, М,, М.) == (№1, В», йз, а}; (3) 

злесь й,, й2, йз,И. обозначают значения й, соответствующие точкам 

М, М, М, М,. 
Действительно, считая пока, что рассматриваемая прямая — собствен- 

Хх х- 
ная, введем неоднородные декартовы координаты Е. и у= Ра 

З А; 
тогда (1) дает 

г и у а 

йх--х йх.--х р Е (та) 
их, | хз Яха + Хи 

Не нарушая общности, можно считать, что прямая А не параллельна 
оси Оу (ибо в противном случае мы провели бы рассуждения, поменяв 

ролями оси Ох и Оу). В этом случае двойное отношение 
(М1, М, М, Ма = (М, №, №, М1), где №, М,, М, М, — проекции 
точек ЛМ, М,, М., М, на ось Ох, взятые параллельно оси Оу. Но 

(А, М, №, М) =(%0, 2), х9, х@), гле х, х®, х®, х@ значения х, 
которые получим, подставляя в первую формулу (1а), последовательно 
Й., Аз, йа, й,. Но так как х есть дробно-линсйная функпия от #, то 
(<, х®, х®, х@)) — (№, Вь, Из, Йа), и ние предложение доказано. 

Из (3) следует, что параметр В ‚ определяющий положение 

точки М на А, есть проективная координата, если за основные точки 
принять М и М", а за единичную точку — точку Е, которая соответ- 
ствует значению й —=1 (т. е. ^==). Действительно, точкам ЛМ и М” 
соответствуют значения й — со и й==0; поэтому 

й {М', М", Е, М) = (со, 0, 1, =. 

Предыдущие результаты останутся справедливыми и в том случае, 
когда прямая Л несобственная, т. е. когда х, ==, ==0. Тогда имеем 
параметрическое представление 

ЖА Нам, = Ах ьх,, х,==0. (4) 

Рассмотрим наряду с несобственной прямой (4) собственную прямую (1), 
где х, и х. отличны от нуля, а в остальном — произвольны. Легко 
вилеть, что прямая 8, соединяющая начало координат с некоторой точ- 
кой прямой (4), проходит и через точку прямой (1), соответствующую 

^ 
тому же значению и —й; действительно, прямая, соединяющая начало 

с точкой прямой (4), соответствующей данному значению й, имеет угло- 

вой коэфициент равный (йх’-|- х/)/(#х.-|- хи); но такой же угловой 
коэфициент имеет и прямая, соединяющая начало с точкой прямой (1), 
соответствующей данному #. Поэтому, двойное отношение четырех пря- 
мых пучка с центром в О, проходящих через данные четыре точки 

несобственной прямой А (а это двойное отношение и есть двойное 

отношение четырех данных точек), равно двойному отношению четырех 



8 184, 185] Ш. пРОЕКТИВНЫЕ КООРДИНАТЫ И ПРОЕКТИВНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 30$ 

точек прямой (1), соответствующих тем же значениям й. Отсюда и сле- 

дует наше утверждение. 

Совершенно аналогичные результаты получаем для точек прямой 

в пространстве, заданной параметрически ($ 169). 

Замечание. Из того, что Й является проективной коорлинатой 

при основных точках М’ и М”, вытекает, на основании сказанного 

в предыдущем параграфе, что если й: и й›, обозначают значения пара-- 

метра й, соответствующие двум точкам А и В, сопряжениым гармони-- 

чески относительно М’и М", то 

в --й» =0. 

185. Двойное отношение четырех прямых (плоскостей) пучка, 

заданного параметрически. Проективные координаты в пучке. Пере- 

ходя от прямолинейного ряда точек к взаимному образу —- пучку прямых, 

можем ввести понятие проективной координаты прямой пучка. 
А’ , : ' 

Л Пусть, пучок определяется лвумя своими прямыми А’ (а, а,, а.) и 

А" (а, а", а"), где буквы „в скобках обозначают однородные коорди- 

наты соответствующих прямых. Всякая прямая А (а,, а, @3) пучка 

представится параметрически так (см. $ 170, стр. 270): 

! и Га ТЕ. ' Е 

а; == Аа, Е ва, а, — Ха,-|- за, @= Ха, -- раз. (1} 

Положение ЛА вполне характеризуется отношением 

и 
т ть м {2). 

в частности, при = со прямая А совпадает с А’, а при й=0—с А". 

Легко показать, что двойное отношение четырех прямых А, А», А», 

А, пучка, равно двойному отношению значений №, №», Йз, й, параметра й, 

соответствующих этим прямым, т. е. 

(А, Д», Аз, А.) = (й,, Йь, Вз, й.)- (3) 

Действительно, уравнение прямой А (@1, а», а.) есть 

ах! -|- а2х.-Е азхз == 0, 

или, на основании (1), 

(ла, -Н мат) ж.-|- ба, ра;) х-- ба, -|- раз) хз — 0, 
м ый 
х.’ Хз? Е 

а’ аи) х-Е ба; ра) у-|- Ола, | вазу== 0. 
Абсциссу х точки перессчения этой прямой с осью Ох получим, 

полагая в предыдущем уравнении у-=0, что дает ') 
п 

или еще, переходя к неоднородным координатам Хх = 

Х = — © —— 

Раа - вал па, -- а 

1) Мы считаем, что ось Ох не принадлежит. пучку- Если это не так, то мы 

можем провести аналогичные рассуждения, взяв вместо Ох ось Оу. Наконец, 

если О является центром пучка, то мы можем рассмотреть пересечение прямых 

пучка с какой-либо прямою, Параллельною одной из осей, например с прямою 

у = с, где с 0. Окончательный результат будет тот же. 
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Двойное отношение четырех прямых А,, А, А., А. равно двойному 
этношению четырех точек пересечения этих прямых с осью Ох, т. е. 
величине (0, х®, ый. х®), где х, х®, х®,, х®) обозначают  значе- 
ния х, которые получим, подставляя в предыдущую формулу Й,, Йь, Й., В 
вместо #. Но так как х есть дробно-линейная функция от Й, как это 
показывает предыдущая формула, то мы будем иметь 

(29, х®, х®, 9) — (в, В, В,, 1), 
откуда и следует формула (3). 

В частности, применяя формулу (3) к прямым Д’, Д", Е, А, где Е 
обозначает прямую пучка, соответствующую й==1 (т.е. ==), а А— 
произвольную прямую, будем иметь 

(4’, ДА’, Е, А) = (со, 0, 1, й) = А. 

Итак, 

в = к == (4, А", Е, №). (4) 
А Е а Величина г называется (неоднородной) проективной координа- 

пой прямой А, принадлежащей пучку, а \, и — однородными проек- 
пивными коороинатами той же прямой. 

Прямые Д’и АД”, соответствующие значениям й = и #=0 суть 
„основные прямые“, а Е, соответствующая й = {, — „единичная прямая“ 
принятой системы координат. Прямые А’, 4”, Н могут быть выбраны 
совершенно произвольно; они только должны быть различны. 

Совершенно аналогично можно ввести проективную координату # 
злоскости, принадлежащей пучку, или однородные проективные коор- 
динаты \, в. А именно, здесь мы булем иметь 

Вр, №, В, Ц, _ 
где П’, П” — постоянные „основные плоскости“, Е — „единичная пло- 
скость“, соответствующая й —1, а П-—— плоскость, которой соответ-. 
ствует Й. 

Замечание. Если © обозначает угол, составляемый прямою А 
пучка с некоторым постоянным направлением, то величину т-=4то 
{тангенс-координату) можно рассматривать, как проективную координату. 
Действительно, пусть Д’, А”, В —три прямые пучка, соответствующие 

т п значениям: #1 = со, т=0 и т = (т. е. @=, &—=0 и в=1т). 

Тогда *) 
г и 

- 
(А, А”, к, А) — (с, 0, 1, т) = т; 

следовательно, шт есть проективная’ координата, если за основные 
прямые взять Д’, А”, а за единичную — прямую Е. 

1) На основании формулы (2) 8 180, двойное отношение четырех прямых 
‚пучка равно двойному отношению соответствующих значений т. 
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186. Аналитическое выражение проективного соответствия двух 
образов первой ступени. Пусть даны два образа первой ступени, 

элементы которых приведены в проективное соответствие. 
Рассмотрим, для определенности, два прямолинейных ряда точек, 

расположенных на прямых А и А'. Пусть Ё и #’ проективные координаты 
точек М и М” наД и _,, соответствующих друг другу. По определению 
ироективного соответствия имеем 

(М, М» М» М) = (М, М, М, М, (1) 
где М, М», М, —три какие-либо различные точки прямой А, а М,, 
М, М, — соответствующие точки прямой Д’. Из (1) следует 

(#1, Ио, Я» й) = (й., в #., и), 

откуда заключаем, что Й’ есть дробно-линейная функция #, и обратно: . 

ЕЕ ей В 

ав” И иЫ — 
Вводя вместо неоднородных координат Й и Й” однородные (^, в) и 

>, м): 

подставляя их в предыдущие формулы и приняв во внимание, что одно- 
родные координаты можно заменять пропорциональными им величинами 
{ср. конец & 183), получим 

№ == ол -- В», | Ха НВ, ы 
№ Ав, ) в= ум 8, 8) 

т. е. однородные проективные координаты соответствующих точек, при 
проективном соозветствии, связаны линейной однородной неособенной 
подстановкой. 

Обратно, если имеет место (2) или (3), то соответствие проективное, 
ибо тогда имеет место (1) для любых четырех точек одного прямолиней- 
ного ряда и соответствующих точек другого. 

Сказанное, очевидно, непосредственно переносится и на другие образы 
первой ступени (пучок прямых или плоскостей) и мы получаем следую- 

нее предложение: 
Если два образа первой ступени находятся в проективном соот- 

ветствии, то неоднородные проективные координаты соответствую- 
щих элементов связаны (неособенной) дробно-линейной подстановкой, 
& обратно. (Однородные координаты связаны линейной однородной 
подстановкой.) 

Вернемся к случаю прямолинейных рядов. Если А, В, Е основные 
и единичная точки системы координат на первой прямой, а А’, В”, Е’ — 
зналогичные точки на второй, то, по определению проективной коорди- 

наты, ы 

й— (А, В, Б, м), й —(А', В в, м). 

Пусть рассматриваемые ряды находятся в проективном соответствии 
и пусть в качестве 4”, В', Е' взяты точки, соответствующие точкам 

Н. И. Мусхелишвили. 1946. 20 
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А, В, Е’; если М, М’ — соответствующие точки, то (А, В, Е, М) == 
—(.4”, В’, В’, М) и, следовательно, 

# =’. (4) 

Итак, в этом случае, соотношения (2) сводятся просто к равенству 
проективных координат соответствующих точек. 

Это непосредственно распространяется на другие образы первой 
ступени, 

Например, если данный прямолинейный ряд и пучок прямых приве- 
дены в проективное соответствие, то координаты Й и Й” соответствующих 
элементов (точки ряда и прямой пучка) равны между собою, если в каче- 
стве основных и единичных элементов в обоих образах взяты соответ-- 
ствующие друг другу элементы. 

187. Распространение основиых понятий проективной геометрии 
на мнимые элементы. Понятие двойного отношения, проективных коор- 
динат и другие понятия, введенные в прелыдущих параграфах, могут 
быть естественно распространены на случай мнимых элементов. Исходным 
пунктом для этого распространения могут служить формулы, выражаю- 
щие аналитически двойное отношение и другие величины, связанные 
с введенными выше геометрическими понятиями. Ввиду полной аналогии 
с тем, что было сказано в первом отделе этой главы, мы на этом не 
будем здесь останавливаться. 

188. Наложенные образы первой ступени. Инволюция. Рассмотрим 
для определенности сперва два прямолинейных ряда точек. Эти ряды 
могут быть расположены на двух различных прямых А и А’ или на одной 
и той же прямой. 

В этом последнем случае говорят, что рассматриваемые ряды наложены 
друг на друга. И здесь удобно представлять себе (как мы делали это 
и раньше в подобных случаях), что мы имеем две наложенные друг на 
друга прямые А и Д”, на которых расположены рассматриваемые ряды. 
Дело в следующем. Пусть точки М и /М’ рассматриваемых рялов приве- 
дены в обратимо-однозначное соответствие, так что 

х==з(х) и хх), (а) 
где хи х’ абсциссы точек Ми М', аз, {ф- однозначные функции. 
Пусть теперь Л какая-либо точка прямой, на которой расположены оба 
ряда. Если не указано, какому из двух рядов эта точка принадлежит, 
то мы не будем знать, по какой из двух формул (1) следует вычислять 
абсциссу соответствующей точки; поэтому-то и удобно рассматривать. 
наложенные ряды, как расположенные на наложенных друг на друга 
двух прямых: указывая, на какой из прямых находится Л, мы тем самым 
указываем, какому ряду она принадлежит. 

Но есть весьма важный случай, когда такое различие излишне — это 
когда соответствие межлу двумя рядами таково, что точка М, соот- 
ветствующая данной точке ЛИ, занимает одно и то же положение неза- 
висимо от того, рассматривается ли /М как точка первого или второго 
ряда. Аналитически это выражается тем, что функции 2 и Ф — одинако- 
вые (если точки обоих рядов отнесены к одной и той же системе коор- 
динат). В этом случае нет надобности отличать прямые А и А’ и, вообще 
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первый ряд от второго: можно просто говорить, что точки одного и 
того же ряда приведены в соответствие попарно, таким образом, что 
если точке М соответствует точка М’, то, обратно, точке М” соответ- 
ствует точка Л. 

Такое соответствие называется инволюторным. В дальнейшем мы 

будем называть инволюцией проективное инволюторное соответствие. 
Найдем общее аналитическое выражение для инволюции. Пусть # — 

проективная координата точки /М рассматриваемого ряда; если ЛМ’ — 

соответствующая точка, а #’— ее координата относительно той же 
системы, то 

1" — ай +В (28 — ВД 0), 

ибо, по условию, соответствие проективное. 

Соотношение это можно переписать и так: 

Ай’ — ов - 81’ —В-==0. 

Так как соответствие между Ми ЛМ” — инволюторное, то это соотноше- 
ние должно быть эквивалентно соотношению 

у’ — ай’ -|- В —В=0, 

получаемому перестановкой А и Й'’. Вычитая два предыдущие равенства, 
получим 

(@&«-Н) и"— в -==0. 
Если в-|-6--0, то мы имеем 

т. е. наша инволюция состоит попросту в том, что каждая точка соот- 
ветствует самой себе. Отбрасывая этот случай, не представляющий инте- 
реса, мы должны считать 

а 8 ==0, 

и соотношение между Я и И”, выражающее инволюцию, принимает вид 

уйй 8 (В--) —в=0, 

или, полагая для симметрии /==а, $ = в==0, — Вс, 

айй' ов) -с=0, (2) 

где а, 2, с — постоянные, такие что 

ас —6?-/-0 

(это последнее условие вытекает из условия аб — Ву ./: 0). 
Найдем теперь двойные точки инволюции, т. е. такие, которые соот- 

ветствуют самим себе. Если точка /М” совпадает с соответствующей ей 
точкой М, то А’=й и (2) дает 

ай -ф- 28-е =0, (3) 
® 
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откуда находим для Й два значения: 

Е: ув Е (4) 

а 

Значит всегла имеются две двойные точки А и В; эти точки действи- 
тельны, если 22 — ас > 0, мнимые сопряженные, если 2?— ве < 0. 

Если двойные точки совпадают с основными точками А(й==со) и 
В(Ё==0) системы координат, то уравнение (3) должно иметь корни 
А==0 и й=- со, откуда следует, что а==с=—=0 и соотношение {2) при- 
нимает вид 

в №’ =0, 
т. е. координаты соответствующих точек равны по величине и противо- 
положны по знаку. Из этого следует (5 183), что точки Ми М’ гармо- 
нически сопряжены относительно точек А и В. Итак, всякая инволюция 
представляет собою гармоническое сопряжение относительно двух дей- 
<твительных или мнимых точек. Очевидно, что и обратно, попарное 
соответствие точек, гармонически сопряженных относительно двух залан- 
ных точек А, В есть инволюция с двойными точками Ли В. 

Все сказанное здесь может быть в точности перенесено на другие 
образы первой ступени. т. е. на пучок прямых и пучок плоскостей. 

Два пучка прямых (или плоскостей) называются наложенными друг 
на друга, если их центры (или оси) совпадают. К этим пучкам можно 
применить все сказанное выше, заменив всюду слово „точка“ словом 
„прямая“ (или „плоскость“). 

Рассмотрим, в качестве примера, ортогональную инволюцию прямых 
лучка, при которой каждой прямой соответствует прямая, к ней перпен- 
дикулярная. Для аналитического выражения этой инволюции, возьмем 
в качестве проективной координаты тангенс-координату т == ва, где 
& — угол, который прямая пучка составляет с постоянною прямою (см. 5 185, 
замечание). Условие того, чтобы две прямые А и А’ пучка, соот- 
зетствующие значениям ти т’ были перпендикулярны, заключается, как 

1 
мы знаем, в следующем: т-= — „,, или 

тт’ 1—0. 

Это —— частный случай соотношения {2); слеловательно, мы действительно 
имеем дело с инволюцией. 

Двойными прямыми нашей инволюции являются прямые, угловые 
козфициенты которых удовлетворяют уразиению: 72 --1-=0, откуда 
т — {& следовательно, как и следовало ожидать, двойные прямые — 
мнимые. Это, как мы видим, изотропные прямые плоскости, на которой 
расположен пучок (см. & 162). 

Обратно, инволюция, определяемая изотропными прямыми пучка есть 
ортогональная инволюция. 

Таким образом взаимно перпендикулярные направления на плоскости 
могут быть определены, как направления, гармонически сопряженные 
относительно изотропных прямых этой плоскости. 

Замечание. Легко видеть, что если в двух наложенных образах 
первой ступени три каких-либо различиых элемента А, В, С одного 



5 188, 189] Ш. пРОЕКТИВНЫЕ КООРДИНАТЫ И ПРОЕКТИВНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАИИЯ 309 

образа совпадают с тремя соответствующими элементами АД’, В’, С” 
другого"), то это совпадение имеет место и для всех элементов. 

Действительно, если М и М” какие-либо соответствующие элементы 
наших образов, то, по определению проективного соответствия, 

(А, В, С, М) = (4', В’, С’, М, 

откуда (А, В, С, М) == (А, В, С, М’), ибо А’, В’, С’ совпадают с А, В, С- 
Отсюда вытекает, что ЛИ’ совпадает с М. 

189. Проективные координаты иа плоскости. Пусть хь, х»» х— 
однородные декартовы координаты точки на плоскости. Введем вместо 
этих переменных новые: у,, Уз, уд, связанные с ними линейной однородной 

неособенной подстановкой, 

У ==Д (ха, №, м) = там --тьх,-- Пизх 

У= ЛЬ (хь Хз) == тж т тТьзХ (1) 

Уз == (ХХ. Ха) == Тихи | тТаохь | Тазхь, 

где т„-— постоянные коэфициенты, определитель которых отличен от 
нуля. Ввиду последнего условия, полстановку можно обратить и выра- 

зить х;, Х2, хз Через У., у», Уз: 

ж = ау 12-Е Аз» 

Хо = УЕ Уз -- аз» (1а) 

= у: -Е Вуз -[ 4зУ+- 

Положение каждой точки /М на плоскости определяется отношениями 

двух из величин Хх, х», Хз к третьей. Из предыдущих формул сле- 

дует, что положение точки М вполне определяется отношениями трех 

из величин у, У, Уз к третьей 2). 
Величины у., У», Уз называются однородными проективными коор- 

динатами точки М. Неоднородными проективными координатами можно 

назвать отношения любых двух из величин у:, У2, Уз к третьей. 
Олднородные проективные координаты можно применять совершенно 

аналогично тому, как мы применяли однородные декартовы координаты. 

В частности, уравнение прямой в олнородных проективных коорди- 

натах — линейное и однородное, и обратно, всякое такое уравнение 

представляет прямую. 
Действительно, если подставим в уравнение прямой 

ах, Е азха-- азх: = 0 {2} 

выражения (12), то получим уравнение вида 

Бу, -- Рьуз-- бзуз == 0, (2а): 

1) Если элемент А одного образа совпадает с соответствующим элементом 

А’! другого, то говорят, что элемент А соответствует самому себе. 

2) Величины у, У» Уз не могут быть равны одновремевио нулю. Действи- 

тельно, если в (Та) у; = уз = Уз = 0,то веобходимо м; — хе = Хх; = 0, что проти- 

воречит принятому условию. 
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где, как легко видеть, 

В = а | Ба. а 
В. = [за -|- 6за2-{- фраз, (3) 
Ь- = Г з@а1 - [за + 13а. | 

Обратно, от уравнения вида (а), при помощи подстановки (1), пере- 
ходим к уравнению вида (2). 

Величины (,, 6», 6, суть однородные проективные координаты 
прямой на плоскости. 

Важно отметить, что если прямая на плоскости задаиа параметри- 
чески 

жеж ых, меж -Нрх, деж -Ньму, (4) 

тде х, х, Хи х,, ху, ху суть координаты двух постоянных точек 
А’и А” прямой, то, в проективных координатах у, У, Уз» мы получим 
такое же представление 

иж Н ву, У == Ему» = НУ», (4а) 
тле у, У, у иу,, у", у. — проективные координаты тех же точек Д’ 
и А”; при этом, Х и в, соответствующие данной точке прямой в пред- 
<тавлении (4а) ме же самые, что и в представлении (4). 

Действительно, если подставить выражения (4) в правые части (1), 
то получим 

М : ‘ :_Г О 1 п” #7 ыы У (тих, Е тьхь т яз) р бтихи ту туз 
г и = АУ НУ, 

и два аналогичных равенства, откуда и следует наше утверждение. 
Совершенно аналогичным свойством обладает параметрическое прел- 

ставление пучка прямых 

а, = Ха. ра’, а, == а, вар, а, == ла, -|- ьаз, (5) 

которое преобразуется в 

АБН ви, 6, = АВ -Ньб, 6. = АБ, иби,. (5а) 

Это следует также из того, что общее уравнение прямой, прохо- 
дящей через пересечение двух данных прямых: $, (х,, хо, хз) =0 и 
2 (%1, Х, х3) =0, имеющее вил: № -Ньзь ==0, преобразуется в урав- 
нение 

№ (У У) [фа (У У» 53) == 0, (55) 
где у, и $. — линейные формы, полученные из линейных форм фи, <>, 
заменой переменных х\, х., х; их выражениями (12а). 

На основании предыдущего легко выяснить геометрическое значение 
проективных координат на плоскости. Рассмотрим, с этой целью, три 
прямые {) 

Я (х,, Хэ хз) =0, уА (х, Хэ, хз) =0, Вл, А2, Хз) ==0, (6) 

1) Здесь Х, /., /з обозначают то же, что и в формулах (1). 
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уравнения которых, в координатах У, У», Уз имеют соответственно вид 

у1=0, у==0, уз=0. 

Эти прямые не пересекаются в одной точке (ибо, по условию, опреде- 

литель, составленный из коэфициентов т, отличен от нуля) и, поэтому, 

образуют треугольник, который назы- 

вается основным треугольником рас- 

сматриваемой проективной системы 

координат. 

Обозначим вершины этого треуголь- 

ника через А., А», Аз; а именно, через 

А, мы обозначим пересечение сторон 

у2=0 и у-==0, через Аз — пересе- 

чение сторон у.=0, у, ==0 и через 

Аз— пересечение сторон у! = 0, уз == 0. 

Таким образом проективные коорди- ч ерт. 119. 

наты этих точек будут '): (1, 0, 0), 

(0, 1, 0), (0, 0, 1). Введем еще в рассмотрение единичную точку, 

т. е. точку ЕЁ с координатами (1, 1, 1) ). 

Вычислим теперь двойное отношение четырех прямых, проходящих 

через вершину А, и через точки А,, А,, Е, М. Уравнение всякой прямой, 

проходящей через И, т. е. через пересечение прямых уз =0и уз=0 

{черт. 119) имеет вид Хуг-- цу: ==0, или, полагая = -- ̀ 

уз-Е Нув = 0, (7) 

гле й— параметр, определяющий положение рассматриваемой прямой. 

При й == со получаем прямую Л.А» (т. е. прямую уз ==0), при # =0— 

прямую А. Аз (т. е. уг ==0), при # ——_1 прямую А.Е. Поэтому, двойное 

отношение прямых 4,5, Л.А, А Ё, А.М, которое мы, для краткости, 

обозначим символом 
А, (А» Аз, Е, М), 

будет дано формулой 

А, (А А» Е, М) == (со, 0, — 1, й=—й, 

где через Й обозначено то значение параметра в (7), которое соответ- 

ствует прямой 4,/М. Если Уз» У» обозначают координаты ЛМ и следо- 

вательно, на основании (7), Й = — О ‚предыдущая формула дает первую 

из следующих формул: 

№ — д, (Аь Ль Е, М), у — Аь(А» Аь, В, М), 
ых (8) 
м: — Аз (Ал, А., ЕЁ, му; 

1) Для точки А, имеем, например, у. #0, у, =0, уз =0; так как мы можем 

И координаты пропорциональными им величинами, мы можем считать 

И 
2) Или, что все равно с координатами (Ё, Е. Ё), где Ё — произвольное число, 

отличное от 0. 
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две последние формулы получены из первой круговой перестановкой 
значков 1, 2, 3. 

Мы видим, таким образом, каково геометрическое значение отно- 
шений однородных коорлинат у, у>, Уз. 

Смысл формул (8) сделается; пожалуй, еше более наглядным, если 
записать их так: 

У у ое А., Е”, М') (и две аналогичные), (8а) 

где Е’и М обозначают точки пересечения прямых А.Е и ,М с пря- 

мою А, Аз. Последняя формула показывает, что 3 есть (неодноролная} 

проективная координата точки ЛМ на прямой Д, и при ‚основных точ- 
ках А.А; и единичной точке Е”. 

Легко показать, что всякие три неколлинеарные точки А,, А., А, 
могут быть взяты в качестве вершин основного треугольника и еди- 
ничная точка ЕЁ может быть также выбрана произвольно (лишь бы она 
не находилась на одной из сторон *) основного треугольника). | 

Действительно, пусть Л (ха, х, 3) = 0, 2 (хи, Хь, Хз) =0, (Ха, хь, Ха) == 
=0, где Д,, /2, /з3 — линейные однородные независимые формы переменных 
х, Хх» х:, представляют уравнения сторон А,А., А.А, А.А». Так как, 
в координатах у, у», уз уравнения этих прямых должны иметь вип 
у ==0, у, ==0, у, —=0, то должно быть: 

уг =: Л (Хх, Хх» хз), Уз == Л (хь Хь Хз), Уз Л (Хь Х» м), (9) 

где ^,, А», Аз — постоянные. Остается подобрать эти постоянные из 

условия, чтобы уу. ==у.==1 при х, ==>, х,==50, х,== 2х0, где 

№, хо, хо координаты заданной тонки Е. Это всегда возможно, так 

как /(х), хо», 0) О, ибо Е не лежит на прямой А,Аз; аналогично для 
А и №. [Если бы мы заменили требование у, == у. == уз == 1 требованием 
у1 == У = уз ==А, где А — произвольное число, отличное от нуля, то 
вместо прежних ^,, А», Аз получили бы АХ., АА», А»., т. е. правые части 
(9) умножились бы на одно и то же число, что не имеет значения.| 

Соотношения (9) имеют вид (1) и поэтому ут, у», уз суть проэктивные 
координаты, удовлетворяющие всем поставленным требованиям. 

Одна из сторон основного треугольника может быть и несобственной. 
Тогда мы опять придем к декартовым координатам. Действительно, если, 

например, А, и А, — несобственные точки и, следовательно, А›А, — не- 

собственная прямая, то уравнение ее есть х.==0О и, следовательно, 
в формулах (9) /,(х1, х,, х,) = хз. Мы можем также считать № ==1 
(это сводится к умножению у,, у», уз на одно и то же число) и соот- 
ношения (9) примут вид 

У ==Аих, -|- Вох -|- КазХз- Уна, Ао -- Ах», Уз=ЕХь 

где А, — постоянные, а это — формулы преобразования декартовых коор- 
динат "в декартовы ($ 173) и наше утверждение доказано. Легко доказать 
его также непосредственно, исходя из формул (8); см. ниже упражнения. 

1) Под стороною подразумевается вся прямая, а ие только отрезок между 
вершинами. 
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Проективные координаты‘ прямой имеют весьма простое геометри- 
ческое значение, аналогичное значению координат точки, которое дается 
формулами (8). Чтобы выяснить это значение, достаточно перейти от 
координат точки к координатам прямой, пользуясь принципом взаимности: 
(см. ниже, упражнения). 

Упражнения и дополнения 

1. Выяснить, пользуясь формулами (8), геометрическое значение проективиых: 
коорлинат в. случае, когда сторона 24,4. основного треугольника — несобственная 
прямая. 

Решение. Обозначим А; через О, 
а через Ох, Оу— прямые, в напра- 
влении которых удалены точки А; и 
А.. Пусть Е произвольно выбранная 
единичная точка. Она должна быть 
собственной (ве ваходиться на сто- 
роне А,4.) и не должна лежать на 
Охи Оу. Пусть Е’, Е" — проекции Е 
на оси Ох и Оу (взятые параллельно 
Оу и Ох), аМ', М” — проекции про- 
извольной точки /М на те же оси. 
(черт. 120). 

На основанни второй формулы (8), 
№. 

отношение > равно двойному от- 
1 

ношению четырех прямых пучка с Черт. 120. 
центром в А. (т. е. четырех прямых, 
параллельных Оу) и проходящих через точки О, А,, Е и М; но это звойное 
отношение равно двойному отношению точек О, Ат, Е', М’ прямой Ох. Следо- 
вательно !), 

ь Уз __ 2 г) — ОЕ’ 
9: 88 Ом!’ 

откуда 

ы о 
Уз ОЁЕ` 

Совершенио аналогичио получим 

- = ом" 

у ОЕ 

Итак, У, У» Уз суть однородные декартовы координаты; началом является 0,- 
. — 

а координатиыми векторами и = ОЁ’, у= ОЕ”. 
’ 2. Пусть в:, в» в — проективные координаты прямой А. Обозначим через 
А,, А», Ау стороны основного треугольника, противоположные вершивам А. А», А 
а через Е —единичную прямую, для которой В = В, == 6. =] (или, просто. 

1) Если бы точка А, была собственной, то было бы 

ОЕ ОМ’ ОЕ МА, у № =. А ЕАМ ВИ ЗД 

(0, АЕ, М) = д, 2 МА, = ОМ РА, 
М' А 

На так как А, несобственная точка, то мы должны считать ма =! (ибо от- 
1 

! 

ношение >) стремнтся к 1, когда собственная точка А удаляется в бесконеч- 

ность). 
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$, =6. == 6. 3 0). Будем обозначать символом А, (4А., Аз, Е, 4) двойное отношение 
точек пересечения прямых Д., 4., Е, А с прямою А.. Требуется доказать, что 
имеют место формулы 

| 
5. 

(и две аналогичные, получаемые 

круговой перестановкой). 00) =А, (Аь, А», Г, А) 

`Эти формулы выясняют геометрический смысл проективных координат прямой. 
Доказательство. Будем определять положение точки на прямой 

У А; (уу =0) неодноролной проективной координатой у=, на этой прямой. 
Е „Уз 

Точкам А. и Аз (это точки пересечения А; с АД, и А.) соответствуют значения 
у=0и у= 0. Значение у, соответствующее точке пересечения Д, с прямою А, 
получим полагая у; = 0 в уравнении & у, | В. уз - Ву; =0 прямой ДА, что дает 

Наконец, значение у, соответствующее точке пересечения А, с Е получим, по- 
лагая в последней формуле 6, —=6., =1; это дает у-=-- 1. Следовательно 1), 

А, (А, А, К, А) = (© 6:1 =) 8 
[2 

а это и требовалось доказать 2). 

190. Проективные коордииаты в пространстве. Проективные коор- 
„линаты в пространстве определяются совершенно аналогично координатам 
на плоскости. Пусть хи, х›, х., х,— однородные декартовы координаты 
точки в пространстве. Введем новые переменные у,. уз, уз. м4 линейной 
“однородной неособенной подстановкой: 

У = Л (ь х, хь д) = тих том тих тах, 
У = (№, +. Ху, ж) = ты х, + том тол тиаха. 1 

Уз == (Ж1, №, Хз. ха) == тихи -- Тзохь -|- Таха Таха, (0) 
Уаз == 4 (1, Хз. Хз» 4) = Тим Нок, НН тьх-Е Таха. 

Величины у,, у, Уз, ул, отношения которых вполне определяют поло- 
жение точки М в пространстве, называются однородными проестивными 
координатами. Если р (х1, хо, Хз. Х.) == 4. ТО мы опять возвращаемся 
к декартовым координатам. 

Ввиду полной аналогии с предылущим, мы ограничимся только 
краткими указаниями. 

Уравнение плоскости в проективных однородных координатах имеет 
такой же вил, как и в олноролных декартовых. Также и уравнения 
прямой. | 

Параметрическое представление прямой имеет вид 

УЕ: НРУ УХУ, Н ру» уе, -Ныуз ==, Руа, (2) 

] | 

(со, 0, о, В) В 
2) Доказательство это слегка (по внешнему виду) отличается от доказатель- 

«ства соответственного предложения для координат точки. Предлагаем читателю 
провести доказательство иначе, так чтобы оно получилось непосредственио из 
„доказательства для координат точки, путем перехода ко взаимным образам. 

1) Имеем (0, со, о, В) = 
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где Х и и — параметры, которые могут рассматриваться как однородные 
проективные координаты на данной прямой. 

Общее уравнение пучка плоскостей, проходящих через прямую пере- 
<ечения плоскостей $: (у:, №, У, У) ==0 и (у, У», Уз, У4) =0 
имеет вид 

№ | из == 0, (3) 
где Х и и — произвольные параметры. 

Легко выяснить геометрический смысл проективных координат в про- 
странстве. Плоскости Й =0, № ==0, /==0, А ==0 или у, ==0, уз ==0, 
уз=0, у. =0 образуют основной тетра- 
эдр. Вершины этого тетраэдра, противолежа- 
шие граням у, =0, у.==0, уз==0, у, =0 
суть точки А, (1, 0, 0, 0), А. (0, 1, 0, 0}. 
Аз (0, 0, 1, 0), А, (0,0, 0, Г); злесь в 
скобках стоят значения координат ') у, у», 

Уз, У. (черт. 121). 
Введем в рассмотрение „единичную точ- 

ку“ ЕЁ (1,11, 1) н проведем через какое- 
либо ребро А;А, (1, ] два неравных между 
собою числа из чисел 1, 9, 3, 4) четыре 
плоскости, проходяшие соответственно, че- 
рез А; А, Би М; А, и А, обозначают две 
вершины, отличные от А; и А‚, так что ребра 
А.А; и А,А; являются противоположными Черт. 121. 
{как например ребра А.А. и А, А;; черт. 121). 

Двойное отношение этих четырех плоскостей обозначим символом: 
ААА, А, Е, М). Тогда, как легко убедиться, 

Ув 
у АРУ А, 28 М). (4) 

Действительно 2), общее уравнение плоскостей, проходящих через ребро 
АА, которое является пересечением граней у, = 0 и у,==0, имеет вид 

УЕ = 0. (5) 

Грани у,==0 (проходящей через Д,) соответствует й==со, а грани 
„Уь==0 (проходящей через 4;), А==0; наконец, плоскости, проходяшей 
через Е, соответствует Й = —1. Следовательно, у 

А.А, (А Аь В, М) = (со, 0, —1, В) =— 1, 

гле й обозначает то значение параметра в (5), которое соответствует 
\ плоскости, проходящей через М (у, у» У», Уз); на основанни (5), 

ый 
ие и мы получаем формулу (4). 

Предоставляем читателю доказать следующее; если через вершину А: 

т) Для точки А, вместо (1, 0, 0, 0) можно взять (А, 0, 0, 0), где Е — любое 
число, ие равное нулю. Также и для остальных вершнн. 

2) Рекомендуем читателю провести приводимые рассуждения, взяв для &, /, 
&, { определенные значения, например #2, /=4, &=1. [=8. 
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провести прямые А.Е и А.М и если Е’, М’— точки пересечения этих 
прямых с гранью А,А.А то у,, у», уз суть проективные координаты 
точки /М” на плоскости упомянутой грани при основном треугольнике 
А, А5Аз и единичной точке Б’; аналогично и для других граней. 

Аналогично определяются проективные координаты плоскости и 
выясняется их геометрическое значение. 

Легко, далее, видеть (ср. предыдущий параграф), что любой тетраэдр 
можно взять в качестве основного, и выбрать любую точку Е в качестве 
единичной (лишь бы она не находилась ни на одной из граней тетра- 
эдра). 

191. Преобразование проективных коорлинат на плоскости и 
в пространстве. Начнем со случая координат на плоскости. Пусть 
вместо проективных координат у, у», уз», определяемых подстановкой (1) 
$ 189, вводятся другие координаты 2, 2›, 2, определяемые другой не- 
особенной подстановкой: 

Ь р Е 
2 == тих, + тох НН тизх., 

. у у 

2, =—тих, | тьх, -- тозх, , | (1) 
‚ О : 

= тих, ту, тузх, . 

`Выразив обратно х:, хз, х; через 21, 2„, 2, и подставив эти выражения 
в формулы (1) $ 189 получим олять линейную однородную подстановку: 

У Пий, | 1522 | 12 , | 
Уз == Пал | Изо Поз, ‹ (2) 
Уз == Из12, -- Изо, | Из. } 

Также точно можно выразить 2,, 2», 2, через у, уз, уз, откуда следует, 
что подстановка (3) — неособенная. Таким образом, однородные проек- 
тивные координаты одной и той же точки относительно двух раз- 
личных систем координат связаны друг с другом линейной однородной 
неособенной подстановкой. 

Для того чтобы перейти от одной системы проективных координат 
к другой, нет, разумеется, надобности пользоваться декартовыми коор- 
динатами, как промежуточной стадией. Цереход можно произвести непо- 
средственно, если задан новый основной треугольник ин новая единичная 
точка. Для этого достаточно дословно повторить сказанное в 6189; 
действительно, все сказанное там останется в силе, если считать, что 
х!, №, хз—опроизнольные проективные координаты, не обязательно 
декартовы. : 

Все сказанное, без. всяких изменений, переносится на координаты 
прямых на плоскости. 

Обобщение на случай пространства трех измерений настолько оче- 
видно, что мы на нем не останавливаемся. 

192. Уравнения алгебраических линий и поверхностей в одно- 
родных проективных координатах. Пусть 

Ф (хи, х» хз) ==0, 

где Ф — однородный полином, есть уравнение алгебраической линии 
н однородных декартовых координатах. Подставляя на место х;, Хо, хз 
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их выражения через однородные проективные координаты у,, у», Уз (мы 
знаем, что хи, №, Хз выражаются через у, У», Уз линейными однород- 
ными функциями), получим уравнение такого же вида: 

Ч (у» У» Уз) =0, 

где ФТ — однородный полином, того же порядка, что и Ф. Поэтому при 

определении порядка линии можно пользоваться не только декартовыми, 

но и проективными координатами. 

Точно также, уравнение алгебраической поверхности в однородных 

проективиых координатах имеет вид: 

уз (у Уз, Уз» у) == 0, 

тле №” однородный полином, порядок которого есть порядок поверх- 

ности. 
Все сказанное в $ 174 относительно уравнения линии или поверхности, 

без всяких изменений переносится на уравнения в проективных координатах. 

Следует только обратить внимание ва то обстоятельство, что на 

плоскости уравнение уз — О уже не изображает, вообще говоря, несоб- 
ственную прямую, а в пространстве, уравнение уд =0 не изображает, 

вообще говоря, несобственную плоскость. Вообще, при применении 
проективных координат, несобственные элементы ничем не выдг- 

ляются среди собственных. 
193. Проективные точечные преобразования плоскости и про- 

странства. Выше ($ 182) было введено понятие проективного соот- 

ветствия образов первой ступени. Понятие это естественно распростра- 

няется на образы второй и третьей ступеней. В этом параграфе мы 

ограничимся рассмотрением точечных проективных преобразований пло- 

скости и пространства. 
Начнем с определения проективного точечного соответствия между 

двумя плоскостями. Так называется обратимо-однозначное соответствие 
между двумя плоскостями П и П’ (различными или наложенными друг 
на друга), при котором однородные проективные координаты точки 

одной плоскости суть линейные и однородные функции однородных 
проективных координат соответствующей точки другой. 

Таким образом, если М(х,, х„, х,) и М’ (ху, х,, х.) точки плоскостей 

Ши ПП’ соответствующие друг другу, то . 

а мо 2^7га 
Е их Е 1х, Е Их , (1) 

ха ых, ах, 

где /„— постоянные, причем определнтель, составленный из них отличен 
от нуля (иначе соответствие не было бы обратимо однозначным). Вели- 

‚ : # 

чины х,, Хо» х. выражаются через х, х»„ х, аналогичными формулами, 

полученными решением системы (1) относительно ху, Х» Хз: 

х, — Их -|- 1х, -- ах ь 

= ых, Е [Хх (1а) 

Жи, -Н ох, 3х | 
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Проективное точечное соответствие называется также гомографи- ческим соответствием (гомографией) илн коллинеарным соответствием (коллинеацией); последнее название указывает на то, что при таком соответствии коллинеарным точкам одной плоскости соответствуют также коллинеарные точки другой, как это булет доказано ниже (пункт 25). Каждой фигуре плоскости И соответствует определенная фигура плоскости П’и обратно. Эти фигуры называются гомографически (или коллинеарно) соответствующими. Говорят также, что одна фигура получается из другой гомографическим (коллинеарным) преобразованием. Отметим основные свойства гомографических преобразований. 1°. Два гомографических преобразования, произведенные одно за другим, дают опять гомографическое преобразование. Преобразование, обратное гомографическому — также гомографическое. Эти свойства, не- посредственно вытекающие из снойств линейных подстановок (см. Доба- вление, & 9) показывают, что совокупность гомографических преобра- зований образует группу. 
2°. Каждой прямой на одной плоскости соответствует прямая на другой, каждому пучку — пучок. Действительно, пусть 

аихи -|- ах, -|- авх, == 0 (2) 
есть прямая на плоскости П. Уравнение соответствующей прямой на П^ получим, подставляя в (1), на место Х1, №, хз их выражения (1) через х,, х„ №, что цает уравнение такого же вида: т 

ах, -|- ах, -|- ах. == 0, (2а) 
гле а), а», а, определяются формулами: 

а == ла, -- ыаз - 443, 
а = (а: -|- а» зах, (3) 
= Аза, -|- за -- 434 . 

Так как а,, а, аз не равны нулю одновременно {как коэфицненты уравнения определенной прямой), то и а, а., а; не равны одновременно 
нулю (ибо определитель подстановки отлнчен от нуля). Следовательно, прямой (2) соответствует прямая (2а). Мы видим, кроме того, что координаты соответствующих прямых на Пи |1” свя- заны также линейной неособенной полстановкой 1). Применяя к коорди- натам прямой те же рассуждения, что и к координатам точки, мы легко покажем, что пучку прямых на плоскости ТТ соответствует пучок прямых на |” и обратно. 

3°. Гомографическое соответствие плоскостей Пи ИП’ приводит в проективное соответствие образы первой ступени, принадлежащие этим 
плоскостям. 

Действительно, рассмотрим на | прямолинейный ряд точек, заданный параметрнчески, 

Хх! = АУ, -Ны2ь Йх, = А ть №2, х=аАу.-- 92, (4 

1) Сравнение подстановок (1) и (3) показывает, что координаты точек в прямых — коитравариантны ($ 68). 
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где (1, У2» Уз) и (21, 25, 23) лве какие-либо точки рассматриваемого 
прямолинейного ряда. Подставляя эти выражения в {1а} получим фор- 
мулы такого же вида 

/ ! г ЮО : 2 ‚ г ы а Хх. == У -- 92, Хо = АУ. -- 92 Хз а ХУ. -- 22, (да) 

где (х, хь, х.), ( Ух 5 (21, 2 2.) обозначают точки плоскости П/ 
соответствующие точкам (х/, хз, хз), (У1, У», Уз), (21, го, 23) плоскости И. 
Из (4) и (4а) снова заключаем, что прямолинейному ряду на И соответ-. 
ствует прямолинейный ряд на П”. Кроме того, мы видим, что эти рядь 
проективны, ибо двойное отношение четырех точек каждого ряда опре-- 

А деляется двойным отношением четырех значений величины А = г ; со- 

ответствующие же точки обоих рядов определяются одиим и тем же: 
значением Й, как это следует из (4) и (4а). 

Точно также докажем предложение для двух соответствующих пучков; 
на ПиП.. 

Этими свойствами и объясняется название „проектнвное соответствие“. 
Кроме того, легко показать, что гомографнческое соответствие между 
плоскостями можно всегда рассматривать, как результат конечного ряда 
проектирований и сечений (см. ниже, упражнения). 

Перенесение понятия гомографии на случай пространства напраши-- 
вается само собою. Две фигуры пространства называются гомографи- 
чески (или коллинеарно) соответствующими, если олнородные коорди- 
наты соответствующих точек связаны линейной однородной неособенной 
подстановкой. И здесь гомографические преобразования образуют группу, 
прямые переходят в прямые. Кроме того, как легко видеть, плоскости 
переходят в плоскости, пучки плоскостей — в пучки плоскостей. Образы 
первой и второй ступени, соответствующие друг другу — проективны. 
Мы предоставляем читателю доказать эти свойства, 

Аффинные преобразования составляют подгруппу гомографических. 
В случае двух измерений эта аффинная подгруппа характеризуется тем,, 
что несобственная прямая плоскости Н соответствует несобственной 
прямой плоскости Ц” (если П и П” совмещены, то несобственная пря- 
мая переходит сама в себя). Действительно, будем применять теперь 
‘однородные декартовы координаты. Несобственная прямая плоскости ИН 
характеризуется уравнением 

х, =0. 
Соответствующая ей прямая имеет, в силу (1), уравнение 

Вх, Е бзх, | Дах, 0, 
Для того чтобы и эта прямая была несобственной, т. е. имела урав- 

нением х,=—0, необходимо и достаточно, чтобы 11 => =0, 3-0; 
но тогда подстановка (1) сводится к слелующей (мы можем положить 
3 —=1, так как мы имеем право заменять однородные координаты про- 
порциональными им величинами): 

ИИ их, Е ох, Изхь 
Хз = 1х, | ох, -- 1х, 

3 = Хз, | 
которая и характеризует аффинное преобразование. 
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Аналогично, аффинные преобразования пространства выделяются 
<реди гомографических тем, что при аффинных преобразованиях несоб- ственная плоскость переходит сама в себя. 

‚ Свойства фигур, остающихся неизменными при гомографических пре- 
образованиях называются проективными. Предметом проективной гео- ‘метрии является изучение проективных свойств фигур. 

В проективной геометрии несобственные элементы ничем не выделя- 
ются средн прочих. Наоборот, в аффинной геометрии несобственные 
‘элементы играют особую роль. 

Упражнения и дополнения 

1. Доказать, что если вершины А, В", С' основного координатного треуголь- зика и единичная точка Е’ иа плоскости И” суть точки, соответствующие вер- шинам А, В, С координатного треугольника на плоскости И и единичиой точке Е, то формулы (1) и (1а) сводятся к таким: 

м: = я Хз — Хь А =х, 
‚ {или, что сволится к тому же, Хх, = рх", хо = рхь Хз = рх., где р — произволь- 

ный множитель пропорииональности, отличный от нуля). 
Доказательство непосредственно вытекает из геометрического значе- вия проективных координат и из свойства двойного отношения оставаться неиз- менным гри проективном преобразовании. 
2, Доказ ть, чго проективиое соответствие между лвумя плоскостями Ци П' вполне определено, если заданы четыре точки Л’, В’, С’, О! плоскостн П, соот- ветстнующие четырем точкам Л, В, С. плоскости [1; прелполагается, что ника- кие три из точек А, В, С, 2 не коллинеарны. 
Доказательство. Возьмем АД, В, С в качестве вершин основного тре- угольника на Н, а 2 — в качестве единичной точки; возьмем, далее А’, 6’, С’в качестве вершин основного треугольника на П’, а О’ — в качестве единичной точки. 
Тогда соответствие между П и П’ сводится к следующему: 

7 О у 

=, №2 = Хь = 

т. е. вполне определено. 
8. Доказать предложения, аналогичные двум предыдущим для случая про- странства (во вгором предложении, вместо четырех точек, будет теперь пять точек, из которых никакие четыре не компланарны). 
4. Доказать, что всякая гомография между плоскостями Ци П'’ есть резуль- 

тат конечного числа проект ‘рований и сечений. 
Доказательство Мы можем всегда считать. что плоскости Ни П’ не 

совмещены, ибо, в противном случае, мы можем перейти, например, от плоскостн П’ 
к лругой, с ие: несовмещенной, путем одного проектирования и сечения. 

Рассмотрим теперь три случая 1°. Пусть все точки прямой пересечения!) 
А плоскостей Пи П' соотве'ствуют самим себе. Пусть А и В две какие-либо 
точки плоскости НП, а 4’, В” — соответствующие им точки плоскости П’. Пусть 
М точка пересечеиня прямой АВ с А, Точка М! пересечения А!'А’ с А есть 
точка, соответствующая Точке М (ибо М и М! суть точки пересечения соответ- 
‘ствуюших прямых). Следовательно, М и М! совпадают (ибо точки прямой А, по 
условию, соответствуют самим себе). Таким образом четыре точки А, В, А’, В! 
расположены на э_ной плоскости (плоскости, прохолящей через прямые МАВ и 
МА!В’), откуда следует, что прямые А 4’ и ВВ', как комнланарные, пересекаются 
в некоторой точке О (собсгвеиной илн несобственной). 

Если мы тепе ь возьмем на Пи П'’ любую другую пару точек С и С", 
соотве:ствующих друг другу, го прямая СС’, на основании тех же соображений, 
должна будет пересечь обе прямые АА’ и ВВ'. Очевидно, что если прямая СС 

1} Прямая А может быть и иесобствеиной. 
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не находится в одной плоскости с АД’ и ВВ’, она необходимо пройдет через О. 

Она пройдет через О и в том случае, если находится в одной плоскости с АД! 

и ВВ"; действительно, возьмем еще прямую РО’ (где Б и О’ соответствующие 

точки на Пи ПУ), не находящуюся в одной плоскости с АА! и ВВ’. Тогда РО’ 

пройдет через О и поэтому прямая СС', которая должна пересечь все три пря- 

мые АА’, ВВ’, СС', необходнмо проходит через О. 

Отсюда и следует, что плоскости П и Ц’ — перслективны (центром перспек- 

тивы является О) и что наша гомографня получается проектированнем П на 

П'’ из центра О. 
2°, Пусть прямая А содержит одну точку М, такую, что соответствующая 

точка М' совпадает с М. 
Проведем из М прямую на П и возьмем на ней две произвольные точки 

АиВ. Пусть А!’ н В’ точки на П, соответствующие ДдиВ. 

Как было показано выше, прямые АЛ’ и В8'’ пересекутся в некоторой 

точке О. Сороектируем из этой точки плоскость П’ на вспомогательную пло- 

скость П., проходящую через прямую АВМ. 

Плоскости П и П, находящиеся, очевидно, в проективном соответствии, 

имеют общую прямую АВМ; при этом три точки А, В, М этой прямой соот- 

ветствуют самим себе. Следовательно, все точки этой прямой соответствуют 

самим себе!) и мы приходнм к предыдущему случаю. 

3°. Возьмем самый общий случай. Пусть Аи А’ какие-либо точки на ПиП', 

соответствующие друг другу. Возьмем на прямой АА’ какую-либо точку Ои 

спроектнруем из нее плоскость П'’ на какую-либо плоскость Ш, прохолящую 

через А. Точка А прямой пересечения плоскостей Пи П. будет соответствовать 

самой себе и мы приходим к предыдущему случаю. 

194. Корреляция (взаимность). Выше мы рассмотрели тот вид 

проективного соответствия двух плоскостей, когда точкам соответ- 

ствуют точки, а прямым — прямые. Рассмотрим еще один вил соответ- 

ствия между плоскостями, тоже называемого проективным, при котором 

точкам соответствуют прямые, а прямым — точки. Этот внд соответствия, 

который будет сейчас точно определен, называется корреляцией или 

взаимностью. 
А именно, корреляцией (взаимностью) называется соответствие, ныра- 

жаемое формулами вида: 
г г г 

а; = т Хх! -- ПоХ2 Е Тиз 

Ч) — Та НЕ хо -Е тьзх» (1) 

аз = тах -Е таза -[ Иазха 
у # ‚т 

где @, @», аз-— Координаты прямой на плоскости П, а хь №2, №з— 

координаты точки на [Т’; при этом предполагается, что подстановка (1) — 
: # : 

неособенная. Решая (1) относительно х1, Хз Хз, получим 

й й ' ы 

Хх, == НОТ Е та» -- туз 
; , 
х — та@1 -- тра» -|- тоза в» (1а) 

хз = та, --- тззаз -- Тзза,- 

Подстановка (1) приводит в обратимо-однозначное соответствие каждой 

точке М’(хь х», хз) плоскости И’ определенную прямую А (а,, а», аз) 

плоскостн П, 
Легко видеть, что точкам М’ плоскости П”, расположенным на данной 

1) См. $ 188, замечание. 

Н. И. Мусхелишвили. — 1916 
21 
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прямой Д’, соответствуют прямые плоскости П, проходящие через одну, 
и ту же точку /М. Действительно, пусть 

ам а азхз==0 (2) 
у г : 

уравнение прямой Д’, где а1, 42, аз — постоянные. Внося в него выра- 
жения (12), получим линейное уравнение вида 

ах, | ах. -- азхь == 0, 

связывающее переменные а1, @„, @;, где через х, Х›, х; — обозначены 
постоянные: 

1 — тие -|-- туаз-|[- туаз 

Хо == туза -- тра. -- тра» (3) 

ХВ = = тизай -] трзаз -|- тзз аз. 

Следовательно, прямые (@., а», а,) все проходят через точку М (ху, хо, хь). 
Таким образом каждому прямолинейному ряду А’ на Ц” соответствует 

пучок прямых на П, центр которого М(х», х», хз) определяется форму- 
лами (3). Короче, можно сказать, что каждой прямой Д” на П” соответ- 
ствует вполне определенная точка М на И. 

Легко видеть, что прямолинейный ряд и соответствующий ему пучок— 
проективны; доказательство мы предоставляем читателю. 

Корреляции не образуют группы; действнтельно, легко видеть, 
что две корреляции, произведенные одна за другой, приводят к гомогра- 
фии. Наоборот, совокупность всех гомографий и корреляций, очевидно, 
составляет группу, называемую группой проективности. 

Корреляция (взаимность) в пространстве определяется совершенно 
аналогичным образом. Только роль прямых играют здесь плоскости, так 
что в пространстве, при корреляции, точкам соответствуют плоскости 
и обратно. 



ГЛАВА СЕДЬМАЯ 

ПРОСТЕЙШИЕ УРАВНЕНИЯ И ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ СВОЙСТВА 
КОНИЧЕСКИХ СЕЧЕНИЙ 

С точки зрения алгебраической, наиболее простыми линиями после 
линий первого порядка (прямых) являются линии второго порядка. Мы 

.увидим в дальнейшем, что всякая (действительная) линия второго по- 
рядка, если только она не распадается на совокупность двух прямых, 
есть либо эллипс, либо гипербола, либо парабола, определения кото- 
рых будут даны в ближайших параграфах. Эти три линии носят также 
общее название конических сечений, ибо, как будет показано в $ 201 

и 202, они могут быть получены пересечением обыкновенного кругового 
конуса плоскостями. 

Мы начнем с простейших определений эллипса, гиперболы и пара- 
болы и вывода их простейших уравнений. 

Во всей этой главе будет итти речь, если противное не оговорено 

особо, 0 линиях, расположенных в одной и той же плоскостн. 

1. НОРМАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ КОНИЧЕСКИХ СЕЧЕНИЙ 

195. Определение эллипса и его нормальное уравнение. Эллилсом 
называется геометрическое место точек, сумма расстояний которых 
д0 двух заданных точек есть у 
величина постоянная. Упомяну- | 
тые в определенин постоянные 
точки .называются Ффокусами эл- 
линса. Обозначим их через Ри Г", 
а расстояние между ними через 
2с. Наконец, пусть 2а обозна- 
чает постоянную (положительную) 
величину, которая должна рав- 
няться сумме расстояний какой- 
либо точки М эллипса до фокусов Черт. 122. 
(черт. 122). 

По определению имеем 

г --г==2а, (1) 

= РМ], г=|ЕМ]. 

Ясно, что для возможности существования нашего геометрического 
места должно быть 26 <. 23а. 

где 
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В случае, когда 2с =2а, наше геометрическое место, очевидно, есть 
отрезок прямой, заключенный между Е’и Р. Этот случай, ка". не пред- 
ставляющий интереса, мы исключим из рассмотрения, и будем всегда 
Считать, что 26 < 2а, т. е. 

са. (2) 

Если с==0, то точки Е” и Р совпадают, и 

[Е М|==|ЕМ | == а. 

В этом случае наш эллипс обращается в окружность радиуса а. Та- 
ким образом окружность есть частный случай эллипса. 

Возьмем начало прямоугольных координат в середине отрезка Ё’Е 
и направим ось Ох по этому отрезку так, чтобы точки Ё’и Р имели, 
соответственно, координаты 

(5 0), (-- с, 0). 

Расстояния г’ и г точки М(х, у) до этих точек будут даны фор- 
мулами: 

"РУ, ‚-Ие=о (8) 
На основании (1) имеем 

ИН -НИ фсе = 24. (4) 
Это и есть уравнение эллипса в выбранной системе координат. Его 

можно значительно упростить, избавившись от радикалов. 
Перенося с этой целью второй радикал направо и возводя обе части 

в квадрат, получим: 

(хе -Е у? = 442 —4а У(х— бу -Н(х— 6 у, 

откуда, перенося радикал в левую часть, а остальные члены в правую 
и произведя сокращения, будем иметь 

а У оу =? —- сх, (5) 

Вэзведя снова в квадрат, получим после очевидных упрощений 

(22 — с?) хё-| ау? == а" (2? — с). 

Величина 02 — с? положительна, ибо с < а. Вводя обозначение 

В — 0, = У — с? (6<9 (6) 

и разделяя обе части на а?ф?, получим окончательно уравнение 

РЕ (т) 
называемое нормальным уравнением эллипса. 

Прежде чем приступить к изучению формы эллипса при помощи 

этого уравнення, укажем простой способ, который дает возможность 

начертить эллипс непрерывным движением. Именно, можно с этой целью 

поступнть так: закрепить концы нерастяжимой нити длины 2а в фоку- 
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сах РЁ’, Ё и, натягивая эту нить острием карандаша, водить им по бу- 
маге, заставляя его скользить вдоль нити. Тогда это острие опишет 
эллипс, как следует из самого определения этой кривой. 

Замечание. При выводе нормального уравнения эллипса нам пришлось 
уничтожить радикалы в уравнеиии (4); с этой целью мы дважды применяли опе- 
рацию возведения в квзлрат обеих частей уравнения. Как известно, такая опе- 
рация может, вообще говоря, привести к уравнению, не эквивалентному исход- 
ному, а именно к уравнению, имеющему не только те решения, которые имеет 
исходное, но еще и другне „лишние“ решения. Поэтому возникает вопрос; не 
содержит ли кривая, выражаемая уравнением (7) таких точек, которые не удо- 
влетворяют исходному уравнению (4), т, е. условию г’ -- г=9а. Легко пока- 
зать, что это не так. Действительно, произвеля операции преобразования в обрат- 
ном порядке, увидим, что если координаты некоторой точки удовлетворяют 
уравнению (7), то они удовлетворяют условию: 

и Е г=2а. 

Покажем, что это последнее уравнение может быть удовлетворено (действи- 
тельными точками) только тогда, когда берутся верхние знаки. Действителено, 
уравнение —/' —/= 24, очевидно, не имеет решений, ибо г>> 0, ^'`2>0. Далее, 
по той же причине, уравнение г’—г=2а не имеет решений, если г" «г. Это 
последиее уравнение не имест решений и при ”'’>>/, ибо, как известно, раз- 
ность сторон треугольника всегда не превосходит третьей стороны, откуда сле- 
дует: 

ига, 

Точно так же можно показать, что и уравнение г — г’ =2а ие имеет реше- 
ний, Итак, остается только одна возможность: г’ -- г=2а, и наше утверждение 
доказано. 

196. Исследование формулы эллипса. Нормальное уравнение эллипса 

Хх? у | 
5 + р — в (1) 

выведенное в предыдущем параграфе показывает, что если точка М (х, у) 
принадлежит эллипсу, то ему же принадлежат и точки М(х, — у), 
М(—х, у), М(С-х, —У), ибо в уравнение (1) входят только квазраты 
величин х и у, благодаря чему замена знака одной из координат на 
обратный не нарушает равенства. 

Это показывает, что оси Ох и Оу являются осями симметрии т) 
эллипса. Сокращенно эти прямые называются осями эллинса. 

Из сказанного выше также очевидно, что эллипс симметричен отно- 
сительно точки О, называемой поэтому его центром. 

1) Данная геометрическая фигура называется симметричной относительно 
некоторой плоскости П, если каждой точке М фигуры можио сопоставить 
другую точку М’ той же фигуры так, чтобы отрезок ММ! был перпендику- 
лярен к плоскости Н и делился ею пополам. Фигура называется симметрич- 
ной относительно некоторой прямой ^, если каждой точке М фигуры можно 
сопоставить другую точку М’ той же фигуры так, чтобы отрезок ММ! был 
перпендикулярен к А, пересекая эту прямую, и делился ею пополам. Нако- 
нец, фигура будет симметричной относительно некоторой точки С, если 
каждой точке М фигуры можно сопоставить другую точку М’ той же фигуры 
так, чтобы отрезок ММ' проходил черсз точку С и делился ею пополам, 
В первом случае П называется плоскостью симметрии, во втором — А — осью 
симметрии, а в третьем — С — центром симметрии или просто центром. 
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Легко видеть, что эллипс — кривая конечная. Действительно, из (1) 
следует, что 

< У <Ь аа 

откуда 
дах а —5<у<-ь. 

Эти неравенства показывают, что эллипс целиком заключен в прямо- 
угольнике, изображенном на черт. 123, н котором 

[ОА'|=|ОА|= а, [ОВ’|=|ОВ| =. 

Изучим теперь более подробно 
форму кривой. Решая уравнение (1) 
относительно у, получим 

уу. (2) 
Ввиду симметрии кривой, доста- 

точно изучить часть ее, заключенную 
в квадранте х > 0, у. 0. 

Поэтому достаточно оставить 
только знак (--) перед радикалом, 
т, е. взять | 

а (2) 
При х=0, имеем у==р. При возрастании х, ордината у убывает 

и при х =а обращается в 0. 
Мы получзем, таким образом, часть ВА кривой; остальные части 

можно дополнить на основании симметрии. 
Мы визим, что эллипс есть замкнутая кривая. 
Макс. мально удаленные от оси Ох точки суть В и В’, расположенные 

на оси Оу (расстояние равно 2). Максимально удаленные от оси Оу 
точки суть А и А”, расположенные на оси Ох (расстояние равно а). 

Эти четыре точки А, А’, В, В” называются вершинами эллипса. 
Величина 2а называется большой осью, а 26 — малой осью эллипса 1); 

величины @ и 6 суть, соответственно, большая и малая полуоси эллипса. 
Если а=р, то уравненне эллипса принимает вид 

№? НУ? == а, 

т. е. эллипс обращается в окружность радиуса а. В этом случае 
величина 

с= УИ 42—52 

(расстояние фокусов до центра) обращается в нуль. 

1) Отметим, что слово ось применяется в двояком значении: выше оно 
было применено в смысле „ось симметрии“ и относилось к целой прямой, 
здесь же оио применяется в смысле длнны отрезка оси симметрии, заключен- 
ного между двумя вершинами, Такая двойственность не может, конечно, 
вызвать недоразумения, ибо всегда ясно, о чем идет речь. 
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При а ЕВ величина с не равна нулю и ее можно рассматривать 
как меру отклонення эллипса от круговой формы. Она называется 
линейным эксцентриситетом эллипса. В сущности, на форму эллипса 
влияет не сама величина с, а ее отношение к одной из полуосей, на- 
пример к большой полуоси а. 

Это отношение 

е = == (3) 

называется численным эксцентриситетом (ибо оно — величина отвле- 
ченная) или просто эксцентриситетом эллипса. Эксцентриситет эллипса 
всегда меньше 1, как показывает формула (3). 

Если даны а и С, то этим эллипс вполне определен, так как малую 
полуось можно определить по формуле 

Ь=У 22—22 = Уа?— а?е2, 
откуда к 

=аИ1—@. (4) 

Упражнения и дополиения 

1. Найтн полуоси а, 6, линейный эксцентриситет с и численный эксцен- 
триситет е эллипса 4х2 -- 9у? — 1. 

Ответ. 

1 1 _И5 У5 
д = .-- |.) — с=-р, е —. 

2. Эллипсы, как результат аффинного преобразования окружности. 
Показать, что эллипс можно рассматривать, как результат аффинного преобра- 
зования окружностн, состоящего нз двух растяжении по двум взаимно пер- 

пендикулярным направлениям !) (см. $ 76). 
Доказательство. Возьмем начало прямоугольных координат в центре 

окружности. Тогда уравнение окружности будет иметь вид; 

Е == 
где г— раднус окружности. 

Указанное выше аффинное преобразование имеет вид: х'’= Ах, у’ =5, 
С! 

где К, { — постоянные. Подставляя в уравнение окружности значения х = — 

у ь 
у = р ‚ Получим уравненне кривой, в которую обращается окружность: 

хз у 

а 
или 

х!3 2 мет 
а? [123 

где а = к, = (17. Следовательно, кривая — эллипс. 
3. Эллипс как проекция круга. Показать, что эллипс с полуосями а, В 

можно рассматривать как прямоугольную проекцию окружности раднуса а 
на плоскость, составляющую с плоскостью эллипса угол я, где 

; [2 [2 
сова = -— [ т, е. и == агсс08 —]. 

а а 

1) Ниже ($ 234) будет показано, что при всяком аффинном ВОО еовны 
нин окружность обращается в эллипс (или остается окружностью). 
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Доказательство. Пусть П' — плоскость круга, а П — плоскость про- - 
екций. Пусть О’х'у’ — прямоугольная система осей на плоскости П'’, выбран- 
ная так, чтобы ось О’х’ была параллельна плоскости П. Пусть Оху (также 
прямоугольная) снстема осей на плоскости П, являющаяся проекцией системы 
О'х'у. 

Пусть О’ совпадает с центром проектируемой окружности. Если 
М' (х', у’) — какая-либо точка окружности, то координаты х, У ее проекции М 
на плоскость П будут очевидно: х = х', у==у' с05 а. Но так как 

Е 
а? ва : 

то 

Е в Ея. 
а? @2 6052  ' 

или 

мо Е ра 
а? [Я } 

откуда и следует наше утверждение. 

197. Определение гиперболы и ее нормальное уравнение. Гипер- 
болой называется геометрическое место точек, разность расстояний 
которых до двух заданных точек есть величина постоянная (по абсо- 

Черт. 124а. Черт. 124Ъ 

лютной величине). Обозначим заданные точки, называемые фокусами 
гиперболы, через Ри РЁ’, расстояние между ними — через 2с, а абсо- 
лютное значение разности расстояний точек гиперболы до фокусов 

через 2а. Ясно, что должно быть соблюдено условие: 2с > 2а. Если 
2с=—2а, то очевидно, наше геометрическое место будет состоять из то- 
чек прямой, прохоляшей через Р и Р', расположенных вне отрезка ЕР”. 
Этот случай мы исключим из рассмотрения и будем всегда считать, 
что са. 

По определению нмеем (черт. 124а, 1245): 

Иа, (1) 
где У’ ==|Р/М|, г==|ЕМ|; знак (--) в правой части берется, когда 
гг (черт. 124а), знак же (—), когда ”’ < т (черт. 1245). 
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Из самого определения гиперболы очевидно, что кривая эта состоит 
из двух отдельных ветвей, на одной из которых Г’ г, а на другой 
хе. 

Это следует также из уравнения гиперболы, которое мы сейчас 
выведем. 

Направим ось Ох по прямой, соединяющей фокусы, и возьмем 
начало прямоугольных координат по середине между ними, так чтобы 
точки Р’и Е имели соответственно координаты (—с, 0) и (с, 0). 

Тогда уравнение (1) примет нид 

Ис —-Ис о -ЕЯ = 24. (2) 
Перенеся второй радикал в правую часть равенства и возведя обе 

части в квадрат, будем иметь, после очевидных приведений (ср. $ 195): 

У < — о = ха. (3) 
Возведя еще раз обе части в квадрат и делая простые приведения, 

получим уравнение 

(28 — 62) ха -|- 4? — а (а: — 62), 
совершенно такое же, как и в случае эллипса, с той только разницей, 
что теперь @ «с. Вводя обозначение 

о = У 0 (4) 

и разделяя обе части на величину а? (4? — с?) = — 262, получим окон- 
чательно 

х2 у? 

=. (5) 
Это и есть уравнение гиперболы, называемое нормальным 1). 
Определение гиперболы дает нам простой способ построения ее не- 

прерывным движением: возьмем две нити, разность длин которых равна 
24, и прикрепим по одному концу этих нитей к точкам Е’и Е Если 
держать рукой два других конца соединенными вместе и воднть вдоль 
нитей острием карандаша, заботясь о том, чтобы нити были прижаты 
к бумаге, натянуты и соприкасались, начиная от чертящего острия до 
места соединения концов, то острие начертит часть одной из ветвей 
гиперболы (тем большую, чем длиннее взяты нити). 

Поменяв ролями точки Р’и ЕЁ, получим часть другой ветви 
(черт. 125). 

198. Исследование формы гиперболы. Асимптоты. Так же, как 
в случае эллипса, легко убеждаемся, что оси Ох, Оу являются осями 
симметрии гиперболы; они также называются ее осями; гипербола также 
симметрична относительно точки О, которая поэтому называется ее 
центром. 

На основании сказанного, достаточно изучить только ту часть ги- 
перболы, для которой х> 0, у>. 0. 

1) Предоставляем читателю показать, что преобразование уравнения (2) 
в уравиение (4) не вводит никаких лишних точек. Ср. замечание в конце р р 195. 
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Решая уравнение (5) $ 197 относительно у, получим 

уу. (1) 

Последняя формула показывает, что должно быть х?>> а?, т.е. 
хра или х< — а; иначе для у получилось бы мнимое выражение. 

Таким образом гипербола цели- 
ком расположена вне полосы, заклю- 
ченной между прямымн х=— аи 

х==: На. 
Рассмотрим теперь ту часть ги- 

перболы, где у>.0, х>. а. Тогда 

ь т дой 
х вы а- Из. 

При х=а имеем у=0. При воз- 
растании х от а до со, у также воз- 
растает от 0 до со. Таким образом 
рассматриваемая часть простирается 
до бесконечности; остальные части 

Черт. 125. получим, пользуясь симметрией отно- 
сительно осей Ох и Оу (черт. 126). 

Точки пересечения А и А” гиперболы с осью Ох называются вер- 
шинами ве; величина АД’ = 2а называется продольной осью гиперболы, а 

‚ величина 22 — поперечной осью 
` (геометрический смысл этой 

последней величины будет вы- 

яснен ниже). 
Величины @ и ф называются, 

соответственно, продольной и 
поперечной полуосями. 

Часто также величину 24а 
называют действительной осью 

гиперболы, а величину 26 — 
мнимой осью (аи Ь, в соот- 
ветствии с этим, называют дей- 

Черт. 126. ствилтельной и мнимой полу- 

осями). 
Название „мнимая ссь“ происходит от того, что если будем искать 

точки пересечения гиперболы с осью Оу, то получим, полагая в (1) 
х=0: у=-- 2. Таким образом можно сказать, что величнна отрезка 
оси Оу, заключенного между (мнимыми) точками пересечения гиперболы 
с осью Оу, равны 2; последнюю. величину и следовало бы называть 

мнимой осью. Одизко, как было уже сказано, мнимой осью обычно 

называют величину 22. 

Величина с = И а*-РЬ? называется линейным эксцентриситетом 
гиперболы, а величина 

М аз - 52 (2) 
а $, . 
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— цисленным эксцентриситетом или просто эксцентриситетом. Ясно, 

что эксцентриситет гиперболы всегда больше 1. 

Если а==6, то гипербола называется равносторонней (равнобочной). 

Более точное представление о форме удаленных частей гиперболы 

дают нам асимптоты ее, существование которых сейчас покажем. 

Напомним, что асимптотой данной линии называется прямая (если 

такая прямая существует), обладающая тем свойством, что точка, ула- 

ляющаяся по этой прямой в бесконечность, беспредельно приближается 

к точкам данной линии. ` 

Легко догадаться, что гипербола имеет две асимптоты. Действительно, 

если обратим внимание на уравнение (1), то увидим, что при больших 

значениях х, мы сделаем только небольшую относительную ошибку, 

если под знаком радикала отброснм конечную величину 47, т. е. вместо 
ета 

величины у == Бе ИУ х? — а* возьмем величину 

ИЛИ 

(3) 

Предыдущее уравнение определяет две прямые: 

=? хи у=— 1 х 

или 

2—1 =0 и =. (За) 

Покажем теперь, что эти прямые действительно являются асимпто- 

тами нашей гиперболы. Имея в вилу симметрию кривой, достаточно 

рассмотреть только ту часть ее, для которой х>0, у>0. Пусть 

М(х, У) какая-либо точка этой части, а М, (х, у/) — точка прямой 

у; = =», имеющая ту же абсциссу (черт. 126). Имеем 

ди 7.) 

У ра, = х, 

откуда 
Г.) ЕО 

ММ, = у —у= («Ь—УИ х— 0) > 0. 

Далее имеем 
2 в. ИГ 
Ни (у: — У) =; Ши (х— Ум — 2?) = 

х> о 

в. 22 
= И ——— 

Ч хо Хх Уж — в 

ибо числитель последней дроби — величина конечная, а знаменатель 

стремится к ©. : 

== 0, 
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Мы видим, таким образом, что ММ, —+0, а это и доказывает, что 
наша прямая является асимптотой, , 

На основании симметрии, заключаем, что прямые (3) являются 
асимптотами обеих ветвей гиперболы, которые расположены в верти- 
кальных углах между этими прямыми, заключающих ось Ох. 

Угловые коэфициенты асимптот равны, соответственно, +2 и 
Ь 

= Если гипербола — равносторонняя (т. е. а==6), то асимптоты 

взаимно перпендикулярны (и обратно). 
Очень часто бывает полезно, наряду с данной гиперболой, рассма- 

тривать гиперболу, определяемую уравнением 

О ыы (4) 
2 , 

или 
у2 х2 

пы = 
Последнее уравнение показывает, что мы имеем дело действительно 

с гиперболой, ибо оно может быть получено из уравнения данной 
гиперболы, если поменять ролями оси Ох и Оу и величины а, 5. Эта 
гипербола, как легко видеть, имеет те же асимптоты, что и данная, но 
расположена в других углах, между ними (черт. 126, пунктир). Она 
называется гиперболой, сопряженной с данной. 

Поперечная („мнимая“) ось данной гнперболы может быть опре- 
делена, как продольная („действительная“) ось гиперболы, сопряженной 
с ней. 

Упражнения 

1, Найти полуоси а, В, линейный эксцентриситет с и численный эксцен- 
триситет е гиперболы 

х? — 2у2 = 5. 

а=уб, ь=У/ =. с = =, = 3. 

2. Найти уравнение асимптот гипер“олы 

2х2 — Зу2 =3, 

Ответ. 

ОТВЕТ, 

У2 х- УЗу =0. 

199. Свойства фокальных расстояний, Директрисы эллипса и 
гиперболы. Новое определение этих линий. Прежде чем перейти 
к опрелелению параболы, выведем еще одно замечательное свойство, 
общее эллипсу и гиперболе; свойство это послужит нам исходным пунк- 
том для определения параболы, 

В $ 195 мы получили формулу (5), которую теперь напишем так: 

аг—= 0 —сх 
ИлН 

г=а— вх, (1) 
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гле г обозначает расстояние точки (х, У) эллипса до фокуса Р(-|-с, 0), 
который будем называть для краткости „правым“. Аналогичную формулу 
получим для расстояния и’ точки (х, У) до „левого“ фокуса Е” (— с, 0). 
Действительно, по определению эллипса г’-|-г==2а, откуда г’ —=2а— и, 
т. е. 

"= а-|-ех. (1а) 

В случае гиперболы, мы имели в 5 197 формулу (3), которую те- 
перь напишем так (разделив на |2): 

г= | (ех — а), (2) 

где г обозначает расстояние точки (х, у) гиперболы до правого фокуса; 
. при этом для правой ветвн надо брать знак (-|-), а для левой — 

знак (—). 
Расстояние до левого фокуса можно получить на основании формулы 

г—г—--2а (где знаки (--) и (—) берутся по только что указан- 
ному правилу); эта формула 
дает 

и —г-- 2а = р ехра- 23а, 

т, е. 

= (ех Ра). (2а) 

В этой формуле, как и в (2), 
знак (—-) берется для правой 
ветви, а знак (—) для левой. 

Формулы (1)— (2а) дока- 
зывают следующее замечатель- 
ное свойство фокусов рассма- Черт. 127. 
триваемых кривых: расстояния 
точек этих кривых 90 их фокусов могут быть выражены в виде 
линейных функций декартовых координат ')- 

Выведенные формулы имеют весьма простое геометрическое значение, 
к выяснению которого сейчас и перейдем. 

Перепишем формулу (1), относящуюся к эллипсу, таким образом, 

г=е(+—х). (3) 

Се 
Величина 8 = г —`Х очевидно представляет собою расстояние точки 

М(х, у) эллипса до прямой А, параллельной оси Оу и отстоящей от 
а 

нее на расстоянии -- (так что абсцисса точки К’ пересечения прямой Д 

а 
с осью Ох равна -|- “). Прямая А очевидно расположена вне эллипса, 

ибо е< 1, а потому => а (черт, 127). 

1) При данном выборе системы координат, расстояния эти являются 
функциями только коордииаты х. 
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Формула (3) может быть переписана теперь так: 

—е8 или ==е. Е (4) 

На основании симметрии заключаем, что и другая прямая Д’, со- 
ответствующая фокусу РЁ’, также параллельная оси Оу и пересекающая 

а 
ось Ох в точке К” с абсциссой А обладает тем свойством, что 

—=е, (4а) 

где /’и 5 обозначают соответственно расстояния точки М до фо- 

куса 2’и прямой АД’. 
Прямые А и А’ называются 

директрисами эллипса, соответ“ 
ствующими фокусам Г и РЁ”. 

Прямые эти на основании (4) 
и (4а) обладают следующим свой- 

ством: 
Отношение расстояний любой 

точки эллипса до фокуса и до 
соответствующей — директрисы 
есть величина постоянная (рав- 
ная эксцентриситету). 

Таким же точно образом легко" 
видеть, на основании формул (2) 
и (22), что фокусам ЁР и Е” гипер- 
болы соответствуют прямые А и(", 

к п 
Г —е5’ или 57 

Черт. 128. называемые директрисами, парал- 
лельные оси Оу, пересекающие 

Ги а 
ось Ох, соответственно, в точках х=-- их=— и обладаю- 

щие тем свойством, что отношение расстояний точки гиперболы до 
фокуса и соответствующей директрисы есть величина постоянная 
(равная эксцентриситету). 

а 
Так как в нашем случае е> 1, = < а, то директрисы гиперболы 

расположены между ее ветвями (черт. 128). 
Легко показать, что указанное свойство является характерным для 

эллипса и гиперболы, т, е, что геометрическое место точек, отношения 
расстояний которых до данной точки Е и до данной прямой А есть 

величина постоянная, отличная от 1, представляет собою эллипс или ги- 

перболу. Именно, если е обозначает упомянутое постоянное отношение, 
то при е< 1 будем иметь эллипс, а при е >> 1 — гиперболу. 

Действитель!0, выберем оси прямоугольных координат так, чтобы 

ось Оу была параллельна прямой А, а ось Ох проходила через точку Р. 
Начало координат выберем так, чтобы точка Р и точка пересечения А’ 
прямой А с осью Ох, имели бы, соответственно, следующие абсциссы 

ОР-=ае, ОК==“. е 3 
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где а — некоторое положительное число, которое мы должны опреде- 
лить из следующего условия: если / есть расстояние Р до А (эту вели- 
чину, так же как и величину е, нужно считать заданной), то 

ЕК | ае| АЯ, 
откуда 

# 
ее - (5) 

Если М(х, у) обозначает какую-либо точку чашего геомстрического 
места, то, по условию, должно быть г=её, где 

7—1 У(— ве)? | У? 

= 9-х. 

Значит 
о ан 6 а 
х— @е)? вх |2. Иа =| ух 

Возволя обе части в квадрат, получим 

х? — 2аех-|- 4?е? -|- у? — а? — Заех-|- 2х 

или, после очевидных приведений, 

х? 2 
ра - Е И =—1. 
аз а (Е — ез) 

Если е<1, то, полагая а?(1 —е2) = 62, получим уравнение эллипса, 
если же е>>1, то, полагая а? (её —1)=6?, получим уравнение ги- 
перболы. 

При е=1, координатные оси не могут быть выбраны указанным 
способом, ибо по формуле (5), мы в этом случае получили бы а == со. 
Мы увидим, что при е==1 получается линия — парабола — отличная 
от эллипса и гиперболы, 

200. Определение параболы и ее нормальное уравнение. /7ара- 
болой называется геометрическое место точек, равноудаленных от’ 
данной точки (называемой фокусом) и данной прямой (называемой 
„директрисой). 

Таким образом парабола занимает промежуточное место между эллип- 
сом и гиперболой, в том смысле, что все три кривые могут быть опре- 
делены свойством (см. 8 199) 

та -— еб, 

где г— расстояние точки кривой до фокуса, 8 — расстояние до соответ- 
ствующей директрисы, а е — постоянная величина. Именно приё<1 
имеем эллипс, при е = | — параболу, а при е > 1 — гиперболу. 

Выведем теперь уравнение параболы. Пусть А — директриса, а 
Р— фокус параболы. Обозначим через р расстояние фокуса до дирек- 
трисы. Проведем ось Ох через фокус и направим ее перпендикулярно 
к директрисе. Начало прямоугольных координат возьмем по середине 
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расстояния между фокусом и’ директрисой, так чтобы координаты Р 

были (+5, о}, а координаты точки К пересечения Д с ОХ были 

По определению 
г — б (2) 

в. иГ- , В=х В. 

Следовательно, уравнение параболы булет 

Иврит, 
или, после возведения в квапрат и очевидных 

упрощений: 

У? == 2рх. (3) 

Это и есть простейшее уравнение параболы” 

называемое нормальным. 

Мы видим, что парабола расположена цели- 

ком справа от оси Ох (ибо, очевидно, должно 

быть: х> 0). При х==0 имеем у==0, т. е, 

парабола проходит через начало координат. 

При вэзрастании Х оба соответствующих значе- 

ния у == -- У 2рхтакже беспредельно возрастают, 

Черт. 129, и кривая имеет вид, указанный на черт. 129. 

Ось Ох является, очевидно, осью симметрии 

параболы, и поэтому называется ее осью; точка О есть вершина пара- 

болы; величина р называется параметром параболы. 

Непосредственно очевидно, что парабола, в отличие от эллипса и, 

гиперболы, не имеет центра. Также в отличие от этих кривых, Она \. 

имеет только один фокус и одну директрису. 

Далее, легко убедиться, что парабола не имеет асимпитот, Дей- 

ствительно, непосредственно ясно, что асимптота не может быть парал- 

лельна пи оси Оу, ни оси Ох, так что, если асимптота существует, то 

ее уравнение имеет вид 
ь 

где 

у=ах- в, 

гдлейи 6 — постоянные, причем а -Е 0. Для точки, удаляющейся по 

этой прямой в бесконечность, будем иметь 

Ни -- = т (=. 

Если эта прямая есть асимптота параболы, то для точки параболы 

(х, у;), с той же абсциссой, что и точки (х, у), мы бы имели, по опре- 

делению асимптоты 
ит Ол — У) =0, 
Ао 
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откуда следует 

п а = Ни Е 
х> со изо ^ 

Но для точек параболы, у, =-- У2рх, откуда 

ЕЕ И?рх ве. {У 
О РЕ Ух 

и значит 

® Нт э = 0, 

хо 

что противоречит предыдущему. . 
Укажем, наконец, простой прием, помощью которого можно начер- 

тить параболу непрерывным движением. 
Укрепим линейку так, чтобы ее край совме- 

стился с директрисой; приставим к этой линейке 
один из катетов угольника; к какой-либо точке 
другого катета прикрепим нить такой длины, чтобы 
при натяжении вдоль этого катета она кончалась 
в вершине С прямого угла; наконец, закрепим ‘вто- 
рой конец нити в фокусе (черт. 130). Если теперь 
вести угольник по линейке и вместе с тем натя- 
гивать нить острием /М карандаша, прижимая ее 
к свободному катету, то острие это опишет часть 
параболы (тем большую, чем длиннее свободный 
катет и нить). 

Действительно, очевидно, что все время будет Черт. 130. 
[МЕТ = МС| 

Упражнения и дополнения 

1, Показать, что кривая у? == Зх -- 4 есть парабола, и найти ее параметр и положение вершины. (Указавие: следует перенести начало координат по оси Ох в такую точку, чтобы исчез свободный член.) 

Ответ. р == 5 . Вершина расположена в точке (- -й о). 

2. Показать, что кривая у = вх? + 26х с (2-20) есть парабола, ось кото- рой параллельна оси Оу. 
Решение. Даиное уравнение можио переписать в виде 

7  \2 р? 
==ах = с — у ( у ) о 

у—В = а(х — #2, 

2 | 
ие" 

в=6с——, © = — 

ИЛН 

где 

Бсли взять новую систему О'х'у’, оси которой параллельны старым, а начало т в О’ (с, В), то предыдущее уравнение примет вид (в новых коорди- натах 

1 
У' = ах? или и. 

Н. И. Мусхелишвили, — 1946 82. 
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1 
Если а>> 0, то, полагая “= =2р, получим уравнение х!? = 2ру!. Это есть, 

очевидно, уравиение параболы, с параметром р. ось которой направлена по 

Оу’. Если в< 0, то, полагая -г == — 2р, получим х!? = — 2ру!. Меняя напра- 

влениие оси Оу’ на обратное, т. е. заменяя у’ на— у', получим опять уравнение 

параболы с параметром р, ось которой направлена по новой оси О’У’ (парабола 

эта будет обращена выпуклостью туда, куда направлева старая ось ОУ). Зиачит, 

в обоих случаях получаем параболу с параметром 

Е 1 
2121 

3. Доказать следующее предложение: Если расстояние переменной точки 

М С, у) некоторой линии до некоторой постоянной точки Р (а, 6) может быть 

представлено, как значение (взятое со знаком -| или — ) некоторой линейной 

функции декартовых координат точки М, то эта линия есть либо эллипс, либо 

гнипербола, либо парабола (либо представляет собою часть одной из этих кри- 

ВЫХ). 
Доказательство. Пусть Х== | ЕМ |. По условию имеем 

г== + (Ах + ВУ С), (=) 

где Д, В, С постоянные. Рассмотрим прямую 

Ах ВУ С=0. 

Будем считать координаты прямоугольными, что, очевидио, не нарушает 

общности. Расстояние 8 точки М до прямой дается, как известно, формулой 

откуда ЕАН. 

4+: (Ах + ВУ С) = УИ А+ В*. 

Поэтому будем иметь, на основании (“), 

г — еб, 

е = 42+ Ва. 

Отсюда ясно, что точка М принадлежит гиперболе, если е>>1, параболе, 

если е =\, и эллипсу, если е< 1. 

4, Общее определение фокусов и разыскание их. Примем следующее опре- 

деление фокуса кривой второго порядка: фокус Г кривой — это такая точка, 

что отношение расстояний любой точки кривой до Ри до некоторой постоян- 

ной прямой А есть величина постоянная, Найдем, исходя из этого определения, 

все фокусы эллипса, гиперболы и параболы. Начнем с эллипса, заданного урав- 

нением (в прямоугольных координатах): 

где 

хз 2 

ЖЕ @ 20. 5 

Пусть Ё (0, 8) — искомый фокус и пусть уравнение А имеет вид: А'х + Ву 

-- С'==0. Имеем, по определению: УС — & (у = Е А(А'х ВУ С), 

где Ё-- постояпный множитель, Обозначая ЁА', ЕВ', №С' через А, В, С, будем 

иметь 
ибо = (ЕНВУЕСУ 

или по раскрытии скобок 

(1 лужа — Ву -—2АВху —2@ + Аб х—28 + ВОУ= 

= С2— 52 — В. 
(#=*) 

Это уравнение должно удовлетворяться теми же значениями (х, У), что и урав“, 
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‘чение (**); отсюда заключаем, что коэфициенты этих уравнений должны быть 
пропорциональны, Значит, должно быть 

АВ=0, с + АС=0, В+ ВС = 0, 

(1 — 42) а? = (1 — В2) 63 = С2— 2 |2. 

Первое из этих уравнений показывает, что либо А = 0, либо В=0. Пусть 
сперва В — 0. Тогда В == 0. Из предыдущих уравнений легко получаем 

д2— в 
Ань И =-6; С= а, а= + ае= Ув. 

Мы получили фокусы, известные нам раньше, расположенные на большой оси. 
Рассмотрим теперь случай А =0. Совершенно аналогично предыдущему 

получим 

и =0, = И; 
т. е. два мнимых фокуса, „расположенных“ на малой оси, Итак, эллипс имеет 
четыре фокуса, но только два из них — действительные. 

Предоставляем читателю доказать, что и гипербола имеет четыре фокуса, два 
из которых — действительные (известные нам раньше). 

В случае параболы, сравнивая уравнение (+**) с уравнением 

У— 2?рх=0, 
1— 3=0, АВ=0, ВЕВС=О, 

заключаем 

С2 — 2-82 = 0, т: Ей 
Р 

Первое из этих равенств дает А =-- 1; из второго заключаем В==0; звачит 
В=0. Наконец, два последних равенства дают а=р Си а? == С2. Это воз- 
можно только при в == та + С=- 5 . Следовательно, мы получаем (уже 

известный нам) один фокус. 

ЦН. ЭЛЛИПС, ГИПЕРБОЛА, ПАРАБОЛА` КАК КОНИЧЕСКИЕ СЕЧЕНИЯ 
201. Пересечение прямого кругового конуса с плоскостью. Мы уже 

упоминали о том, что эллипс, гицербола и парабола представляют собою линии 
пересечения кругового конуса с плоскостями, Под круговым конусом мы разу- 
меем здесь прямой круговой конус, представляющий собою геометрическое 
место прямых, проходящих через данную точку (вершину) и данную окруж- 

‚ ность, плоскость которой перпендикулярна к прямой, соединяющей ее центр с 
вершиной (эта прямая называется осью конуса). В элементарной геометрии рас- 
сматриваетсн обычно только часть конуса, заключенная между вершиной и иа- 
правляющей окружностью, здесь же мы рассматриваем весь конус, простираю- 
щийся в бескоиечности по обе стороны от вершины. Мы видели в главе У, что 
прямой круговой конус есть поверхность второго порядка 1), 

Рассмотрнм пересечение конуса какой-нибудь плоскостью П (плоскость, 
проходящая через 4, М и А' на черт. 131), не проходящей через вершину. 
Проведем через ось конуса плоскость, перпендикулярную к секущей плоскости 
(плоскость чертежа). Эта последняя плоскость иересечет конус по двум обра- 
зующим А и А’, а плоскость П — по некоторой прямой АА“. 

Рассмотрим отдельно трн случая. 
1. Пусть плоскость П пересекает только одну полость конуса, не будучи 

параллельна ни одной из образующих (черт. 131). Тогда точки пересечения 
Аи А! прямой АА’ с образующими находятся по одну и ту же сторону от 
вершивы О. Постронм, далее, окружности, находнщиеся внутри конуса н касаю- 

1) Наклонный круговой конус есть так же, как мы увидим ниже, поверхность 
второго порядка и его сечения плоскостями не отличаются от сеченнй прямого 
кругового конуса. 
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щиеся образующих ОЛ, ОА! и прямой АД'. Таких окружнестей будет две: одна, 
вписанная в треугольннк ОДА, а другая, „вневписанная“, находящаяся вне тре- 
угольника ОДА’, внутри конуса. Центры С и С' этих окружностей находятся, 
очевидио, на оси конуса. Пусть РЕ иР’' — точки касания этих окружностей с пря- 
мой АД’. Если вращать эти окружности вокруг оси конуса, то они опишут две 
сферы, касающиеся конуса вдоль окружностей СЫ н С'Н!', плоскости которых 
перпендикулярны к оси (@, Н, Ц’, Н’ обозиачают в то же время точки касания 
сфер с образующими ОД, ОА). 

Сферы эти касаются плоскостн П в точках Ри Г". 
Пусть теперь М есть точка линии пересечения плоскости П с конусом. 

Проведем через эту точку образующую конуса, которая пересечет окружности 
ОСНи С’Н'! в точках К и К!. Очевидно, что 
длина | КК’ | =|СО'|=|НН'| не зависит от 
положения точки М на линии пересечения. 

Черт. 131. Черт. 132. 

Далее, очевидно, что | МЕ | = | МК |}, ибо МЕ и МК суть две кавательные, 
проенные из точки М к первой сфере; точно так же очевидно, что | МЁ'| = 

Поэтому | МР! -+ | МЕ! | = МКИ ИМК! | = |КК" |, т. е. сумма расстояний 
точки М до точек Ён Е’ есть величнна постоянная. Таким образом наша линия 
есть эллиис с фокусами Ри РЁ’ и большою осью За =|КК'|. 

Если из точки А' провести прямую, параллельную прямой ЧН, и если В 
есть точка ее пересечения с образующей ОД, то длина отрезка АВ этой обра- 
зующей равна фокальному расстоянию | РР” |. Действительно, длииа | ЕЁ' | полу- 
чается из большой оси | АА! | вычитанием длии | АР| и | А'Ё' |, С другой сто- 
роны, 

ГАА! | =1@@'|, ГАР] =ЕТАСЬ  ГА’Е" | = [АН |= ВО’ |, 
и значит то же фокальное расстояние равно 

Га — | Аб1-—1Ва’ [= АВ|. 

Читателю предоставляется доказать, что прямые Ри О’ (не изображенные 
на чертеже), по которым плоскость П пересекает плоскости окружностей СН и 
@'НЫ, суть директрисы эллипса. 

2. Рассмотрим теперь случай, когда плоскость П пересекает обе полосии 
конуса (черт. 132), так что точки А и А’ лежат на разных полостях ковуса. 
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В этом случае плоскость П параллельна двум образующим конуса, которые 
получим, если пересечем конус плоскостью, параллельной П и проходящей 
через вершину. : 

Проведем снова две окружности, находящиеся внутри конуса и касающиеся 
образующих ОЛ, ОА' и прямой АА’. Пусть Ри Р’ — точки касания с прямой АД'. 

Центры С и С’ этих окружностей находятся на оси конуса. 
Если вращать окружности вокруг оси конуса, то получим две сферы, каса- 

ющиеся плоскости П в точках Ри Р', а конуса — вдоль окружностей СН и 
С'Н', плоскости которых перпеидикулярвы к оси (@, Я, Ц’, М' обозначают на 
чертеже в то же нремя точки касания сфер с образующимн ОА и О/Л'). 

Линия пересечения плоскостн П с конусом состоит, очевидио, из двух раздель- 
ных ветвей, расположенных иа разных его полостях. Пусть — М любая точка этой 
линии. 

Проведем образующую конуса через эту точку. Она пересечет окружности 
СН и С’Н' в точках К и К', причем длина | КК’ | = | @@'| =|НН' | есть, оче- 
видно, величина постоянная, не зависящая от 
положения точки М. 

Имеем 

МЕ =МКИ МЕ =МК" |, 
а потому | 

МЕ" | — [МЕ == МК” | — | МК | ==|КК”|. 

Мы взялн точку М на той полости, где 
расположена точка А; если бы мы взяли М на 
другой полости, то получили бы 

МЕ! — МЕ’ КК' |. 
Итак, разность расстояний точки М до то- 

чек Е и” есть величина постоянная. Значит 
наша линия — гипербола. Продольная ось 
144’ | == 2@ этой гиперболы равна, как видно 
из предыдущих формул, величнне |КК’ | = 
= |@4’|=|НН' |. 

Если из А’ провести прямую А’В, парал- 
‚ лельную СН, до пересечения с образующей ОА, 
то длина отрезка АВ этой образующей равна 
фокальному расстоянию |РР' |. Доказательство 
совершенно аналогично доказательству для 
случая эллипса. —_— 

Предоставляем читателю доказать, что пря- 
мые пересечения плоскостей окружностей СН 

р рее С Черт. 133. и С:Н' с плоскостью П (не изображенные на 
чертеже) суть директрисы нашей гиперболы. 

3. Пусть плоскость П пересекает только одну полость, будучи параллельна 
одной из образующих, например, А'.*Тогда прямая АЛ’ пересечет только обра- 
зующую А в некоторой точке А (черт. 133). 

Проведем окружность, находящуюся внутри конуса и касающуюся прямых 
А, А’, АА’. Пусть С, Н, Е суть соответствующие точки касания. Цеитр С окруж- 
ности находится на оси конуса. 

Вращая окружность вокруг этой оси, получим сферу, касающуюся конуса 
вдоль окружности СН, плоскость которой перпендикулярна к осн. Пусть Ао 
есть прямая пересечения плоскости П с плоскостью окружности СЯ. 

Линия пересечения плоскости П с конусом простирается, очевидно, в беско- 
нечность н состоит из одной ветви. Пусть М -- любая точка этой линии. 

Проведем через М образующую конуса (оиа пересечет окружность @Н в 
некоторой точке К) и, кроме того, опустим из М перпенднкуляр ММ на прямую 
Ао. ‘Прямая ММ параллельна АА’ и поэтому также и образующей А’. Значит 
прямые ММ, А’ находятся в одной плоскости, и в той же плоскости будет нахо- 
диться образующая ОМ. Поэтому точки №, К, Н расположены на одной и той же 

прямой пересечення только что упомянутой плоскости и плоскости окружности сн. 
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Ясно, что треугольники ММК и КОН подобны и, т. к. | ОК] =|ОН|. то 
| ММ|==| МК| и, значит, | ММ| = | МЕ]. Таким образом расстояния точки М 
до точки Ё и прямой А5 равны между собою; это показывает, что наша линия 
есть парабола, с фокусом ЕЁ и директрисой До. 

Эллипс, гипербола и парабола как линии пересечения кругового конуса с 
плоск стями были известны еще древним грекам. Аполлоиию принадлежит трак- 
тат о коиических сечениях (около 225 г. до нашей эры), в котором изложены 
основные свойства этих линий, известные до него, а также свойства, открытые . 
им самим. 

Изложенный в этом параграфе способ построения фокусов и директрис и 
доказательство свойств конических сечений по отношению к фокусам и дирек- 
трнсам даны в 1822 г. Данделеном (Оап4еНо). Мы воспроизвели здесь (с неко- 
торыми незначительными изменениями) изложение, данное в известном курсе 
Впо{ её Воидией 1). 

202. Получение даииого конического сечения из данного конуса. Не- 
трудно показа:ь, что любой эллипс и любая парабола могут быть получены как 
пересечение любого данного конуса подходящей плоскостью. В случае же гипер- 
болы существует некоторое ограничение, которое будет указано ниже. 

Начнем со случая эллипса. Будем считать заданными большую ось 2а его 
И фэкальное расстояняе 2 < 2а. Пользуясь обозначенйями предыдущего пара- 
графа, мы видим, что в треугольнике АА’В нам известны стороны | АВ | = 2, 

[ АА’ | =2а и угол АВА’, равный 5 —“ где «— острый угол, составляемый 

образующими конуса с его осью. Такой треугольник всегда можно построить. 
Действительно, проведем из любой точки В плоскости чертежа полупрямую ВА’ 

т 

и отрезок ВА, длииы 2с, составляющий угол м8 с ВА’; наконец, опишем из 

А радиусом, равным 2а, окружность, которая непременно пересечет полупрямую 
в некоторой точке Д’ (ибо, по условию, 2а >> | ВА | = 26). 

Построив треугольник АД’В, восставим нз середины его стороны А’В пер- 
пеидикуляр до пересечения О с продолжением стороны ВА. 

Мы получим таким образом все элементы треугольника ОАЛ" (черт, 131), 
которые удовлетворяют поставленным условиям. 

Перейдем к случаю гиперболы, считая заданным 2а (продольную ось) и 22. 
(фокальное расстояние). На этот раз вопрос сводится к построению треуголь- 

ника АД’В по сторонам | АА | = 2а, | АВ| = 2е и углу АВА’ = — с, противо- 

лежащему стороне АА’ (черт. 132). Так как теперь 2с_>2а, то построение не 
всегда возможно. Для возможности. построения, очевидно, необходимо и доста- 
точно, чтобы сторона | АД’| =2а была больше чем длииа перпендикуляра, 
опушенного из Ана прямую А’ 3. Длина последнего, очевидно, равна |АВ| сова == 
— 2 соза. Итак, для возможности построения необходимо и достаточно, чтобы 
2а > 2ссоза, или 

а 
с05а <. 

Еслн 28 обозначает угол между асимптотами гиперболы (тот, виутри кото- 
а 

рого она заключена), то со5 В = —. Значит, предыдущее неравенство дает 
с 

с05 а < созВ, т. е. а>8В. Таким образом для возможности получения данной 
гиперболы путем пересечения данного конуса ПЛОСКОСТЬЮ необходимо и доста 

точпо, чтобы угол 28 между асимптотами данной гиперболы был меньше угла 

2% растворения конуса. 
Рассмотрим, наконец, случай параболы. Будем считать заданным ее параметр р. 

Соединив центр С сферы с точками А и С (обозначения те же, что и на 
черт. 133), получим прямоугольный треугольник САС, катет АС которого равен 

п 

5, а угол САС равен 5 —“ Таким образом задача своднтся ко всегда воз- 

1) Тесопз 4е рботёше апауНчие, 4-е 6@ оп, Рай, 1893. 
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можному элементарному построению прямоугольного треугольника по катету н 
острому углу. 

Если этот треугольник построен, то для построения отрезка ОД, который 
характеризует положение секушей плоскости, достаточно восставить из С пер- 
пендикуляр к АС до пересечения О с прямой АС. 

И. НЕКОТОРЫЕ ПРОСТЕЙШИЕ ВИДЫ УРАВНЕНИЙ КОНИЧЕСКИХ 
СЕЧЕНИЙ. ПОДОБИЕ КОНИЧЕСКИХ СЕЧЕНИЙ 

Укажем некоторые другие простейшие виды уравнений эллипса, гипер- 

болы и параболы, которые бывают очень полезны в различных вопросах. 

203. Уравненне гиперболы, отнесенной к асимптотам. Ураннение 

гиперболы получает замечательно простой вид, если за оси координат 

приняты ее асимптоты. 

Действительно, нормальное уравнение гиперболы можно написать так: 

(-ЭС+и-+ . 

за оси декартовых координат Ох’у’, то будем иметь формулы преоб- 
разования вида ($ 99) 

вв (2+1), 7-5 (5-9) со 
где А; и К — произвольные постоянные множители, отличные от нуля. 
Поэтому в новых координатах уравнение (*) гиперболы примет вид 

Уи, (1) 

где & = А, А, — постоянная. Координатные векторы новой системы, вообще 
говоря, не суть орты. Если мы захотим иметь необобщенную систему, 
мы должны надлежащим образом подобрать А, и А,. Решим с этой 
целью (**) относительно х, у, что дает 

хх -НЬУ, утих ту, 

а ь а ь 
где (1, т) = (55, а ((&, тз) = (1 —щ) суть, как известно, 

координатные векторы новых осей. Для того, чтобы новая система была 

необобщенной, должно быть Д-|- и! =1, й -- #2 = 1, откуда получаем 

-ы 
се, нк Ш 

УРЕя 
—=-—5_— и, следовательно, 

. Беря А, и А. положительными, будем иметь А; —= Е == 

а -- 6? (2) 



344 Гл. УИ. ПРОСТЕЙШИЕ УРАВНЕНИЯ И ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ СВОЙСТВА [$ 203, 204. 

Легко видеть, что уравнение гиперболы, сопряженной с данной и 
отнесенной к той же системе, будет иметь вид 

ху =— А. (3) 

Гиперболы (1) и (3) изображены 
на черт. 134 соответственно сплош- 
ной чертой и пунктиром. 

Из уравнения (1) еще раз с оче- 
вилностью вытекает, что оси коорли- 
нат Ох’, Оу являются асимптотами 
кривой. Действительно, имеем, на-’ 
пример, 

ие 
ия 

Черт. 134. откуда следует, что если х’ стре- 

мится к бесконечности, то у’ стремится 
к нулю, т. е. точки кривой беспредельно приближаются к оси Ох’. Анало- 
гично докажем, что если у’ стремится к бесконечности, то х’ стремится 
к нулю. ` 

Уравнение (1) имеет следующее 

простое геометрическое содержание: 
если из какой-либо точки М гипер- 
болы провести прямые, параллельные 
асимптотам, то площадь параллелограма, 
заключенного между этими прямыми 
и асимптотами, есть величина постоян- 
ная, не зависящая от положения точки М 
на кривой. Действительно, площадь 
эта, очевидно, равна х’у’ ту == эту, 
где у—угол между асимптотами, 

В случае равносторонней  гипер- 
болы (а = 5) угол между асимптотами — 
прямой, и поэтому система осей Ох’у’ 
будет прямоугольной (черт. 135). 

Черт. 135. 204. Параметрическое предста- 
вление конических сечений. По- 

строение по точкам. Решая уравнение эллипса 

2 у 
Ра ==1 (1) 

относительно какой-нибуль из переменных х или у, мы получим ее 

выражение через другую переменную в виде двузначной функции; напри- 
мер, решая относительно у, получим 

8 

Поэтому представляется иногда желательным выразить х и у через 
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‘новую вспомогательную переменную (параметр) при помощи однознач- 
ных функций 1). 

Одним из простейших способов достижения этой цели служит следую- 
Хх щий. Замечая, что для всех точек эллнпса | <1, мы можем поло- 

Жить 
ы х 

7 =00$4, т.е х==ас0$Ф, 

причем величину Ф можно всегда предполагать заключенной в пределах 
(0, <); этим вполне определится значение $, соответствующее данному х. 
Тогда формула (2) даст у=-Н зто. Так как, при условии Оф т, 
будем иметь зто > 0, то верхний знак мы должны брать для „верхних“ 
точек (у > 0), а нижний — для нижних. Однако можно избавиться от 
двойного знака, допустив. изменение ф в промежутке (0, 2=) и взяв 
только верхний знак; действительно, из предыдущего очевидно, что точка, 
определяемая координатами 

х=ас05$$, у=ёзШф, (3) 
описывает, двигаясь в одном направлении, верхнюю часть эллипса, 
когда ф пробегает значения от 0 до м, а затем ннжнюю часть эллипса, 
когда ф пробегает значения от п 
до Эм. 

Параметр ф имеет весьма про- 
стое геометрическое значение. 
Действительно, опишем из О, как 
из центра, две окружности радиу- 
сов а и ф (черт. 136). Проведем 
из О Луч, составляющий с осью 
Ох угол, равный ф. Пусть он пе- 
ресекает меньшую и ббльшую 
окружности соответственно в точ- 
ках Ви А. Проведем еще из В 
прямую, параллельную оси Ох, до 
пересечения с перпендикуляром, | Черт. 136. 
опущенным из А на эту ось. Пусть 
М(х, У) есть эта точка. Тогда, очевидно, будем иметь ха со Ф, у= 
=65$ш; значит точка М (х, У) есть точка, принадлежащая нашему 
эллипсу и соответствующая данному значению параметра ®. Геометриче- 
ское значение параметра ф в уравнениях (3) становится, таким образом, 
ясным: ф есть угол, составляемый с осью Ох лучом ОЛ, гле А есть 
точка большей окружности, имеющая ту же абсциссу, что и М, распо- 
ложенная с той же стороны от Ох, что и М, 

Вместе с тем мы получили один из простейших способов построе- 
ния с помощью циркуля и линейки любого числа точек эллипса. Для 
этого достаточно придавать лучу ОА различные направления и произ- 
водить построение соответствующей точки М указанным только что 
способом. 

1) Этим, как принято говорить, достигается упиформизация функциональ- 
ной зависимости (1). 
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Предоставляем читателю показать, что гипербола 

1 (4) 
в в — 

может быть представлена параметрически следующим образом: 

[12 

х= у=Ь- (5) 
`` с0$$' 

При этом, для получения всех точек гиперболы достаточно изменять 

ф в пределах 0<о-<.2т, или, что сводится к тому же, в пределах 

и 3 т т 

=> <Ф?<5. А именно при возрастании ф от— 5 до --5 точка 

(х, у) описывает правую ветвь гиперболы, а при возрастании ф от 

т зп з ж т 

Е д > ею ветвь. Значениям ф, равным — 2. Э, соответствуют 

„бесконечно удаленные“ Точки ги- 

перболы; иными словами, при при- 

ближении ф к одному из этих зна- 

чений, точка (х, У) удаляется в 

бесконечность. 

Геометрическое значение угла ф 

станет ясным из слелующего способа 

построения точки гиперболы, соот- 

ветствующей данному значению ф. 

Опишем из О, как из центра, 

окружности радиусами а и Ь (в на- 

шем случае $ может быть и больше, 

и меньше, и равно а; черт. 137). Прове- 

дем из О луч, составляющий с Ох угол $; пусть Ди В— точки пересе- 

чения его с первой и второй окружностями и пусть АК, ВЕ. — перпен- 

дикуляры, восставленные к этому ЛУЧ, пересекающие ось Ох в точках 

Ки Е. Если теперь восставить из К перпендикуляр к оси Ох и на 

этом перпендикуляре взять, © той же стороны от Ох, что А и В, точку 

М такую, что |КМ|==|2В\|, то точка М принадлежит нащей гиперболе 

и соответствуст данному значению параметра $. 

Вместе с тем мы получили простой способ построения любого числа 

точек нашей гиперболы. 

Рассмотрим теперь уравнение параболы 

у? = 2рх. (6) 

Оно лает х как однозкачную функцию от у, так что, если положим 

у=ь получим следующее простое параметрическое представление пара- 

болы при помощи однозначных функций: 

Черт. 137. 

р 

хер, У (1) 

Чтобы получить все точки параболы, надо измеиять # от — © Ло 

. со. 
Уравнение (6) непосредственно приводит к следующему способу по- 

строения любого числа точек параболы при помощи циркуля и линейки, 
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Пусть А обозначает (постоянную) точку оси Ох с абсписсой — 2р. 

Для построения точки параболы с абсциссой От ==х можно поступить 

так: построим на Ат, как на диаметре, окружность. Пусть п — одна из 

точек пересечения ее с осью Оу (черт, 138). Тогда пересечение пер- 

пендикуляров к осям координат, восставленных из Ш и п, даст 

одну из двух искомых точек (другая будет симметрична относи- 

тельно Ох). 
Действительно, из эле- 

ментарной геометрии извест- 
но, что высота прямоуголь- 
ного треугольника есть сред- 
ияя пропорциональная ме- 

жду отрезками гипотенузы, 
В нашем случае |Оп| = |у| 
есть нысота треугольника 
Апт (не изображенного па 
чертеже), с прямым углом 
в точке п. Следовательно, 
[Оп = 2р]От] ‚т.е. у =2рх. 

Замечание. Очевидно, 
что данную линию можно 
представить в параметри- 
ческой форме бесчислен- 
ным множеством способов. Черт. 138. 

В частности, существует 
бесчисленное множество параметрических представлений — эллипса, 

гиперболы и параболы, кроме приведенных выше, Обратим вни- 

мание на то, что  параметрическое представление (7) параболы 

выражает координаты точек кривой с помощью не только однознач- 

ных, но и рациональных функций параметра. Можно показать, что 

эллипс и гипербола обладают таким же свойством, т, е. что их пара- 

метрическое представление может быть тоже достигнуто при помощи 

рациональных функций (притом весьма простых); но мы на этом не 

останавливаемся. 
205. Полярные уравнения конических сечений, отнесенных 

к фокусу. Все три конических сечения можно очень просто представить 

при помощи уравнений в полярных координатах, поместив полюс в одном 

из фокусов (или в фокусе, в случае параболы). Для полной определен- 

ности будем считать, что полярная ось направлена от взятого за полюс 

фокуса к ближайшей вершине (или к единственной вершине в случае 

параболы). 
В случае эллипса возьмем, например, в качестве полюса правый 

фокус; тогда, согласно условию, полярная ось будет направлена вправо 

(черт. 139а). 
Имеем по формуле (1) $ 199 

г=а—ех. 

Но, с другой стороны, х == пр, ОМ = пр, (ОСЕ-НЕМ) =е-|-7с0$ ® = 
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—=ае-|-гсоз$. Подставляя это значение х в предыдущую формулу, 
получим, после очевидных упрощений, 

НИ 
ГЕО (1) 

где р=а(1— е*) или, вспоминая, что 

её — 

дв (2) р=а(— 2?) =. 
Гл 

Уравнение (1) и есть искомое полярное уравнение эллипса. Так как 
для эллипса е< 1, то 1 есо$ $ всегда положительная величина. 

Черт. 139а. _ Черт. 139Ъ. 

В случае гиперболы возьмем, например, в качестве полюса также 
правый фокус. Тогда мы должны будем направить полярную ось проти- 
воположно оси Ох (черт. 1395). Имеем, на основании формулы (2) 
$ 199, 

Г — Е @х за) 

[(+-) для правой и (-—)для левой ветви]. 
—- —* — Е — 

Но х==пр, ОМ==пр, ОР-|- пр, Е/М == ае-|- пр, ЕМ. 
Далее, так как полярная ось направлена противоположно оси Ох, то 
— 

пр, ЕМ = —гсоз$. Значит, будем иметь 

и = (ве? — егсо$ 9 — а), 

откуда 

ры. 
Е Ра 1-Е 2с03$ ' (3) 

ыы 2 1 9 4 | р=а(#— =" (4) 
и где знак (--) берется для правой, а знак (—) для левой ветви. . 

Можно ограничиться только верхними знаками, т. е. взять 

р 

И 1--ес05$ * 
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условивШшись допускать также отрицательные значения для г, откладывая 

=—-— 

в этих случаях вектор РЕМ не под углом $, а под углом п-|- $, т. е. 
в направлении, противоположном тому, которое указывается углом $ 
(„обобщенная система полярных координат“). 

Действительно, если в предыдущей формуле заменить 8 на т--$ и 
вместе с тем заменить г на —х, получим формулу 

—й ИЛИ Г==- 
—1—е608 $ 1—6505$ * 

т. е. формулу, соответствующую нижним знакам в (3). 
За промежуток изменения $ можем взять промежуток (величиной 

2=): 

—я ах < п--а, 

где а обозначает острый угол между асимптотами и осью Ох !). 
На правой ветви при этом будет —п-а< 8% п—а, а на левой 

кп я-Р а; см. ниже, упражнение 1. 
Наконец, в случае параболы (черт. 139с) имеем, на основании $ 200: 

Г— 2. + р 

где 

х == пр, ОМ== пр, ОР-- пр, РМ =5. —- гсоз8. 

Подставляя это значение в предыдущую формулу, получим 

бк. УЙ 
"1-Е соз3 * 

Итак, мы видим, что во всех трех слу- 
чаях уравнение конических сечений имеет 
вил (1); различие между ними только 
то, Что для эллипса е<.1, для параболы 

е=1, а для гиперболы е`> 1. 
Величина р, в случае параболы, была 

названа ее параметром. 
о 

Величина р=-., фигурирующая в 

уравнениях эллипса и гиперболы, также 

называется параметром соответствующей кривой. Во всех трех слу- 
чаях параметр имеет очень простое геометрическое значение: он равен 
длине перпендикуляра, восставленного из фокуса, к оси, содержащей 

фокус, до пересечения с кривой в одной из точек. Иными словами, р 

Черт. 139. 

Юй! < 
1) Этот угол определяется формулой {ра =. ‚ откуда 

1 а 1 
20$ © = ==, утра УЖЕ 



850 Гл, УЦ. ПРОСТЕЙШИЕ УРАВНЕНИЯ И ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ Свойствл [$ 205, 206: 

есть „ордината при фокусе“. Действительно, значение этой ординаты 
т 

получим, положив в (1) =, что дает р ’ 

г==р. 

Упражнения 

1. Проследить за изменением г при изменении угла 8 в случае гиперболы, 

пользуясь формулой (1). 
Ответ. При ® = -- (п— ©) имеем 

088 = —сова=— 1 и 1-- ес0$% = 0. 

При 8, заключенном в промежутке —("—а)< < (ж—9),1-ес088>0,г>0. 

Когда $ возрастает от — (п —а) до -- ("и — <), то г сначала убывает от значения 

- со де минимума (при $==0, что соответствует вершине 4) н затем 
1-е 

снова возрастает до значения -- со, При переходе $3 через значение (л— о) г 

виезапио переходит от значения -|- со к —50, и точка М виезапно перескакивает 

на левую ветвь. 
Сохраняя все время отрицательные значения, г сначала возрастает (убывает 

по абсолютному значению) до величины = (при $=т, что соответствует 

вершиие А"), а затем снова убывает до — со, когда $ приближается к значению 

ж-но. 
2. Показать, что уравненне 

ак Йааваль, 
1 есоз (3 —935) 

где % — постоянная, есть полярное уравнение конического сечения, фокус кото- 

рого расположен в полюсе, а фокальная ось 1), направленная в ближайшую вер- 

шину, составляет угол $5 с полярной осью. 
3. Найти полярное уравненне эллипса и гиперболы, если полюс взят 

в центре, а полярная ось направлена по фокальной оси. 
` Ответ. Для эллипса 

1 0528, $128. 
р 22 ф2 

для гиперболы 
1 60523 573 

а Е: 

206. Уравнения конических сечений, отнесенных к вершине. 

Отметим в заключение еще один вид уравнения эллипса и гиперболы, 

аналогичный уравнению у? = 2рх параболы. 

Именно, возьмем за начало декартовых прямоугольных координат 

одну из вершин кривой (эллипса или гиперболы), а ось Ох направим 

от О к ближайшему фокусу. Пусть О’ху’ обозначает систему осей, 

которая раньше (в 5$ 195 и 197) была обозначена через Оху, так что 

уравнения эллипса и гиперболы относительно этих осей напишутся соот- 

ветственно Так: 
+ й 1 И 

ры ыы, (*) 

1) То-есть ось симметрии, проходящая через фокусы (или фокус, в случае 

параболы). 
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В случае эллипса за новое начало можно взять левую вершийу, и 
тогда ось Ох будет иметь то же направление, что и О’х'. В случае же гипер- 
болы можио поместить начало в правой вершине, и тогда ось Ох будет, 
как и в первом случае, направлена по О’х”. 

Зависимость между старыми координатами (х”, у’) и новыми (х, У) 
будет дана в случае эллипса формулами х'==х— а, у’==у. 

Подставляя эти выражения в первое из уравнений (*), получим после 
очевидных приведеиий 

у2 == рх — ах*, 
где . 

р 

р: 

‚ есть параметр эллипса ($ 205), а 
р 

фи. 

В случае гиперболы будем иметь х’=х-ра, у’==у и второе урав- 
нение (*) даст 

И 2 У =2рх-- 4х, 
[2 52 

где р==-. есть параметр гиперболы, Ч = из Т. е, ри 4, имеют такое 

‚ же выражение, как ив случае эллипса. 

Вспоминая теперь выведениое раньше уравнение параболы, получим 

следующий результат: если начало О прямоугольных координат взать 

в вершине конического сечения, а ось Ох направить к ближайшему 

фокусу, то 
у? ==2рх — 4х? (для эллипса), (1) 

= рх `(для параболы), (2) 

у ==2рх-- 9х? (для гиперболы). (3) 

Формулы (1)—63) можио объединить в одну, если заметить, что в случае 
ое РИ А 2, ыы 8). 

эллипса == ==; == Е“, а в случае гиперболы -, т 

=—08-—]. чому наши 
формулы объединяются в 

следующую одну: 

= е-—п»м. 9 

ь г При е<1 будем иметь 
эллипс, при е > 1 —— гипер- 
болу, а при е=1 — пара- 
болу. 

На черт. 140 представ- 
лены эти три кривые, от- Черт. 140. 

несеиные к одной и той же 

системе осей. Из формул (1)—(3) очевидно, что ‘при одном и 
` том же значении параметра для точек (х, у,), (х, уз), (х, уз) эллипса, 
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параболы и гиперболы, имеющих одну и ту же абсциссу х > 0, будет 

[|< [52| < [3 |. 

Упражнение 

Выразить для случая эллипса и гиперболы полуось а через р ие и иссле- 
довать, что происходит с этими кривыми, если, при постоянном р, эксцентри- 
ситет е стремится к 1. 

ОТВЕТ. а = я (для эллипса), а = — р т (для гиперболы). Звачит, при 

е, стремящемся к 1, правая вершина эллипса уходит в бесконечность: эллипс 
стремится к параболе у?2==2рх. Также уходит пеликом в бесконечность левая 
ветвь гиперболы, а правая стремится к той же параболе. 

207. Подобные конические сечения. Закончим эту главу исследова- 
нием вопроса о подобии конических сечений !). 

Рассмотрим сперва случай эллипсов и покажем, что всякая фигура, 
подобная эллипсу, есть также эллипс, полуоси которого пропорциональны 
полуосям данного. 

Действительно, пусть имеем фигуру, подобную данному эллипсу Г. 
Приведем ее в положение, гомотетичное 2) эллипсу Г, и затем сообщим 
ей такое поступательное смещение, чтобы центр подобия совпал с цент- 
ром эллипса 3); новое положение нашей фигуры обозначим через Г”. 

Возьмем уравнение эллипса в нормальном виде 

хз у2 

а Г? Е. (1) | 

Пусть М’ (х', у’) есть точка фигуры Г’, соответствующая точке 
М (х, у) эллипса. По условию имеем 

р, —- 

ОМ’ = Е. ОМ, 

где ^ — постоянная, откуда 

! , 
! ‚ х У 

х = Ах, У =, Е У 

Подставляя эти значения в (1), получаем уравнение линии [": 

х!2 312 

веда | Бара = 1. (2) 
Значит, Г” есть эллипс, с тем же центром, что и данный, с теми 

же осями симметрии, полуоси которого равны 
у # 
а’ =|А]а, 6’ = #|6, (3) 

а это и доказывает наше утверждение. Эксцентриситеты е и г’ эллипсов 
Ги Г", очевидно, равны, ибо 

222 — рр 2—2 
72 и 2 

$ 22а? Бы 

1) О подобии вообще см. в 8 77. 
2) См. $ 77. 
3) В $ 17 доказано, что это всегда можно сделать, 
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Обратно, очевилно, что если 6’ ==е, то полуоси эллипсов пропорцио- 
нальны, ибо в этом случае 

р'з р а’ ы 

и, следовательно, _;; =; ,› — 

Точно так же докажем, что всякая фигура, подобная данной гипер- 
боле, есть также гипербола, продольная и поперечная полуоси которой 
соответственно пропорциональны продольной и поперечной’ полуосям 
данной, ичто, обратно, две гиперболы, удовлетворяющие этому условию, 
подобны. : 

Отсюда следует, что эксцентриситеты подобных гипербол равны и 
что, обратно, гиперболы с равными экснентриситетами подобны. 

Докажем, наконец, что любая фигура, подобная параболе, есть также 
парабола и что все параболы подобны между собою. Действительно, 
пусть Г’ есть фигура, подобная параболе 

У =—2рх, 

помещенная так, чтобы центр подобия совпал с началом координат, 
Подобно предыдущему будем иметь 

х' 3 
Хх = Е , у= Е 2 

откуда 

у’ == ЭрЁх’ 

Это есть такая парабола, вершина и ось которой совпадают с вер- 
шиной и осью данной. Действительно, если А > 0, то, полагая р’ == рЁ, 
получим нормальное уравнение параболы у”? ==2р'х” с параметром р’. 
Если А < 0, то, полагая 

р =— р > 0, 
получим 

у’ в. 2р’х'. 

Если теперь изменить направление оси Ох на обратное, то вместо 
х’ надо будет написать — х', и мы опять получим уравнение 

== ри". 

Вогнутость этой ‘параболы будет обращена в сторону, противоположную 
вогнутости данной. В обоих случаях параметр параболы Г” есть 

! 1 

р’ = 1] -Р. 
При подходящем выборе |#| получим параболу с любым параметром, 

подобную данной. Значит, все параболы подобны между собою. 
Из изложенного непосредственно следует, что для подобия двух 

конических сечений необходимо и достаточно равенство их эксцен- 
трисцтетов. 

Н. И. Мусхелишвили. — 1946 : $3 
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Заметим еще, что оси симметрии гомотетических линий второго по- 
рядка параллельны между собой (в частности, параллельными между 
собою оказываются фокальные оси). 

Это следует из того, что, как было показано выше, путем поступа- 
тельного смещения одной из этих линий оси симметрии могут быть 
совмещены друг с другом (причем фокальная ось совмещается с фокаль- 
ной же). 

Легко, наконец, видеть, что если два эллипса или две гиперболы 
гомотетичны, с отношением подобия № то они также гомотетичны 
с отношением подобия — А. 

Это непосредственно очевидно в случае, когда центры гомотетичных 
эллипсов (или гипербол) совмещены, ибо, например, в случае эллипса, 
уравнение (2) не изменится при замене А на — А. 

Если же принять во внимание, что при поступательном перемещении 
одной из фигур гомотетия сохраняется, причем сохраняется и отношение 
подобия (меняется только центр подобия), то утверждение сделается 
очевидным. 

р 



ГЛАВА ВОСЬМАЯ 

ПРОЕКТИВНЫЕ СВОЙСТВА ЛИНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА. 
КАСАТЕЛЬНАЯ И ПОЛЯРА 

Приступим теперь к изучению линий второго порядка, заданных 
общим уравнением. На основании сказанного в конце главы \1 {$ 193), 
естественно начать с изучения проективных свойств этих линий, а затем 
перейти к аффинным и метрическим свойствам. Мы так и поступим, хотя 
мы один раз уже нарушили этот порядок, начав, в предыдущей главе, с 
определений, носящих метрический характер. Мы сделали это с исклю- 
чительной целью предпослать наглядный материал более отвлеченному. 

1. ПРОЕКТИВНАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ ЛИНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

208. Обозначения. Пусть х, у обозначают декартовы координаты 
точки. Самое общее уравнение второй степени относительно этих пере- 
менных имеет вид 

ах? —|-- рху -|- суз-- ах-- ву }==0. 
В М Хз однородных координатах х:, х,, хз (х= и * == Е) это уравне- 

ние представляется так ($ 174): 

аж -|- вх, еж -Р ах ж- ехж; 1х8 =0. 

Для придания симметрии формулам обозначим теперь коэфициенты 
иначе: а именно, коэфициенты при произведениях Хх; обозначим через 2а,, 
(если 2-2 ]), а коэфициент при х} через ан, так что левая часть пре- 
дыдущего уравнения, которую, для краткости, мы будем обозначать че- 
рез Ф(х,, х„, хз), напишется теперь так в: 

2 2 
Ф(хь, Хх», хз) =аим-- Заюжх, -- аха-- 

2 
З 2х ха 2азхьх, | аззжз. (1) 

Полином Ф(лх1, Х», хз) есть квадратичная форма трех переменных ж, 
Хо, Хз. В соответствии с этим левая часть уравнения в неоднородных 
декартовых координатах будет иметь вид: 

Е(х, у)==а11х*-|- 2аоху-- ау -Н2а,х- Зазу--азз;  (1а) 

Е(х, у) есть (вообще неоднородный) полином второй степени, 

1) Мы будем считать в нашем случае, что ал обозначает то же, что и ау. 
В зависимостн от удобства мы будем писать значки в том или ином порядке. 

р м 
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Самое общее уравнение линии второго порядка имеет вид 

Ф(а, х», х3) =0 (2) 

в однородных координатах, и 
Р(х, У) =0 (3) 

—в неоднородных. 
Полином Р(х, У) связан с формой Ф(х,, х., хз) соотношением 

Е (>, у)=Ф(х, у, 1). (4) 
В свою очередь Ф (хи, х», х.) получается из ЕР(х, У) заменой х, у 

на х,, хо и умножением отдельных членов на такую степень х., чтобы 
получился однородный полином второго порядка („дополнение до одно- 
родности“). 

В дальнейшем мы будем применять еще такие обозначения. /10ло- 

вины частных производных формы Ф(х,, х», хз) мы будем обозначать 
соответственно через Ф,, Ф», Ф„, так что 

1 0Ф то дд Ча ЗЕ ох  @зхз, 

1 0х Ф, = 5 дк. — Чых, -Н азохо | аз, (5) 

1 дФ 
98 — Эд, — баба база -- аз. 

Одни и те же коэфициенты в различных строках мы, с очевидной 
целью симметрии, пишем по-разному; например, коэфициент @,2 во вто- 
рой строке обозначен через 42.;. Этим достигается то, что первый зна- 
чок во всех коэфициентах первой строки есть 1, второй строки — 9, 
третьей — 3. 

Аналогично мы будем писать: 

1 Е 
В = ох =аих Н аъу-- 0», 

1 дЕ (56) 
Е == 2 ̀ ду = аах--азу-- @2з. 

Непосредственной ‘проверкой убеждаемся, что всегда имеет место 
тождество („тождество Эйлера“) 

Ф(х., Хх» хз) = х.Ф,-|- х,Ф, - х.Ф.. (7) 

Если в предылущем тождестве положить х; =1, х,=х, х»==у, то 
оно примет вид 

Е(х, у) = хФ, (х, у, П-НуФ, (х, у, П-НФь(х, у, 1). — (12) 

Вместо Ф, (х, у, 1) и Ф. (Хх, у, 1) мы могли бы написать просто 
Е, (х, у) и Е2(х, У), но не сделаем этого с целью сохранения сим- 
метрии. 

Наконец, нам придется иногда наряду с квадратичной формой 
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Ф(х1, хо, Хз) рассматривать связанную с ней билинейную форму!) 
переменных ХХ хо, Хз, У, Ух „Уз: 

о (х, Хо, Хз; Ув У» Уз) = у, (х,, Х?, хв)-НУ›Ф2 (х»Хо, хв)-НУзФ (>, Хо, х)= 

== (11% -- ах | аазхз) у, 
(ах, аж -| ав Хз). (8) 
Е (ах! Наль Е авз Хз) уз. 

Эта билинейная форма, очевидно, симметричная, т. е. не изменяет своего 
значения, если поменять ролями переменные х и у, 

8 (х1, хь, хз Ул» У», Уз) ==9 (у, уь Уз Хьь №», Хз). (9) 
Для сокращения письма мы будем в дальнейшем часто обозначать 

8 (х,, Х» Хз; Ув, У», Уз) просто через © (х; у). 
Форма Ф(х,, х», Хз) получается из 8 (х,, х., Хз; Ур У» Уз), если 

ПОЛОЖИТЬ: Х1 = У, Х›== У, Хз == уз, так что Ф(х, х,, хз} = 9 (х., Хо, ху; 
Хь Хо» Хз), илн сокращенно 

2 (х; х)=Ф(х,, х» ху). (10) 
Билинейная форма @ называется полярной по отношению к квадратич- 
ной форме Ф. 

Легко проверить непосредственным вычислением следующее тожде- 
ство, которым мы будем очень часто пользоваться: 

Фи -Руь х, Ну, ж--у:) = 9(х; х)--29(% У Я (у; у). (11) 
В правых частях мы могли бы написать вместо 8 (х; Хх) и (у; У) со- 
ответственно Ф(х,, Хх», хз) и Ф(у, у», Уз), но не делаем этого из 
соображений симметрии. 

Заметим еще одно тождество, которое легко выводится из предылу- 
щего и которое также легко проверить непосредственно, 

Е(х--х’, уу) = 
=9(х, У-Н2 [хЕ, (х’, У) -- УРЬ (х", У] Ес, у), (11а) 

ф(х, у) =ацже-- 2а.ху-|- аз у? (12) 

есть квадратичная форма, представляющая собою совокупность членов 
второго порядка в полиноме Р(х, у). 

Иногда, для упрощения письма, мы будем однородные координаты 
№, Хз, №; обозначать просто через х, у, & Полагая в формулах #&=1, 
мы будем получать соответствующие формулы в неоднородных коорди- 
натах. 

Во всей этой главе, там, где противное Ве оговорено особо, под 
№» Х», Хз (или х, у, #) можно подразумевать проективные однород- 
ные координаты общего вида. 

„Далее, если противное не оговорено особо, мы будем считать все 
коэфициенты а, действительными числами. 

где 

1) См. Добавление, $ 10. 
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Нам очень часто придется встречаться с определителем 

@:: 412 @13 
А = Я @55 @58 , (13) 

@31 @зо @зз 

который иазывается дискриминантом квадратичной формы Ф (ху, Хо, хз). 
Алгебраические дополнения элементов а, мы будем обозначать че- 

рез А. В частности, 

а11 5 
Авз == == 2,1, —@„, (14) 

421 @22 

есть дискриминант квадратичной формы $ (х, у), — формулы (12). 
Замечание, Правило соответствия дискриминанта А легче всего 

запомнить так: берутся половины частных производных формы Ф по 
Хи, Х., Хз и затем составляется определитель из коэфициентов полученных 
линейных форм Ф,, Ф», Ф;; см. формулы (5). Например, если 

2 2 2 
Ф (х,, Хэ хз) = А1 +2 — 8х хв м, 

то 

1 0> 
Фи = 1. м0. х,— 4х, 

1 0Ф 
о шо - -Н 0-х, 

' 

1 0Ф 
Фа. = 40-1 * Хз 

следовательно, 

10 —4 

А = 01 0, = — 15. 

—40 1 

Аз есть алгебраическое дополиение правого нижнего элемента в опре- 
делителе: 

10 

01 
= 1. Азз = 

209. Распадающиеся и нераспадающиеся линии второго порядка. 
Совпадение линий второго порядка. Пусть 

Ф(®ь х», ж)=0 (1) 

уравнение данной линии второго порядка в однородных координатах 
(Ф — олнородный полином второй степени, т. е. квадратичная форма). 
Мы знаем ($ 174), что если эта линия пересекается с некоторой прямой 

ах, -- ах, -Назх, =0 (2) 

больше чем в двух точках, то прямая (2) целиком принадлежит линии 
(1), и поэтому полином Ф(х,, Хо, Хз) разлагается на два множителя, 
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“один из которых есть а,х, | а›х.-- 43Х,; следовательно, должен быть 
линейным и другой множитель. ‘Таким образом в этом случае, имеем 
тождественно 

Ф(хь, хь хз) = (их, нахо | аз Хо) (вх, + Вьж-|- вхо). (3) 

Когда это имеет место, линия (1) распадается на две прямых и потому 
называется распадающейся или выродившейся. В еще более частном слу- 
чае, линейные формы, вхолящие в (3), могут отличаться друг от друга 
только постоянным множителем, т. е. 

вижу - быхо- бзхз = # (ах, -- ахо-[ азхз), 
и тогда 

Е 8 
Ф(хь, Хь, хв) = А (ах! | аьхь | азхз)". (4) 

Линия (1), таким образом, представляет собою две совпадающие пря- 
мые („лвойную прямую“). 

На основании сказанного в $ 174 легко также вывести условие сов- 
падения двух линий второго порядка 

Ф(хь, Хо, Хз) =0 и ы (хх, Хз) =0. 

Действительно, если эти линии совпадают, т. е. если предыдущие‘ 
уравнения эквивалентны, то полиномы Ф и Ч должны состоять из одних 
и тех же неприводимых множителей. Поэтому Ф и \ могут различаться 
только постоянным множителем, т. е. должно быть тождественно 

Ч (ха, Хх», хз) == ЕФ(Хь, хь, хз), (5) 

где -—— постоянная, отличная от нуля. Очевидно, что и обратно: если 
имеет место последнее тождество, то линии Фи \ совпадают. 

Ниже (5 212) будет доказано, что для совпадения двух линий вто- 
рого порядка достаточно, чтобы они имели лять общих точек, из ко- 
торых никакие четыре не расположены на одной и той же прямой. 

210. Условие распадения линии второго порядка. Легко сразу 
выяснить, распадается или не распадается линия второго порядка, за- 
данная уравнением 

Ф(хь, хь, хз) = аих?-|- Зах х,-|- арх | Зав ж-- 

- 2азхьхз Е аззхз = 0. 

Действительно, для того чтобы форма Ф(х\, х., Хз) распадалась на 
два линейных множителя, необходимо и достаточно (см. Добавление, 8 13), 
чтобы ранг дискриминанта этой формы, т. е. ранг определителя 

@1; а1о @1з 
А — @21 @5> @2з (1) 

@з: @зэ @33 

был равен двум или единице. Так как наш определитель третьего по- р у Р 
рядка, то ранг будет удовлетворять этому условию, если сам определитель 
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равен нулю. Следовательно, для распадения линии второго порядка 
необходимо и достаточно условие 

А=0. (2) 

Если ранг дискриминанта А равен двум, -то линия распадается на 

две различные прямые действительные или мнимые, Если же ранг равен 

единице, то форма Ф имеет вид 

Ф= (ах, ах, -|- азхз)?, 

и линия есть совокупность двух совпадающих прямых, всегда действи- 

тельных 1). 
Общая точка двух прямых, на которые распадается линия, называется 

двойной точкой линии. В случае, когда линия — совокупность двух сов- 

падающих прямых, все ее точки — двойные. у 

211. Каноническое уравнение линии второго порядка в проек- 

тивных координатах. Проективная классификация. Как известно 

(см. Добавление, $ 12), путем линейной однородной подстановки 

ж = Аж (ох, -|- 1х» 

Хе —= ых, + 152^, Е 153х» (*) 

Ж = 1х, -НВьх,-[ эх, 

всякую квадратичную форму Ф(х,, х», хз) можно привести к канони- 

ческому виду 
72 г г о 22 у „8 * 

Ф’(х, х» х,) == Неьх, Нез, 2) 

Где е,, во, з-—^ постоянные. Если, как мы всегда предполагаем, коэфи- 

циенты формы Ф-— действительные, то указанное приведение можно 

произвести при помощи подстановки с действительными коэфициентами, 

так что г, в, е, булут также действительными; мы будем предполагать 

это во всем дальнейшем. 

Итак, уравнение всякой линии второго порядка 

Ф (ха, хо, хз) =0 (1) 

можно привести К „каноническому виду“ ?) 

Ф’ (хи, х» хз) == ах? БН езх,? -Незхь? = 0. (2) 

Если дискриминант А формы Ф отличен от нуля (в этом случае, 

как мы знаем, линия нераспадающаяся), то ни одно из чисел е:, ео, ез 

не равно нулю (см. Добавление, $ 12) и путем дальнейшей линейной 

подстановки можно добиться того, чтобы эти числа имели значения 3) = 1. 

Если все три числа в, е›, ез одного знака, то уравнение (2), пре- 

:) См. следующий параграф. 
2) Геометрический смысл этого приведения будет указан в $ 222. ь 

3) Например, если =; > 0, полагаем У=х’, =”, после чего член вх? 
Ка 

обращается в х.3 если г, <0, полагаем 'У—=^.=л”, и следовательно, 

ых = —х,2. Аналогично поступаем с другими переменными. 
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образованное к новым переменным, будет иметь вид (в случае надоб- 
ности мы меняем знаки всех членов на обратные) 

а ха-ха 0; (3) 
если же среди чисел е!, е›, ве —- два одного знака, а третье —- противо- 
положного, то мы будем иметь (изменяя, в случае надобности, нумерацию 
переменных) 

Же хо. (4) 
Итак, путем линейной однородной подстановки уравнение всякой 

нераспадающейся линии второго порядка может быть приведено к одному 
из видов (3), (4). 

Еслн ранг дискриминанта А равен двум, то одно из чисел 21, #2, 85 
в уравнении (2) равно нулю и оно может быть приведено к одному из 
видов : 

хе-Нх =0, т.е. (хх) (м — 1х) =0, (5) 
или 

2—0, т.е. (Хх) (х.—х,)==0. (6) 

В первом случае мы имеем совокупность двух мнимых сопряженных 
прямых х,-|- 1х, =0 и х, —х, ==0 с двойной точкой 1) (0, 0, 1). 
Во втором случае совокупность двух действительных прямых с двой- 
ной точкой (0, 0, 1). . 

Наконец, если ранг А равен единице, то два из чисел а, е›, е, равны 
нулю, например, в, =; ==0, в, 0; уравнение (3) принимает вид 

а =0 (7) 

и изображает всегда действительную двойную. прямую. Все точки этой 
прямой — двойные. 

Преобразование (*) можно трактовать с двух различных точек зрения. 
1°. Величины х, Хх, х, можно рассматривать, как проективные 

координаты точки (х.:, х., Хз), по отношению к некоторой системе про- 
ективных координат, которая вполне определяется коэфициентами под- 
становки (*); см. $ 189. Тогда полученный нами результат можно вы- 
разить так: путем подходящего выбора системы проективных координат, 
уравнение всякой линии второго порядка может быть приведено к ка- 
ноническому виду (2), где е;, =›, ез равны -] или нулю. В зависимо- 
сти от различных случаев мы имеем один из видов (3), (4), (5), (6), (7). 
Во всех случаях, кроме (3) и (4), т. е. кроме случая А-ЕО, мы имеем 
дело с распадающейся линией. 

27. Можно рассматривать Х., х., Хо тоже как однородные декартовы 
координаты некоторой точки /М’, отнесенной к той же системе, что и 
точка М (Хх, Хь, Хз). Тогда ($ 193) подстановка (*) определяет некото- 
рое точечное проективное преобразование плоскости (т. е. гомографию), 
и мы можем высказать следующее предложение: 

1) Действительно, прямые ж{ы, =0, х —{х, =0 пересекаются в точке 
с координатами х’ ==0, х’=0, х’ — произвольное (не 0); но мы всегда можем 

1 з 8 р 
считать ^, =1. 
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Путем подходящего гомографического преобразования плоскости 
всякая линия второго порядка может быть преэбразована в линию, 
изображаемую одним из уравнений (3)—(Т). 

В частности, всякая нераспадающаяся линия второго порядка может 
быть преобразована в одну из линий (3), (4). 

Мы можем всегла считать, что система декартовых координат, к ко- 
торой отнесены данная и преобразованная линии, — прямоугольная. Пере- 
писывая уравнения (3) и (4) в неоднородных координатах, будем иметь 
соответственно 

ху --1=0 (82) 
и „” 

жи —1=0, (ча) 
Первое уравиение не удовлетворяется, очевидно, никакими действи- 

тельными значениями х и у, т. е. изображает мнимую линию. Второе 
представляет собою уравнение окружности. Итак, мы видим, что путем 
проективного преобразования всякая действительная, нераспадающаяся 
линия второго порядка может быть обращена в окружность. Отсюда 
слелует (и это — самое существенное), что все нерасплдающиеся дей- 
ствительные линии второго порядка могут быть переведены одна в 
другую гомографическим преобразованием. 

С точки зрения проективной геометрии все линии, получающиеся 
одна из пругой таким образом, эквивалентны и, следовательно, с этой 
точки зрения, все действительные нераспадающиеся линии второго по- 
рядка — эквивалентны (таким образом, с проективной точки зрения, нет 
разницы между эллипсом, гиперболой и параболой). 

Резюмируя, можно сказать: с точки зрения проективной все линии 
второго порядка разделяются на следующие категории: 

а) нераспадающиеся линии; 
Ь) распадающиеся линии. 
В категории а) различаются две подкатегории: а;) действительные 

линии и а,) мнимые линии. 
В категории Ъ) различаются: Ъ:) совокупность двух различных пря- 

мых и Ь,) совокупность двух совпадающих прямых. Наконец, в подка- 
тегории Ь,) имеются еще два случая: Ъ,) действительные прямые и Ъ") 
мнимые сопряженные прямые. 

Замечание. Во всех случаях распадающихся линий второго по- 
рялка каноническая форма Ф’, как мы видели, может быть написана 
так (ез == 0): 

Ф' = в,х,?2 -|- врх,2; 

(при в, =0 имеем двойную прямую). На основании этого ясно, что 
двойная точка линии удовлетворяет трем уравнениям !): 

Ф, =влх, =0, Ф,==вх, ==0, Ф, ==еьх, ==0 (8): 

1) Мы видели, что при в 320 двойная точка удовлетворяет условиям 
х.=х, =0. При в‚=0 все точки линии — двойные и удовлетворяют усло- 
Вию: х, = 0, 
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(последнее сводится к тождеству 0 == 0). Но предыдущая система экви- 
валентна системе Г) Е 

Ф, =аих, Наох, -Е аизхв == 0, | 
Фр — арх: -- аъьхь -|- @зхз == 0, (9) 
Ф; — ах: -- @охь - аззхз == 0. 

Поэтому двойную точку найдем, решая эту систему. Если ранг опреде- 
лителя А равен двум, то получим одну двойную точку (как мы это ви- 
дели и раньше); если ранг равен единице, то уравнения (9) сводятся к 
одному из них,.и мы получим прямую, сплошь состоящую из двойных 
точек (это и будет наша двойная прямая). 

Условимся вообще называть двойными те точки, координаты кото- 
рых удовлетворяют системе (9). Если А-ЕО, т. е. если линия нераспа- 
дающаяся, то система (9) не имеет (ненулевого) решения. Значит, не- 
распадающаяся линия не имеет двойных точек. 

212. Определение линии второго порядка по пяти точкам. Пусть 

вах? -- 2аоху-|- ау? -|-2а,зхЁ-|- Зауё-|- аз ==0 (1) 
уравнение линии второго порядка в однородных координатах, которые мы обозначаем теперь через х, у, Е. В это уравнение входит, как видим, 
шесть постоянных коэфициентов: 411, @1о, @, @1з, а, азз. Но так как, при замене этих постоянных пропорциональными им величинами, линия не изменяется очевидно, что значение имеют не сами эти постоянные, 
а отношения пяти из них к шестой. Значит, форма и положение линии второго порядка определяются пятью постоянными. Отсюда следует, что линия второго порядка может быть, вообще говоря, определена зада. 
нием пяти условий. 

В частности, линия второго порядка, вообще говоря, вполне опреде“ ляется заданием пяти ее точек. Иными словами, если на плоскости за- даны пять точек М, (х, у, В), М, (о, У», Ь),...,Мь (хь Ув, 6), то можно, вообще говоря, найти одну и только одну линию второго по- 
рядка, проходящую через эти точки (строгую формулировку этого 
прелложения см. ниже). Действительно, если (1) есть уравнение искомой 
линии, то, выражая условие, что она проходит через данные точки, ио- 
лучим пять уравнений: 

аж: -|- Зах: у, Ч -|- ав. -- 2аву В | аззЁ =0, 
а В - азз6, == 0, 
ах: --... Е @3з6 =0, (2) 
аих--... -Н аз ==, 
аих-Е... аз =0, 

линейных и однородных относительно шести неизвестных величин 
@11›..., @зз. Эти пять уравнений дадут, вообще говоря, вполне опреде- 
ленные значения для отношений пяти из неизвестных величин к шестой, 

1) См, Добавление, 6 11. 
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Однако при известных частных расположениях данных точек сказанное 

может оказаться несправедливым. 

Если, например, четыре из данных точек расположены на одной и 

той же прямой, то, очевидно, существует бесчисленное множество линий 

второго порядка, проходящих через даиные точки: каждая из этих линий 

представляет совокупность двух прямых, одиа из которых проходит через 

четыре упомянутые точки, а вторая — произвольная прямая, проходящая 

через пятую точку. 
Если, в еще более частном случае, все пять точек расположены на 

одной и той же прямой, то тогда решение дается совокупностью двух 

прямых, из которых первая проходит через данные точки, а вторая со- 

вершенно произвольна. Нетрудно показать, что, за исключением упомя- 

нутых частных случаев, мы всегла получим вполне определенную линию 
второго порядка, т: е. что всякие 
пять различных точек плоскости, 
из которых никакие четыре не 
расположены на одной и той же 
прямой, определяют одну и только 
одну линию второго порядка, про- 
ходящую через них. 

Докажем высказанное предложе- 
ние. Известно (см. Добавление, 5 6), 
что система линейных и однород- 

ных уравнений (2) либо дает вполне 
Черт. 141. определенные значения для отноше- 

ний неизвестных 411»... › за, Либо же 

некоторые из уравнений (2) являются линейными комбинациями осталь- 

ных. В первом случае мы получим вполне определенную линию второго 

порядка. 
‚ Во втором случае по крайней мере одно из уравнений, скажем по- 

следнее, есть следствие остальных. Это значит, что всякая линия вто- 

рого порядка, проходящая через точки М:, М», М», Мь будет прохо- 

дить и через Мь. Покажем сперва, что это может быть только тогда, 

когда три из точек М, М» М., М, расположены на одной прямой. 

Действительно, предположим противное. Пара прямых М!/М. и ММ 

(черт. 141) представляет собою линию второго порядка, проходящую 

через точки М,, М», Мз, Ма; тем же свойством обладает и линия вто- 

рого порядка, состоящая из совокупности прямых М;/Мз и М»Ма. 

Но эти две линии второго порядка не имеют никаких других общих 

точек, кроме М, М», Мз, Ма; следовательно, обе они не могут прохо- 

дить одновременно через точку /Ёь, а это противоречит условию. 

Итак, пусть, например, точки М,, М», М, расположены на одной пря- 

мой. Покажем, что точка М, будет находиться на этой прямой. 

Действительно, в противном случае, мы могли бы построить линию 

второго порядка, проходящую через М, Мо, М:, М., но не через М; 

для этого достаточно взять совокупность двух прямых, одна из которых 

проходит через М,, М», Му а другая — через М,, но не через М». 

Итак, одно из уравнений (2) может быть следствием остальных только 

в том случае, если четыре из заданных точек расположены на одной и 
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той же прямой. В этом последнем случае задача имеет не одно, а бес- 
численное множество решений, как было уже сказано. 

Замечание 1. Из самого способа доказательства предложения об 
определении линии второго порядка по пяти точкам вытекает, что если 
две линии второго порядка имеют все точки общими, то коэфициенты 
их уравнений пропорциональны 1). 

Действительно, возьмем на одной из линий пять различных точек. 
Если среди них нет четырех, расположенных на одной прямой, то си- 
стема (2) даст для коэфициентов 4:1,..., @зз вполне определенные отно- 
шения. Так как коэфициенты 4',,..., @., уравнения второй линии уло- 
влетворяют той же системе, то они должны быть пропорциональны 
коэфициентам @.1,..., @3в. 

Если среди выбранных пяти точек есть четыре, расположенные на 
одной и ТОЙ же прямой, то линии распадаются на две прямых каждая, 
и тогда наше утверждение легко проверяется непосредственно. 

Замечание 2. Разумеется, все предыдущие рассуждения можно 
провести, применяя и неоднородные координаты. Но тогда, в некоторых 
случаях, могут потребоваться дополнительные рассмотрения, касающиеся 
несобственных элементов. 

Упражнение 

Построить линию второго порядка, проходящую через точки (в неодиород- 
ных координатах): 

М, (3,0), М,(—3,0), М, (0,2), М, (©, —2), М, ( УЗ ‚1 С 
Решение. Коэфициенты уравнений искомой линии определяются из системы: 

Эа:; - бал: - аз; = 0, 
Эа:1 — ба, : + азз = 0, 
Ча.» + Чазз + аз = 0, 
442 — 4азз - @зз =0, 27 = ы 

д ‘а +3 УЗа,» + а. ЗИ Зав + 2азз + азз = 0. 

Вычитая второе уравнение из первого, получим а:; = 0; вычитая же четвер- 
тое из третьего, а; =0, так что система своднтся к следующей: 

Эа; - аз: =0, 4а + азз = 0, 

277 = 
дан +3 Уз @42 -|- ао -- @зз == 0. 

Из первых двух имеем 

а А сы 
911 = —-9, 22 — — 

Подставляя эти значения в последнее, получим а, =0. Итак, окоичательно 
&13 == 419 == 423 ==0, и уравнение искомой линии примет вид (по разделении на аз) 

1 1 
я 2 Е —э5* ео 1=0 

или 
2 

1, 

1) Предложение нами уже получено иным путем ($ 209). 
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213. Пучок линий второго порядка. На основании сказанного в 
предыдущем параграфе, через всякие даниые четыре точки плоскости 
проходит бесчисленное множество линий второго порядка. Если данные 
четыре точки не расположены на одной прумой, то совокупность этих 
линий зависит от одного параметра (это будет сейчас показано) и на- 
зывается пухком линий второго порядка. 

Найдем общее уравнение линии второго порядка, принадлежащей 
пучку. Пусть ЛМ, М‚, Мз, М. — данные точки, не расположенные на 
одной прямой. Возьмем какую-либо пятую точку М’ и проведем через 
пять точек /Л,...,М, М’ кривую второго порядка Ф(х, у, В ==0. 
Затем возьмем еще какую-либо точку М”, не расположенную на кри- 
вой Ф(х, у, Й =0, и проведем опять через пять точек /М,‚, М5, Мз, 
М, М” линию второго порядка `(х, у, 9 ==0, которая будет, конечно, 
отлична от первой. Мы имеем, таким образом, две линии второго по- 
рядка, проходящие через четыре данные точки. Докажем, что всякая 
линия второго порядка, проходящая через эти же четыре точки, может 
быть представлена уравнением 

ХФ(х, у, О-ьТ (х, у, )=0, (1) 

где Хи в — постоянные, не равные одновременно нулю. 
Действительно, ясно, что (1) представляет линию второго порядка, 

проходяшую через данные четыре точки. Остается показать, что, при- 
дав ^ и р, подходящие значения, мы можем получить всякую линию второго 
порядка, проходящую через эти точки. Пусть Фу(х, у, #) =0 такая 
линия. Возьмем на ней какую-либо точку Л (хо, Ус, &), не расположен- 
ную на одной прямой с тремя из данных точек М,, М», М;, Мь, и под- 
берем параметры Х и в так, чтобы линия (1) также проходила через 
эту точку. Для этого достаточно придать Х и в такие значения, чтобы 

^Ф (хо, У» &) -]- ыр (Хо, „Ус, 1) = 0, (2) 

что, очевидно, всегда возможно. Если параметры Х и в подобраны 
указанным образом, то линия (1) проходит через те же пять точек 
Мь М5, М» Мь Ме что и линия Ф,(х, у, Й =0, и, следовательно, 
совпадает с ней. 

Уравнение (1) содержит два произвольных параметра Х и в, но ли- 
нии, представляемые этим уравнением, зависят, очевидно, только от 
отношения этих параметров, т. е. от одного параметра 

К 

При А-==0 получаем линию ЧФ =0, а при Ё==сю (т. е. при в ==0, 
л-Е0) — линию Ф =0. 

В частности, в качестве линий Ф —=0, $ —0 мы можем взять, на- 
пример, пары прямых (/М,/М,, М.М.) и (М, М:, М,М,), так что нахожде- 
ние линий Ф ==0О и У ==0 никакого труда не представляет. Таким об- 
разом, если Л =0, р==0, 4—0, и==0, где {,, Д, Л, а — линейные 
формы переменных х, у, Ь суть уравнения прямых М.М, МзМ,, М.М», 
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М.Мь, то общее уравнение линий второго порядка, проходящих через наши четыре точки, будет 

М-Н ы Л = 0, (3) ИЛИ 

Л -- АЛЛ = 0, (За) где › 

Е. (4) 

На основанин прелылущего очень легко решить задачу о нахожде- 
нии линии второго порядка, проходящей через данные пять точек: для 
этого достаточно написать общее уравнение (3). линий, проходящих че- 

Х рез четыре из данных точек, а затем подобрать отнориА фе так, 
чтобы линия проходила и через пятую точку. 

Упражнения и дополнеиия 

1. Решить задачу, приведенную в упражнении 8 212 методом, указанным в коние настоящего параграфа. 
Решение. Уравнения прямых М.М» МзМь М, Му, М.М. суть соответственно (мы применяем неоднородные координаты): 

у=0, х=0, 2х1 Зу—6=0, 2х -- Зу-+ 6 = 0, 
так что общее уравнение линий второго порядка, проходящих через точки Мь М., Му Мь будет 

№хУ в (2х - Зу — 6) (2х +- Зу- 6) =.0. 
Выражая, что предыдущая линия проходит через точку М, И 1), по- 

лучаем ^ = — 12. Мы можем взять, например, 1 =1, ^ == — 12. Подставляя эти значения, получаем уравнение искомой лииии: 

4х? -|- 9у2 — 36 = 0. 
2. Найти общее уравнение линий второго порядка, проходящих через че- тыре точки пересечения данной лииии второго порядка Ф -=0 с двумя данными 

прямыми }, =Ои В =0. 

Ответ. ХФ | рА = 0. 

3. Найти общее уравнение линий второго порядка, проходящих через две точки пересечения линии второго порядка Ф == 0 с прямою й=0. 
Ответ. ХФ 1 ДР = 0, где х— произвольиая постоянная, а Х, — произвольная лииейная форма, т. е. = ах Фу-{ СЁ где а, В, с — произвольные числа. Мы видим, что наша линия зависит от трех произвольных параметров (отношений трех из величин >», а, В, ск четвертой). 

214. Теорема Паскаля. Как мы видели, кривая второго порядка 
вполне определяется любыми своими пятью точками, при условии, что 
никакие четыре из них не коллинеарны. Следовательно, любая шестая 
точка кривой должна быть связана с пятью данными точками опреде- 
ленным соотношением. Геометрическое содержание этого соотношения 
дается следующей теоремой Паскаля: точки пересещения противополож- 
ных сторон шестиугольника, вписанного в линию второго порядка, 
расположены на одной прямой. Разъясним сперва содержание теоремы. 
Пусть М., М5, М. М М, М — шесть различных точек, взятых на 
данной линии второго порядка. (Соединим их последовательно (в том 
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порядке, как они написаны) прямыми. Мы получим шестиугольник со 

стороиами М, М» М.М», М.М М.М, МьыМе, МьМ.. (Если бы мы сое- 

диняли точки в иной последовательности, мы получили бы другой ше- 

стиугольник; теорема применима к любому из них.) Обозначим стороны 

в той последовательности, как они написаны, следующим образом 

(черт. 142): : 

Л» Л» Л» 8 85 83. 

Стороны {и 51, 2 И 8», № и в называются противоположными. Тео-*` 

рема Паскаля утверждает, что точки (Л =), (№ =), (883) расположены 

} на одной прямой; мы обозначаем сим- 

волом (15) точку пересечения прямых 

Ги 5. . 
Для большей ясности мы проведем 

доказательство теоремы, считая, что 
данная линия не распадающаяся и что, 
следовательно, никакие три из вершин 
М, ,..., № не коллинеарны, хотя легко 
провести доказательство и в общем 
случае. | 

Проведем вспомогательную прямую $ 
через точки (№51) и (23 Л,). Мы полу- 
чим два четырехугольника со сторо- 

нами Л, №, №» фи 81, 86а 83 Ф, В0- 
круг каждого из которых описана наша 
кривая второго порядка. 

Будем, для большей наглядности, 

Черт. 142. обозначать левые части уравнений пря- 
мых /, ит. д. теми же буквами, 

что и сами прямые (так что уравнение прямой Х, будет ], ==0 ит. д.). 

На основании сказанного в предыдущем параграфе, уравнение нашей 

линии второго порядка можно написать в любом из следующих двух 

видов: 

ВВ-Е № ==0 и вв ==0, 

где Х и р-— подходящим образом подобранные числа Г). Так как оба эти 

уравнения представляют одну и ту же линию второго порядка, мы ДОЛЖНЫ 

иметь тождество 
аз ввьф == У (ДА ++ №), 

где у— некоторый постоянный множитель. 

Не нарушая общности, можно считать у == 1, ибо множитель у можно 

включить в коэфициенты линейных функций Д и №. Итак, мы имеем 

тождество 

8188 + 682$ = -Н Лех, 

8158 — ЛВ = $0 —182). (1) 
откуда 

1) Здесь Х и в обозначают то, что в предыдущем параграфе было обозна- 

чено через ^. 
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Уравнение ©()/, — ив>) =0 представляет собою пару прямых, из 
которых одна есть $; обозначим другую через $’. Эта последняя пря- 
мая, очевидно, проходит через точку (1, в) 1). Уравнение бд. — ДА =0 
изображает ту же пару прямых, что и предыдущее, в силу тождества (1). 
Эта пара прямых проходит, очевидно, через точки (м Л), (вз №3), (в. Л), 
(3/71). Последние две расположены на прямой $; первые две на ней, оче- 
видно, не расположены ?) и, следовательно, расположены на прямой Ф', 
которая содержит и точку (№ в,). Таким образом точки (5, Л), (22 Ё), 
(23/3) расположены на одной прямой $’, а это и требовалось доказать. 

Теорема Паскаля дает возможность построить при помощи одной 
только линейки любое количество точек линии второго порядка, если 
заданы пять ее точек; предоставляем показать это читателю. 

215. Образование лииий второго порядка проективными пучками. 
Локажем еще следующее предложение, которое, так же как и теорема 
Паскаля, может служить для чисто проективного определения линий вто- 
рого порядка. 

Пусть Е и С — две точки линии второго порядка Г (черт. 143). Рас- 
смотрим пучки прямых с центрами Ри С и приведем в соответствие 
те прямые ] и г этих пучков, которые проходят через одну и ту же 
точку М линии Г. Полученное, таким образом, соответствие пунков — 
проективное. Обратно, точки пересечения соответствующих прямых 
двух проективных пучков образуют линию второго порядка, прохо- 
дящуо через центры пучков. 

Пусть, в самом деле, Г’, /” — две прямые пер- 
вого пучка, а 8’, 5” — соответствующие прямые 
второго. Так как наша кривая проходит через 
точки пересечения пары прямых /”, 2” с парою 
8', /', то ее уравнение можно представить в виде 

Рв" ке, р} } ны 0 

где А — некоторое число, или, включая # в одну 
из линейных функций /", ©’—в виде 

Ра "в" = 0 (1) 

или еще р. 
гг м 

7 = Е, : (1а) Черт. 143. 

Итак, координаты всякой точки нашей линии удовлетворяют уравнению (1а). 
Пусть теперь /— какая-либо прямая первого пучка, а г — соответ- 

ствующая прямая второго. Уравнения этих прямых будут соответственно 

М =0 и в" =0, (2) 
где \ и р — некоторые числа. 

1) Ибо уравнение этой прямой $" = Х/, — вв, = 0. 
2) Точка (51 7.) может находиться на $ только тогда, когда 21 или }\ (или обе 

вместе) сливаются с $. Но тогда одна из точек М. или М» (или обе вместе) 
должна находиться на $, т. е. на одной прямой с М, и М, что противоречит 
условию. 

Н. И. Мусхелишвили. 1946 24 
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Эти прямые имеют общую точку М, расположенную на данной ли- 

ини; подставляя координаты этой точки в (2) и принимая во внима- 

ние (1а), получаем 
=. 

Итак, для соответствующих прямых наших пучков имеем =», а 

отсюда и следует, что соответствие — проективное ($ 186). 

Обратно, пусть мы имеем два пучка (2), приведенных в проективное 

соответствие. Мы всегда можем считать ($ 186), что это проективное 

соответствие выражается равенством ==. Следовательно, соответ- 

ствующие прямые двух пучков будут иметь уравнения: 

Г == т 2’ Аа 2" 

с одним и тем же Х. Координаты точки пересечения этих прямых уло- 

влетворяют обоим предыдущим уравнениям. Исключая }, получаем {1а) 

или (1), откуда видно, что точки пересечения соответствующих прямых 

образуют линию второго порядка (1); эта линия, очевидно, проходит 

через точки С и Р. 

П. ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ЛИНИИ ВТОРОГО ПОРЯДКА С ПРЯМОЮ. 

КАСАТЕЛЬНАЯ 

216. Уравнение, определяющее пересечение линии второго по- 

рядка с прямою в однородных координатах. Одним из главнейших 

способов изучения свойств линий второго порядка является рассмотрение 

ее пересечения с прямыми. Мы уже несколько раз имели случай касаться 

вопроса о пересечении алгебраических линий, в частности второго по- 

рядка, с прямою. 
Рассмотрим теперь этот вопрос более подробно и начнем с вывода 

весьма простого и симметричного уравнения, определяющего точки пере- 

сечения данной линии второго порядка с прямою. 

Пусть дана линия второго порядка уравнением в однородных коор- 

динатах 

Ф (хи, >, хз) = 0, (1) 

где по принятым нами обозначениям ($ 208) 

= 2 2 
Ф(хь х» жд) = ам аж, -Назх 2азжхз-Г 

{+ 2азвхьх, -[- @взхЗ- (2) 

Пусть, далее, дана некоторая прямая; будем считать ее заданной 

параметрически 

же -ьх, чад Ньх, ж-Аа-Нья, = 8) 
где хи, Х„, Хи Х,, Хо, хз — две какие-либо различные точки данной 

прямой. 

Подставляя выражения (3) в уравнение (1) и принимая во внимание 

формулу (11) $ 208, легко получим уравнение 
` 

Аа (хз д -- ни о; х")-Ньй@ ("; х") = 0, (4) 
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где, согласно обозначениям 5 208, 

а 
7 г г р: # Га : г и 7 га ; =, Ф, » х» х.)--х. Ф. (хь х», х.) ти хз Ф,(х, х» ‚жа = 

и р. ‚ 1 

=, (аи. -- а, -- @;3%3) - х. (ах, хе а„х,-ах.)-- 
” |4 

- хз (ах, Нах, ах), (5) 

а 9(х'; х)=Ф(х, хь, хз) получается из @(х'; х’), если заменить 

х1, х, хз на х»хь ху аналогично для © (х”; х"). 

Уравнение (4) определяет отношение 
А 

й=—; 

а именно, разделяя уравнение (4) на 52, получим уравнение для опреде- 
ления Я: 

129 (х'; х') 5210 (х'’; х)-- 8 (х"; х’) = 0. (да) 

Если все три коэфициента этого квадратного уравнения равны нулю, 
то оно обращается в тождество и, следовательно, рассматриваемая прямая 
целиком принадлежит нашей линии (это может быть только тогда, когда 
линия распадающаяся). Исключая этот случай, мы можем всегда считать, 
что ® (х’; х’)-Е 0, т. е. что точка (х, х», хз) не расположена на рас- 

сматриваемой линии 1). Тогда решения уравнения (4а) будут даны фор- 
мулой 

5—2 9 27) Е У; м) 9х9 (и; м) (6) е (с; х’) у 
Таким образом мы имеем две точки пересечения (действительные, 

мнимые; различные или совпадающие): 
217. Касательная к линии второго порядка. Прямая А называется 

касательной к данной линии второго порядка Г, если обе точки пере- 
сечения А с Г совпадают. Точка, в которой совпадают точки пересе- 

чения, называется мочкой касания. 
Найдем уравнение касательной к данной линии Г второго порядка 

Ф(х,, А» хз) =0 (1) 

в данной ее точке Л. Обозначим через у, У2, у, координаты этой 

точки касания; по условию, точка М, принадлежит данной кривой, так 
что 

Ф(ул, уз, Уз) = 0. 

Пусть М(х1, хо, хз) какая-либо другая (произвольная) точка искомой 
касательной (черт. 144). Для того чтобы найти уравнение, которому 
должны удовлетворять координаты точки М (это и будет уравнением 
касательной), выразим, что две точки пересечения прямой ММ с ли- 
нией Г совпадают. Применим с этой целью уравнение (4а) предыдущего 
параграфа, взяв в качестве точки (Хх, Х», х.) точку М(х,, х„, х,), а 

в качестве точки (ху, х, х.) — точку Мь(у, У» У). 

1) Это предположение не существенно. Только при 9(х'; х’) =0 непри- 
менима формула (6). 

% 
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Так как, по условию, 8 (у; у) =Ф(у1; у», уз) ==0, то упомянутое 
уравнение примет вид 

179 (х; Х)-- 218 (х; у)=0. (*) 
Оно имеет один из корней й=—=0, как и следовало ожидать (ибо 

| —=0 соответствует точке М). Для того чтобы и второй корень был 
равен нулю, очевидно, необходимо и достаточно, чтобы 8 (х; у} =0. 

Итак, уравнение касательной в точке № (у1, У», уз) имеет вид 

(х, х»› Хз Ув У», Уз) =0, (2) 
или, подробнее, 

х.Ф, (у1, У» Уз) х2Фь (у, 2, Уз) + хзФз (у, У» у)=0, (3) 

где, согласно принятым в & 208 обозначениям, Ф,, Ф,, Ф, суть поло- 
вины частных производных от Ф (у1, у», Уз) соответственно пб у/, Уз» Уз- 

Поэтому уравнение (3) можно переписать и так: 

9Ф 9Ф 9Ф а 
3 су, Ро Роу — 6; (3) 

последнее уравнение отличается от (3) только 
постоянным множителем 2. 

В предыдущих уравнениях у1, У», уз — по- 
стоянные (координаты точки касания), а х;, хо, 
х, —текущие координаты. 

Уравнение (3) изображает вполне определен- 
ную прямую, за исключением того случая, 
когда одновременно 

Ф, (у, У», Уз) = Ф> (у, Уз Уз) == 
Черт. 144. =Ф, ( У» У Уз) —0. (4) 

Но это может быть только тогда, когда Г — распадающаяся линия, а 
М, (у, у», Уз) — ее двойная точка ($ 211, замечание). 

Итак, через каждую точку М, линии Г можно провести одну и 
только одну касательную к ней. Исключение представляет только тот 
случай, когла Г — распадающаяся линия и М, — двойная ее точка. 

В этом последнем случае „касательной“ можно считать всякую прямую, 
проходящую через эту точку, ибо такая прямая пересекает линию в двух 
совпадающих точках. Легко видеть, что если точка М, взята на одной 
‚из прямых, на которые распадается Г (но не на их пересечении), то 
касательная совпадает с этой, прямой. 

На практике часто удобнее писать уравнение касательной в неодно- 
родных координатах. Мы получим это уравнение, положив в (3) х, =х, 
№ ==у, Хз =1, У =, У,==У, уз==1, что дает, при обозначениях 
$ 208, уравнение 

ХФ, (хо, У, П--УФ, (ж, у, И-- $, (ж, У» =0. (5) 

Этому уравнению можно придать несколько иной вид. А именно, при- 
нимая во внимание, что точка М(хь, У) находится на нашей линии, 
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будем иметь: Р (ху, Уз) == Ф (хо, Ус, 1) =0 и тождество (7а) $ 208 дает 

хо: (м, У, ПН УФ, (хь Уз, 1) -Н Фь(хь У, 1) =0. #) 

Вычитая (**) из (5), получим уравнение касательной в виде 

(х— ж) Ф, (хо, Ус, 1) о—х) Ф, (хо, Ус, 1) = 0, (6) 

или еще (см. обозначения $ 208) 

дЕ » „УГ, 9 › „70, (уф) 0. (6а) 
218. Касательная, как предел секущей. Приведенное выше чисто 

алгебраическое определение касательной было, нами дано применительно 

к линиям второго порядка. Его легко можно обобщить на алгебраи- 
ческие линии любого порядка (а так- 
же на так называемые „аналитиче- 
ские“ линии). Мы на этом обобще- 
нии останавливаться не станем, а 

приведем определение касательной, 
которое обычно дается в диферен- 
циальной геометрии и применимо ко 
всяким линиям. Г. 

Мы увидим, что это определение, ы 
примененное к линии второго по- Черт. 145. 
рядка, приводит к тому же резуль- 
тату, что и первоначально данное (если исключить один частный слу- 
чай, который будет особо оговорен). 

Пусть дана некоторая линия и пусть М и /М, — две какие-либо ее 
точки, а А, — прямая („секущая“), проходяшая через эти точки (черт. 145). 
Вообразим теперь, что точка /М, остается неподвижной, а точка М, 
стремится к Мь, оставаясь все время на линии. //рямая А, являющаяся 
предельным положением секущей А; при стремлении М, к Ме, назы- 
вается касательной к данной линии в точке Му. 

Разумеется, может случиться, что при приближении М, к М, секущая 
А; не стремится к определенному предельному положению; тогда говорят, 
что данная линия не имеет касательной в точке /\. 

Предыдущее определение касательной применимо не только к плоским 
линиям, но и к пространственным !). 

Ограничиваясь случаем плоских линий, постараемся выяснить, при 
каких условиях мы можем утверждать, что данная линия имеет каса- 
тельную в данной точке, и как ее определить. 

Пусть 

Е(х, Уу=0 (1) 

есть уравнение рассматриваемой линии на плоскости в неоднородных 

декартовых координатах. 
Мы будем считать, что функция Р(х, у) не только непрерывна, но 

1) Читатель, не знакомый с основами диференциального исчисления, может 

опустить остальную часть этого параграфа. 



374 Гл. УШ. ПРОЕКТИВНЫЕ СВОЙСТВА ЛИНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА [$ 218 

и имеет непрерывные частные производные первого порядка в некоторой 

области изменения х и у, которую только и будем рассматривать. 

Пусть (ху, Уо) некоторая точка линии (1). Если хоть одна из частных 

производных сх, ‘оу ОТЛИЧНа от нуля в точке (хо, Ус), то эта точка 

называется обыкновенной точкой рассматриваемой линии; если же 

ЭР (хо, У) __ ОЕ (Хе, Ус) 
Бо о и = 0, 

9% ду 

то точка (х., Уз) называется особенной. 

Мы будем в дальнейшем считать, что (хо, Уо) обыкновенная точка 

нашей линии, так что в этой точке по крайней мере одна из величин 

Е 0Е 

9х? ду 
о На основании известной теоремы о неявных функциях, соотно- 
шение (1) определяет у как однозначную функцию от х 

у=/ (>), (2) 

при условии рассматривать только такие точки (х, У), которые доста- 
точно близки к точке (ху, Уз). При этом функция /(х) имеет вполне 
определенную производную, непрерывную в окрестности значения 
Хх =». 

От уравнения (2) легко перейти к параметрическому представлению 
нашей линии, положив, например, | 

х=Ь у=р(®. (3) 

Для большей общности, мы можем положить х =, (1), где $, (В) — 
произвольная функция от & тогда будем иметь 

у = 1 [$1 (5] = $2(9. 

Это было сказано нами еще в 5 81; здесь, однако, мы сделаем суще- 
ственное дополнение. А именно, мы заметим, что если (х‹, Уз) — обыкно- 
венная точка нашей линии, то параметрическое ее представление 1 

Х=ч @, у= (0 4) 
можно выбрать так, что для значений параметра Ё в некотором доста- 
точно малом промежутке &—й, &К--№, где &— значение параметра, 
которому соответствует точка (х, Уз), обе функции © (Ё) и $. (1) одно- 
значны и имеют непрерывные производные, причем по крайней мере 
олна из этих производных нигде в этом промежутке не обращается 
в нуль. 

Действительно, для этого достаточно в качестве функции $, (В вы- 
брать любую функцию, такую, что Ф(К) = хо, и имеющую производную 
непрерывную и не обращающуюся в нуль в данном промежутке. Тогда. 
и ф2 (# =/Л [$1 (6]] будет иметь непрерывную производную (в достаточно 
малом промежутке & —#', &--1’), ибо мы знаем, что функция #(х) 
имеет непрерывную производную. 

9Е 
отлична от нуля. Будем, например, считать, что в 
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Наше рассуждение было основано на предположении, что 

9Е Е (хо, Хо, Ус) 
0. 

№ ы 

дЕ (ль ое кз 
9 

же результат, ВЕ ролями х и у, $, 0. и 92 (0. 
Если функции $, (0 и $2(0) обладают указанным свойством, мы 

будем говорить, что формулы (4) дают нормальное параметрическое 
представление линии в окрестностн точки (хо, Ус). Существенным свой- 
ством нормального представления является то, что каждому значению 
параметра # (вблизи значения &) соответствует одна определенная точка 
линии, и, обратно, каждой точке (х, у) линии, находящейся в окрест- 
ности точки (хо, Ус), соответствует одно определенное значение пара- 
метра (вблизи значения &). Первое утверждение следуег из однознач- 
ности функций Ф, и $». Второе утвержденне также легко доказать: по 
условию, по крайней мере одна из производных ф, или ‹, отлична 
от 0 (вблизи значения #=&). Пусть, например, ©, (#520. Тогда, на 
основании теоремы о неявных функциях, соотношение х ==, (1) при 
данном х (близком к хо) дает одно, вполне определенное значение для &. 

Перейдем теперь к нахождению касательной в точке (х, Уз). Мы 
увидим, что при принятых предположениях касательная всегда существует. 

Действительно, пусть $ и & — значения параметра Е, соответствующие 
точкам М и М,. Координаты (ху, Ус) и (хи, у!) этих точек даются 
формулами: 

Жо = $1 (&), Уо == (4); ==: (В), у, == Фа (В). 

В качестве векзора направления прямой А;, проходящей через Му и М,, 
может быть взят вектор (х, — Хо, У—У) или любой вектор, ему па. 
раллельный, например, вектор (Х, 7), где 

` Если == 0, то, по условию, 0-0, и мы 1 Получим тот 

ХЕ ЯМ — № у— 2. 
п в ь ? 

мы возьмем именно последний вектор. При &, стремящемся к &, вели- 

чины Хи У стремятся к определенным пределам Ху, Ух, а именно: 

= 1 1 (0) __ 

ш. 1 о 

Вектор (Хь, из) отличен от нуля, ибо, по условию, по крайней мере 
одна из величин $, (&), $. (&) не равна нулю. Значит, этот вектор имеет 

определенное направление. Из сказанного следует, что прямая А, стре- 
мится при & —>& к вполне определенной прямой А, проходящей через 

Мн имеющей вектором направления (Хо У). Значит, касательная 
существует, и уравнение ее будет 

х—Ух_ У (5) 
ХХ “^ № 

ры ху» (6) х у’ 

о о 
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ах , , а АЕ м Здесь ху и у, обозначают значения производных х’ = ? У = ар При 

значении параметра г=—&, соответствующем точке касания М. 
Если линия задана уравнением в явном виде (2), то можно взять 

х=ь у=/(О; тогда булет 

Х=Ь у=л (9, = =Л(), 
и уравнение касательной (6) может быть написано так: 

У— 0 ==Л (х) (х —хо). (7) 

Если линия задана уравнением в общем виде, то для вывода урав- 
иения касательной нет необходимости фактически переходить к пара- 
метрическому представлению; достаточно знать, что такое представление 
возможно. Представим себе, что в уравнении линии 

Е(х, у)==0 
на место х и у подставлены их выражения через параметр 2 Тогда 
предыдущее уравнение обратится в тождество. Диференцируя его (по 
правилу диференцирования сложной функции), получим 

дЕ (х, у) ах | 9Е(х,у) ау __ 

0х г: ду о 3 

откуда, подставляя на место # значение &, 

ЭР (хо, Ус) 7 ОР (хо, Уз) а 

9х мог ду 0: 

т д Так как, по условию, по крайней мере одна из величин ты ВЕ от- 
[0 ду 

лична от нуля, то предыдущее соотношение вполне определяет отношение 

величин ху и У,. Подставляя на место Х» Уи пропорциональные им [на 
основании (6)] величины х—х,, у— ус, получим уравнение касательной 
в виде . 

Е (хе, Ул) дЕ (хе, У.) о а. г а =0. (8) 

Если, в частности, Р(х, у) — полином второй степени, то рассматри- 
ваемая линия — второго порядка; особенную точку эта линия может 
иметь только в том случае, когда она распадается на две прямые; осо- 
бенной точкой является пересечение этих прямых, т. е. двойная точка. 

Е 1» У) 0 ЭР (хо, Уб) 

9х0 ь ду 
— Ф2 (Жо, Ус». 1), то, на основании формулы {<*) предыдущего параграфа, 
и Ф. (хо, Уз, 1) =0. 

Значит, в этом случае 

Ф, (хо, Ус» 1) =0, Ф, (хо, Ус» 0 =0, Ф; (хо, Уо» 1=0 

а отсюда и следует наше утверждение 1), 

Действительно, если = 0, т. е. если Ф, (ху, уз, 1)= 

1) См, предыдущий параграф, 
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Если исключить случай, когда (х‹, Уо) — особенная точка, то, как мы видим, определение касательной, данное в этом параграфе, приводит к тому же результату, что и определение, данное раньше. 
Мы не останавливаемся на вопросе о касательных в особенных точках. 
Замечание. В случае пространственной линии, заданной параме- 

трически, 

х=—9, (1), Уу==% (2), 2 — (9, 

где $1, Ф» Фз— однозначные функции, имеющие непрерывные произ- водные в некотором промежутке, причем по крайней мере одна из этих производных отлична от нуля, касательная существует и дана уравне- 
нием 

т =- = т а 

х, у’ Е 

4% _У— * — 20 (9) 

о о 

Для доказательства достаточио почти буквально повторить рассуждения 
этого параграфа. , 

Ш. ПОЛЮС И ПОЛЯРА. ТАНГЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 

219. Проведение касательной из заданной точки плоскости. 
Полюс и поляра. Поставим себе следующую задачу: дана произвольная точка №(у:, У», Уз) на плоскости; провести 
через нее касательную к данной линии второ- 
го порядка Г. 

Пусть 

Ф(хь хь хз) =0 (1) 
уравнение линии Г, которую мы будем в даль- 
нейшем (если противное не оговорено) считать 
нераспадающейся 1), и пусть М\(ху, х» х.) 
точка касания (пока неизвестна) одной из 
касательных, проведенных через данную, точ- 
ку М ккривой Г (черт. 146). Уравнение ка- 
сательной в /М’ имеет вид 

Черт. 146. 

а ай , , З(х, ^» Хз; ^, х., х.) = 0, 

где х, х„ х. — постоянные, а Хх, Хх» Х;—- текущие координаты. Для 
того чтобы эта прямая удовлетворяла условиям задачи, она должна про- ходить через точку М№(у:, у, у). Выразив это условие, получим 

х 7: : г 

о (Ур У Уз Хр» Хо хз) — 0. 

Итак, координаты точки касания М’ (>, у х.) должны удовлетворять 
предыдущему уравнению и уравнению Фр) =0, выражающему, 
что точка М” находится на линии Г. 

Отбрасывая, для упрощения письма, штрихи, видим, что координаты 

1) Случай распадающейся линии не представляет интереса с точки зрения рещения поставленной Задачи, ибо решение в этом Случае очевидно. 
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х., Хо, хз искомой точки касания удовлетворяют двум уравнениям: урав- 
нению (1) и уравнению (у, у», уз; хи, хо, Хх.) =0, или, подробнее, 

1, (у1, У» Уз) -|- х2Ф. (У, У» Уз) -- хзФз (ул, Уз, Уз) =0. (2) 

Если будем теперь рассматривать Х;, Х., Хз в предыдущем уравнении, 
как текущие координаты, то увидим, что искомая точка касания нахо- 
дится на пересечении прямой (2) с линией Г. 

Эта прямая 1) (2) пересекает Г в двух точках Ми М” (действи- 
тельных, мнимых, различных или совпадающих} и каждая из этих точек 
удовлетворяет, очевидно, условию задачи. 

Итак, для решения поставленной задачи достаточно найти точки 
М, М“ пересечения прямой (2) с линией Г и провести через эти точки 
касательные к ней. Эту же последнюю задачу мы решать умеем. 

Мы видим, что из заданной произвольной точки плоскости можно 
провести две и только две касательные к данной лннии второго порядка 
(действительные, мнимые, различные или совпадающие). 

Прямая (2) всегда действительная, если точка М — действительная, 
называется полярой *) точки № относительной кривой Г; точка же № 
называется полюсом прямой (2) относительно Г. 

Перепишем уравнение (2) так: 

иж их. их, == 0, (22) 
где 

и, =: (у У», уз) == ау, -|- 4123 - аз» | 

из — ы (у1» У», Уз) == ал, Е @з у? | (3) 
Фз (у, м», У = — @311 -- аз2 У› @зз Уз- ) 

Величины и, и, и, суть (однородные) координаты прямой (2), т. е. 
координаты поляры точки М№(у., Уг, Уз). Так как, по предположению, 
линия Г нераспадающаяся, то определитель 

а: @12 @1з 

А = @51 @о5 @2з 

@з1 @з2 @зз 

отличен от нуля и система (3) разрешима относительно у, У» Уз: 

У =Внщ НЕ Бои Е узи, | 

Уз би, -|- б22и> ге 6. | (4) 
Уз == были, | бл | 

где 
Аз Ая 

ее бе © (5) 

1) Это вполне определенная прямая, ибо коэфнциенты у авнения (2) не 
могут быть равны нулю одновременно, так как, по предположению, линия Г— 
нераспадающаяся. 

2) Обратим внимание ина то, что уравнение поляры формально имеет тот же 
вид, что уравнение касательной; только в уравневии поляры У:› У», уз обозна- 
чают координаты произвольной точки, а не обязательно точки, расположенной 
на Г. 
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и где А, — алгебраическое дополнение элемента а, в определителе 1) А. 
Из (4) следует, что каждой прямой А (и, и», из) плоскости отвечает 

‚вполне определенный полюс М(у/, у., Уз), т. е. точка, полярой которой 
она является. 

„ Выясним теперь важный вопрос: когда полюс расположен на своей 
` поляре. 

Если точка М№М(у,, У», Уз) расположена на своей поляре, то эта точка 
принадлежит самой линии Г и поляра обращается в касательную к Г 
в точке №. Действительно, если точка № находится на поляре (2), то 
‘ее координаты должны удовлетворять уравнению (2), откуда следует 

у. (ул, Уз, Уз) К У.ФЬ Ол, У» Уз) -- У3Фз О» Уз» Уз) = 
—=Ф(ул, у, Уз) =0; 

следовательно, точка М принадлежит Г. Тогда уравнение (2) есть, оче- 
видно, уравнение касательной к Г в точке №. 

Обратно, если № принадлежит Г, то она расположена на своей по- 
ляре, которая в этом случае обра- 
щается в касательную в точке №; 
это непосредственно следует из урав- 
нения (2) поляры точки №. 

Так как у данной прямой имеется 
только один полюс, то очевидно, 
что полюсом всякой касательной к Г 

’ является точка касания. 
Мы видели выше, что из данной 

точки можно провести две каса- 
тельные к данной линии второго 

. порядка; эти касательные могут быть 
и совпадающими. На основании толь- Черт. 147. 

ко что сказанного, последнее будет 
иметь место тогда и только тогда, когда точка № находится на самой 
линии Г. Действительно, в этом случае точки М’ и М” должны совпа- 
дать, т. е. поляра точки М должна обратиться в касательную кГ. 

Если касательные, проведенные из данной точки М кГ, — различные 
и мнимые, то точка /М называется внутренней точкой относительно Г; 
если же касательные различные и действительные, то точка называется 
внешней. Мы видели, что если обе касательные совпадают, то точка на- 
ходится на самой линии Г. 

220. Другое определение полюса и поляры. Сопряженные точки. 
Наиболее важные свойства полюса и поляры легче всего вытекают из 
другого их определения, которое будет сейчас приведено. Начнем с вве- 
дения понятия сопряженных точек относительно данной линии Г вто- 
рого порядка. 

Две точки М и № называются сопряженными относительно линии 
второго порядка Г, если эти точки гармонически сопряжены относительно 
точек Ди В пересечения прямой ММ с Г (черт. 147), т. е. если 

(М, М, А, В =—1. 

1) Ау. Аць так как япределитель А — симметричный, т. е, а = ау. 
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На всякой прямой 8, пересекающей Г в двух различных (действи- 
тельных или мнимых) точках, имеется бесчисленное множество пар сопря- 
женных точек: каждой точке прямой соответствует вполне определенная 
сопряженная. Это соответствие есть инволюция ($5 188), двойными точ- 
ками которой являются точки А, В пересечения 6 с Г. 

Найдем соотношение, связывающее координаты двух сопряженных 
точек М(хл, хь, хз) и №М(у1, Ус, Уз). Для этого составим уравнение, 
определяющее точки пересечения А, В прямой ММ с линией Г, опре- 
деляемой уравнением 

Ф (>, Хэ хз) — 0. 

у Га : 

Применяя. обозначения $ 216 (здесь роль ха, х2, хз булут исполнять 
и и и" 

м, Х» хь а роль хи, хо, хз — соответственно У;, у», Уз), будем иметь 

Ро (х; х-- 219 (х; УЕ (у; у=0. 
Двум корням Й, и Й› этого уравнения и соответствуют две точки 

пересечения А и В. Для того чтобы две пары (М, №) и (А, В) разде- 
ляли друг друга гармонически, необходимо и достаточно !) ($ 184, заме- 
чание), чтобы й, =—й, или й, |-й› =0, а это значит, что в преды- 
дущем уравнении средней коэфициент равен нулю, т. е. 

8(х; у) =0. (1) 

Это и есть соотношение, связывающее координаты двух сопряжен- 
ных точек ЛМ, №. Оно симметрично относительно обеих точек М, М, 
ибо 9 (х; у) = (у; х). 

Возьмем теперь на плоскости какую-либо неподвижную точку 
№(у, Уз» Уз) и найдем геометрическое место точек М(х., Хз, хз), 
сопряженных с ней по отношению к Г. Это геометрическое место будет, 
очевидно, дано уравнением 9 (х; -у)=0, или, подробнее, 

1 Ф! (у, У» ух Ф, (Уь, У» Уз) Е хз Ф: (уь У» Уз) =0, (2) 

где у, у», Уз — постоянные, а х!, х,, хз— текущие координаты. Мы 
видим, что искомое геометрическое место есть прямая. Она и называется 
полярой точки № относительно линии Г. 

Уравнение (2) этого параграфа совпадает с уравнением (2) предыду- 
щего, и, следовательно, оба определения поляры — эквивалентны. 

Точка Л есть полюс прямой (2) относительно Г. 
На основании сказанного очевидно, что соотнощение (1) выражает 

следующее: точка /М находится на поляре точки № и точка № находится 
на поляре точки М. Поэтому сопряженные точки можно характеризовать 
так: точки М и № сопряжены относительно Г, если каждая из них рас- 
положена на поляре другой. Достаточно, очевидно, чтобы, например, 

точка М находнлась на поляре точки № из этого уже вытекает, что и 
точка № расположена на поляре точки М. Это — непосредственное след- 
ствие того, что 9 (х; у) = (у; х). 

Замечание. Определение поляры применимо и к случаю, когда 

1) Параметр Йй можно, как мы знаем ($ 184), рассматривать как проектив- 
ную коордивату на прямой ММ, при основных точках и М. 
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Г — распадающаяся линия второго порядка. Только в этом случае соот- ветствие между полюсом и полярой не будет обратимо однозначным, Читателю предлагается доказать следующее. Пусть Г распадается на две различные прямые 6’, 6”, пересекающиеся в некоторой точке О. Тогда поляра А всякой точки №, отличной от О, — вполне определенная прямая, проходящая через О. Прямые А и ОМ гармонически сопряжены относительно прямых 5’иб”. Поляра точки О — неопределенная прямая. 
Всякая прямая А, проходящая через О, имеет бесчисленное множество полюсов; геометрическое место этих полюсов есть прямая Л’, проходящая через О, гармонически сопряженная с Д по отношению к и 6". 

Полюс всякой прямой, неё проходящей через О, есть точка О. 
Все это можно доказать, исходя из определения поляры, данного ‚В этом параграфе, или принимая за ее определение уравнение (2) пре- 

дыдущего параграфа. 
Случай, когда Г есть совокупность двух совпадающих прямых, пре- 

доставляем рассмотреть читателю. 
221. Полярность, определяемая линией второго порядка. Пусть попрежнему 

Ф (*,, Х» хз) —0 (1) 

— уравнение нераспадающейся линии второго порядка Г. Мы видели, что эта линия приводит в соответствие каждой точке М(х,, х», х;) — полюсу — вполне определенную прямую А(и, и», из) —поляру—и обратно; соотношения, связывающие координаты полюса и поляры, имеют вид ($ 219) 

и: = ах, аж -|-аазхь, 
из — ах, | ах, -|- ав, (2) 
Из — @злх, -- эх» -{- зв, 

решение которых относительно Х!, хо, х, дает 

= Ви, бои, би, 
Жо == би, | бури -- Вьви, (3) 
Хз == Вали, -|- узи, -- базив» 

где. попрежнему 
р 

В) == = . 

Соответствие (2) или (3) между точками и прямыми на плоскости 
есть частный вид корреляции (взаимности) между двумя совмещенными 
плоскостями ($ 194); этот частный вид характеризуется тем, что таблица 
коэфициентов подстановки (2), а следовательно и (3), — симметричная. 

Такая корреляция называется полярностью. Если дана полярность, 
т. е. корреляция (2) с произвольной симметричной таблицей !), то всегда 
существует линия второго порядка, определяющая эту полярность: 
уравнение этой линии есть (1), если под Ф(х,, Хх» Хз) подразумевать 
квадратичную форму с коэфициентом а, 

1) Подразумевается, что ее определитель отличеи от иуля. 
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Характерной геометрической особенностью полярностей, выцеляющей 

их среди корреляций общего вида, заключается в свойстве, которое было 

указано в конце предыдущего параграфа, а именно: если точка М нахо- 

дится на поляре точки №, то и точка № находится на поляре точки М. 

Из указанного свойства вытекает, в частности, что если прямая А’ 

вращается вокруг точки М, то полюс М” прямой Д’ описывает поляру А 

точки М, и что если точка М пробегает некоторую прямую А’, то 

поляра Д точки М вращается вокруг полюса /М’ прямой д’. 

Иными словами, геометрическое место полюсов прямых пучка с цен- 

тром М есть прямолинейный ряд, расположенный на поляре А точки М; 

геометрическое место поляр точек прямолинейного ряда, расположенного , 

на прямой АД, есть пучок с центром в полюсе М прямой ДА. 
Из общих свойств корреляции ($ 194) вытекает, что упомянутые 

прямолинейные ряды и пучки — проективны. 

222. Автополярный треугольник. Можно построить бесчисленное 

множество треугольников, обладающих тем свойством, что каждая его 
вершина является полюсом про- 
тивоположной стороны по отно- 
шению к данной линии второго 

порядка Г. Действительно, возь- 
мем произвольную точку Д, не 
расположенную на Г, и по- 
строим ее поляру (черт. 148); 
на этой поляре возьмем про- 

извольную точку В, не распо- 
ложенную на Г, и сопряжениую 
с ней точку С. Легко видеть, 
что треугольник АВС удовле- 

Черт. 148. творяет поставленным, условиям. ` 

Действительно, по самому по- 
строению, ВС есть поляра точки А. Далее, СА есть поляра точки В, 
ибо поляра точки В должна проходить через А (полюс прямой ВС) и 
через С (так как С и В — сопряженные точки). Также докажем, что 
АВ — поляра точки С. 

Треугольник, обладающий указанным свойством, называется @втопо- 
лярным или самосопряженным по отношению к Г. 

Если взять этот треугольник в качестве основного треугольника 
проективной системы координат, то уравнение Г примет весьма простой 
вид. Действительно, пусть Ф(х,, Х., хз) ==0 есть уравнение Г, отнесен- 
ной к такой системе координат. Поляра точки Д (1, 0, 0) дается урав- 
нением 

х.Ф, (1, 0, 0) х.Ф, (1, 0, 0) |- хзФ. (1, 0, 0) =0, 
т. е. 

жаи -- хьазл | хзаз, = 0. 
Но эта поляра, по условию, есть прямая ВС, уравнение которой имеет 
ВИД 

Х1 = 0. 

Следовательно, мы должны иметь 45, =а., =0. Таким же образом до- 
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кажем, что все коэфициенты а; с различными значками равны нулю и что, следовательно, уравнение линии Г имеет вид 

ам -- азха-|- а = 0 
или, введя другие обозначения, 

: А-а А = 0. (1) 
Ясно, что и обратно: если уравнение линии Г имеет вид (1), то основной треугольник является автополярным относительно этой линии, Теперь мы видим, какой геометрический смысл имеет приведение урав- нения линии к виду (1) — приведение, о котором уже говорилось в 5 211. Замечание. Мы предполагали, что линия Г — нераспадающаяся. Но легко сообразить, как построить автополярный треугольник и в слу- чае распадающейся линии 1). Предоставляем читателю сделать это самому, а также показать, что и в этом случае мы будем иметь уравнение вида (1), с той лишь разницей, что не все три числа ^,, \», \з будут отличны от нуля. 
223. Сопряженные прямые. Тангенциальное уравнение линии второго порядка. Понятие класса. Взаимным с понятием сопряжен- ных точек является понятие сопряженных прямых. Две прямые назы- ваются сопряженными относительно линии второго порядка Г, если ка- ждая из них проходит через полюс другой. Например, на черт. 148 пря- мые АВ и АС сопряженные (так же как и любая пара сторон автополяр- ного треугольника). 
Любая касательная к Г сопряжена сама с собой (так как касательная со- . держит свой полюс) и обратно: прямая, сопряженная сама с собой, является касательной (так как прямая, содержащая свой полюс — касательная). Две прямые ДВ, АС, проведенные из данной точки Д (не нахо- дящейся на Г), сопряженные относительно Г, гармонически сопряжены относительно касательных АМ’, АМ”, проведенных из Д к Г. Действи- тельно (черт. 148), пусть М’, М” — точки касания и, следовательно, /’/М” — поляра точки А. Точкн В и С пересечения рассматриваемых прямых с этой полярой гармонически сопряжены относительно точек ЛГ, М (ибо, например, В есть полюс ДС). Следовательно, и прямые АВ, ДС гармонически сопряжены с прямыми АМ’, ДМ”. 
Итак, соответствие между сопряженными прямыми пучка с данным центром А есть инволюция, двойными прямыми которой являются каса- тельные из Д к Г. 
Найдем теперь аналитическое выражение условия того, чтобы две ‘данные прямые ДА (и, и», из) и Д’ (э,, 9.› 93) были сопряженными. Мы будем попрежнему считать, что Г — нераспадающаяся линия. 
Полюс М(х!, х„, хз) прямой Д дается формулами (4) 5 219: 

1 — били, -|- 612и> Е Раз, 

№ == фи. -- Выри, - би, (1) 
Хз = бы --Вуои» -|- баз, 
д 

где попрежнему и=Ьфд 

1) См. замечание в конце $ 220. 
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Для того чтобы прямая А’ проходила через М, необходимо и доста- 
точно, чтобы соблюдалось равенство 

эха 9х. | 93 =0 (2) 

91 (611 | блзиь -- бизив) -Ё 92 (были, Е безиь -|- Вызиз) | 1 

-{ эз (били, -- Вззи» Е базиз) =0. — (3) 
Обозначим через Ч (и, и, из) квадратичную форму с коэфициен- 
тами 6б;: 

ИЛИ 

у (и, и, из) -— У В. лини, (4) 

1 
Тогда соотношение (3) примет вид 

9: (м, и», из) | 94 (ин, из, из) 93 3 (ш, из, из) ==0, (За) 
где 

107 т0г 

Ч, (ил» из, из) м м. Ч, (ив, и, из) = д. › 

1 0т 
ЧР (ил, и», и) = диз * (5) 

Таким образом мы имеем полную аналогию с соотношением, связы- 
вающим координаты сопряженных точек, только вместо координат то- 
чек мы имеем координаты прямых, а вместо формы Ф — форму ТГ. 

Формы Ф и Т, коэфициенты а, иб,, которых связаны соотношениями 

Аз; 
Ву=Ь-, (#) 

называются союзными. Легко видеть, что мы имеем также!) 

а 28 (==) 
В * 

где 

1 32 Баз 

а В,, — алгебраическое дополнение элемента б,‚, в определителе В, ко- 
торый отличен от нуля, как это следует из факта разрешимости си- 
стемы (1) относительно #й\, из, из. 

Для того чтобы прямая Д(и;, И», из) была касательной к линии Г, 
необходимо и достаточно, чтобы она совпадала с сопряженной с ней ?) 
прямой, т.е. чтобы 9, 9., 9, были пропорциональны #:, &, из; так как 
коэфициент пропорциональности не играет роли, то мы можем считать 

®! == и, 9 = и, 93 = из. 

1) Действительио, решая (1) отиосительно #1, И. и мы должны получить 
снова соотношения (3) 8219 (только теперь мы имеем х!, х„,хз вместо у;, У» Уз), 
откуда и вытекает наше утверждение. 

2) Действительио, касательная к Г содержит свой полюс и потому является 
сопряженной с собой, и обратно. 
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Подставляя #1, Из, из вместо 9, %., 9; в (3) или (За), получим уравне- 
ние 

ЧР (и, ио, из) ==0, (6) 

выражающее необходимое и достаточное условие того, чтобы прямая 
А(н;, #», из) была касательной к Г. 

Поэтому уравнение (6) называется уравнением линии Г в координа- 
тах касательной, или уравнением в тангенциальных координатах, или 
еще тангенциальным уравнением. 

Если дана неособенная квадратичная форма (м, из, из), то всегда 
можно найти линию второго порядка Г, для которой уравнение (6) 
является уравнением в тангенциальных коорлинатах; уравнением этой ли- 
нии в точечных координатах будет Ф (хи, хо, х.) =0, где Ф — форма, 
союзная с Ч. 

Вообще можно показать (на этом мы не останавливаемся), что одно- 
родные координаты #1, и», и. касательной к любой алгебраической: ли- 
нии связаны алгебраическим уравнением вида Ч (м., и», из) =0, где 
4 — однородный полином. Это уравнение называется тангенциальным 
уравнением данной линии, а степень его — классом линии. Порядок и 
класс линии вообще не совпадают. Но в случае нераспадающихся линий 

второго порядка, как мы видели, класс также равен двум. Слеловательно, 
нераспадающиес линии второго порядка суть в то же время линии 
второго класса. 

Класс данной линии может быть определен геометрически, как число 
касательных, которые можно к ней провести из произвольной точки, 
не расположенной на ней. 

Действительно, пусть М(х,, х»›, х.) — некоторая точка плоскости. 
Координаты (и1, из, из) касательной, проведенной через М, к данной 
линии должны одновременно удовлетворять двум уравнениям: 

Ч (в, из» и) = 0 и щим ном, Е ицж. ==0; 

число решений !) этой системы равно, вообще говоря, степени полино- 

ма ФТ, откуда и вытекает наше утверждение. 
224. Применение принципа взаимности к линиям второго порядка. 

Полная аналогия уравнений линии второго порядка в точечных и тан- 
генциальных координатах позволяет и здесь применить принцип взаим- 
ности. А именно, вместо того чтобы рассматривать линию второго по- 
рядка как носителя точек, ее можно рассматривать как носителя пря- 
мых (касательных к ней). 

Из всякого предложения, касающегося полюса, поляры, касательной, 
можно получить „взаимное“ предложение, заменяя слова „точки, при- 
надлежащие линии“ словами „касательные к линии“, слово „полюс“ 
словом „поляра“ и обратно, и производя остальные замены по правилам, 
указанным раньше в $ 170. 

Мы не будем давать здесь подробного обоснования этого положения. 
Но читатель может пользоваться им как руководящей нитью, при про- 
ведении доказательств предложений, взаимных предложениям, уже дока- 
занным выше. 

:) Ищутся, разумеется, не сами величнны и, ш, из а их отношения. 

Н. И. Мусхелишвили. 1846 у 25 
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В качестве приложения мы рекомендуем читателю провести доказа- 

тельства следующих предложений. 

1°. Теорема Брианшона (взаимная с теоремой Паскаля): прямые, 

соединяющие противоположные вершины шестиугольника, описанного 

вокруг линии второго порядка, пересекаются в одной точке. 

2°. Теоремы, взаимные с теоремами 8 215. а) Пусть Ли # две 

касательные к линии второго порядка Г. Рассмотрим прямолинейные 

ряды, на них расположенные, и приведем в соответствие те точки этих 

рядов, которые получаются в пересечении прямых и = с касательными 

к Г. Полученное таким образом соответствие будет проективным. 

Ь) Прямые, соединяющие соответствующие точки двух проективных 

прямолинейных рядов, являются касательными к некоторой линии вто- 

рого порядка Г, касающейся прямых, на которых расположены данные 

ряды. 



ГЛАВА ДЕВЯТАЯ 

АФФИННЫЕ И МЕТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ЛИНИЙ ВТОРОГО 
ПОРЯДКА 

1. Аффинная классификация. Центр, диаметры, асимптоты 
225. Аффинная классификация линий второго порядка. Мы знаем, что аффинные преобразования (на плоскости) составляют подгруппу проек- тивных, характеризуемую тем, что при аффинных преобразованиях не- собственная прямая остается несобственной. Поэтому аффинные свой- ства фигур характеризуются их взаимоотношением с несобственной пря- мой. Исходя из этого соображения, мы начнем изучение аффинных свойств линий второго порядка с рассмотрения пересечения их с несоб- ственной прямой. 
Пусть 

ФС, у дах Залзху-[- ар у? За зхё-- 2аззуЁ-|- аз ==0 (1) 
Уравнение линии второго порядка в однородных декартовых координа- тах. | 

Мы будем” считать во всем дальнейшем, что коэфициенты а/1, @1о; @а не равны нулю одновременно, ибо в противном случае линия (1), если ограничиться рассмотрением собственных точек, не будет линией вто- рого порядка. 
Найдем пересечение линии (1) с несобственной прямой 

2—0, (2) 
т. е. найдем несобственные точки данной линии, Подставив #=0 в (1), получим уравнение 

ах? -|- 2а,ху-|- а, уз ==0, (3) 
х 

. 
определяющее значения отношения =. (или 5). Будем сперва считать, 
что а» 50; тогда мы не можем иметь х —0 (ибо. в противном слу- чае мы бы получили также У=0, ах, у, & не могут быть равны нулю одновременно) и поэтому можем разделить уравнение (3) на х?, что приводит к уравнению 

а: --2аЁ-|- ао = 0, (За) 
определяющему значения угловых коэфициентов В направлений, 
в которых удалены искомые несобственные точки. 
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Характер корней уравнения (За) зависит от знака выражения 2 Ч 1, — @1», которое есть не что иное, как определитель Дзз, введен- 
ный в 5 208: 

— Азз (4) 
@1о @2> 

и представляющий собою алгебраическое дополнение элемента @зз в дискри- 
минанте 

А = | а а22 аз (5) 
@31 @32 @зз 

` квадратичной формы Ф. Напомним, что Дз; есть дискриминант квадра- 
тичной формы 

Ф(х, у) = а1х? -- 2аоху-Нало у?, (6) 
получаемый из Ф вычеркиванием членов, содержащих &. 

Если Азз> 0, то уравнение (За) имеет два мнимых сопряженных 
корня, и несобственная прямая пересекает линию 5`двух мнимых точках, 
если Дзз < 0, уравнение имеет два действительных корня, и несобствен- 
ная прямая пересекает линию в двух различных действительных точках; 
если, наконец, А.. =0, то уравнение имеет один двойной корень, и 
несобственная прямая является „касательной“ к линии. Легко проверить, 
что заключения остаются в силе и при 4. =01). 

В первом случае (:з > 0) мы будем говорить, что линия — эллийти- 
ческого типа, во втором (Аз, < 0), что она гиперболического типа, 
а в третьем (Д.; =0), что она параболического тина. 

Нераспадающаяся линия эллиптического типа называется эллип- 
сом, нераспадающаяся линия гиперболического типа — гиперболой, 
нераспадающаяся линия параболического типа — параболой. 

Мы увидим ниже (5 238), что эти определения эллипса, гиперболы 
и параболы приводят к тем же результатам, что и определения, данные 
раньше, с той только разницей, что эллипс, по данному злесь опреде- 
лению, может быть не только действительным (тогда мы будем иметь 
прежний случай), но и мнимым. Однако пока это не будет доказано, 
мы будем под эллипсом, гиперболой и параболой подразумевать линии, 
определенные в настоящем параграфе. 

Мы знаем, что распадающаяся линия второго порядка характери- 
зуется равенством А==0, где Д — определитель (5), и таким образом 
мы получаем следующие признаки, характеризующие эллипс, гиперболу 
и параболу: 

При А-Е0, А; > 0 линия — эллипс; 
‚ Д-ЕО, Аз<0 „ —гипербола; 
„ 4-0, Аз=0 —,„ — парабола. 

1) Действительно, при а»›==0 имеем Аз; = — а2,. Если 2:20, то Аз < 0: 
при этом уравнение (3а) имеет два действительных корня, один из которых 
равен со, а другой — конечный. Если же @»==0, то Аз ==0; уравнение (За) 
имеет один двойной корень # == оо. 
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Далее, при А ==0 мы имеем распадающуюся линию второго порядка 
либо эллиптического типа (при Азз > 0), либо гиперболического типа 
(при Азз < 0), либо параболического (при Ав; = 0) 

Мы увилим ниже ($ 234), что в первом случае линия распадается 
на две мнимые сопряженные непараллельные прямые, во втором — на две 
лействительные непараллельные прямые, а в третьем — на две параллель- 
ные прямые; это последнее будет показано в следующем же параграфе. 

225а. О распадающейся линии параболического типа. Распадаю- 
щаяся линия  параболического типа характеризуется  равенствами 
(см. предыдущий параграф): 

А=0, Аз ==0. (1) 
Докажем, что в этом случае линия представляет собою совокуп- 

ность двух параллельных прямых и вместе с тем найдем эти прямые. 
Заметим прежде всего, что из равенств (1) следуют еще два равен- ства!); А; = Доз==0, так что мы будем иметь 

Аз — Аз == Азз = 0, (2) 
или, подробнее, 4,43 — ара: == аа — ацаз == а1а» — @12==0, 
или еще 

2 @12@зз == аз, @›@з==а1@зз, @1азо == а. (2а) 
Ясно, что обратно, из (2) или (2а) вытекают и (1). 

На основаиии (2а) легко придать уравнению нашей линии 

ар --аьху а» у?-|-2ах--аву-наз: = 0, (3) 
такой вид, из которого сразу будет следовать требуемый результат. 
Действительно, предположим, например, что а, ЕО (если а11 = 0, то 
необходимо @4›-Ё0?), и можно провести те же рассуждения, поменяв 
ролями а;1 и 4›;). 

Умножая обе части уравнения (3) на а, получим 

а1х? аа, оху Нана у?-|- Залаизх-|- ана» у + апазз = 0, 
или, в силу равенств (2а), 

ах? —- 2а:аьху -|- ау? -- Зал а1ьх + 2азазу -- ацазз = 0. 

1) Из условия А ==0 следует, что все определители второго порядка, со- ставленные из таблицы 

Ан А» Аз 

А А» Аз 

Аз Аз» Азз 

равиы нулю (см. Добавление, 5 ба, Следствие). В частности, 

Аа Аз А» А 23 д, КА = АнАз — Аз, =0, А = А»Азз — 3, = 0. 1 3 32 33 
Но так как Аз = 0, то Аз == Аз == 0. 

2) Если аи = а» =0, то из 1114; — @1, ==0 следует, что а2 == 0, т. е. что Чи = а: — а; = 0, а это противоречит принятому раньше условию. 
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Очевидно, что предыдущее уравнение можно переписать так: 

(ах ау аз) -|- @иазз — аз==0, 

или в виду того, что согласно нашему способу обозначений 

@:1 @3 
= А» (=) 

ь 

@11@:3 — @1з== 
@з1 @3в 

(А.з есть алгебраическое дополнение элемента а, в дискриминанте А) 

еще так: ры 

аих-аву-Назв==-НИ — А». (4) 

Значит, наша линия есть совокупность двух параллельных прямых 

аих-- ау -Наз— У — А» =0, 

аих--аву-Наз-НУ — А» =0. 

Прямые будут действительными, если 422 < 0, мнимыми, если Д„> > 0, 

совпадающими, если До2 == 0. 
Если а. -Е0, то, меняя ролями х, у и значки 1, 2, убеждаемся, что 

уравнения этих прямых могут быть представлены и так: 

(5) 

анх- ау аз Е У — Ав =0, (5) 
где 

(22 @&а 

Ан = 28| — @22а:3 — й (==) 
бо @зз 

Если обе величины а11 И @>2 отличны от нуля, то пригодны одно- 

временно и уравнения (4) и уравнения (6). Отсюда следует, между про- 

чим, что в рассматриваемом общем случае А;! и Аз; должны иметь 

один и тот же знак (положительный, если линии мнимые, отрицатель- 

ный, если они действительные). Это легко доказать и непосредственно. 

Если а1==0, @» 50, то, как легко убедиться на основании (2а) 

и (*), будем иметь еще а» ==а: ==А» ==0, и уравнение (4) сведется 

к тождеству 0 =0, как и следовало ожидать, ибо оно получено умно- 

жением данного уравнения на величину @;:, равную нулю. В этом случае 

следует пользоваться уравнением (6); аналогичное замечание относится 

к случаю 
ао =0, а 0. 29 ‚ ап 

296. Асимптотические направления. Направления, в которых уда- 

лены несобственные точки данной линии называются асимптотическими. 

Если Х, У, О — однородные координаты одной из несобственных точек 

линии, то несобственная точка удалена в направлении вектора Хх, У; 

координаты этого вектора удовлетворяют уравнению ($ 225) 

Ф(Х, У) =аХ?-- 2аХУ-- ал? =0; (1) 

обратно, направление, удовлетворяющее этому условию, будет асимпто- 

тическим. 

Сделаем одно замечание, касающееся линий параболического типа. 

Не нарушая общности, можно в этом случае считать азо ЗЕ © (если аз, == 0, 
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можно провести аналогичные рассуждения, поменяв ролями Хи У) 
При а. 30 необходимо Х-ЕО (ср. $ 275), и (1) можно переписать так, 

а () -- 24.2 (х) -Н ал: =0; 

‚ решая это уравнение, получим (принимая во внимание, что а; 425 — ао ==0) 

У _ а __ а 

Хо аз’ >. 
"откуда следует 

ах а = 0, (3) 

: а,Х-- а» ==0. 

Итак, коордннаты вектора асимптотического направления для линии 
параболического типа удовлетворяют условиям (3); обратно, из (3) 
следует, что (Х, У) имеет асимптотическое направление. Действительно, 
если умножим уравнения (3) соответственно на Х н на У и сложим, 
то получим уравнение (1). | 

Из (3) следует, что если наша линия есть совокупность двух парал- 
лельных прямых, то асимптотическое направление (Х, У) параллельно 
этим прямым (см. уравнения этих прямых в предыдущем параграфе). 

227. Уравнение, определяющее пересечение линии второго по- 

рядка с прямою, в неоднородных декартовых координатах. Так как 
при изучении аффинных и метрических свойств несобственные элементы 
играют особую роль, то часто удобнее пользоваться неоднородными 
декартовыми координатами. 

Мы так и будем поступать в дальнейшем в ббльшей части случаев. 

Уравнение линии второго порядка в неоднородных декартовых коорди- 

натах мы попрежнему будем писать так: 

Е(х, у) =аах?-|- 2аоху-| аз, у? 2азх-[ ау а: =0, (1) 

а однородные координаты будем обозначать через х, у, 2. 
Составим теперь уравнение, определяющее пересечение линии (1) 

с прямою А, которую представим параметрически так ($ 88): 

х=ж-ЕХ.5, у=У-ЕУ°- 5. (2) 

Напомним, что Хх, Уо обозначают координаты иекоторой (произвольно 
выбранной) постоянной точки М прямой А, (Х, У) — вектор направле- 

ния этой прямой, а $— переменный параметр, геометрическое значение 

которого следующее: если /М— точка, соответствующая данному значе- 
——— 

нию 5$, ТО 5 есть отношение вектора ММ к вектору направления 

Р(Х, Ут. е. 
— 

ММ — 5.Р. 

Чтобы найти точки пересечения, подставим в (1) вместо х, У их 

выражения (2). Результат подстановки можно сразу написать, пользуясь 

формулой (11а) $ 208, если в ней вместо х, у взять Х-5$, У.5, а вместо 

х’, у’— соответственно хо, Ус. Это дает 

ф (А, У) 5-2 [ХР, (жь, У)-Е УР (Хо Ул -- Е (Жо, У) ==0, (3 
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где применяются прежние обозначения 

Ф(Х, У) = а, Х*-Н2а,ХУ- а» У?, (4) 

Е, (х, у) =аах-аьу--аз, Ро (х, У) = адх--а»у--а5. (5) 

Уравнение (3) имеет два корня 5;, 52, подстановка которых в (2) 
дает две точки пересечения: (х,, у.) и (х„, У). 

Если 

Ф(Х, У) =аиХ?--2а,ху- @2> У = 0, (6) 

то по крайней мере олин из корней равен бесконечности и, следовательно, 
одна из точек пересечения — несобственная. Мы видим, что, как и следо- 
вало ожидать, данная прямая в этом случае имеет асимптотическое на- 
правление. 

Упражнения и дополнения 

1. Найти уравнения касательной в точке (ху, уз) данной линии второго порядка, 
исходя непосредственно из уравнения (3). 

Решение. Считая, что в уравнении (3) хо, у› — координаты точки данной 
линии, будем иметь Р(хо, У) =0. Уравнение (3) имеет, в этом случае, один 
из корней 5 =0. Выражая, что и второй корень равен нулю, получим 

ХР (о, У) УЕ, (жь У) = 0 
Заменяя Х, У через пропорцнональные им величины х— Хо У— Ух» Где 

х, у— координаты произвольной точки касательной, получим требуемое урав- 
нение 

(х — хо) Е! (хо о) | (У уд) Е (хь У) == 0, 

совпадающее с уравнением (ба) $ 217. 
2. Найти асимптотические направления линий, заданных уравнениями: 

2 2 2 О о а [2 а № 

Ответ. Угловые коэфициенты асимитотических направлений даются форму- 
лами: 

У ‚Б 
1 А 5 = ЗЕЯ т (мнимые направления); 

2) во; 3) #=0. 

3. Доказать, что когда линия есть совокупность двух пересекающихся пря- 
мых, то асимптотическне направления параллельны этим прямым. Это непосред- 
ственно очевидно и геометрически. 

228. Центр линии второго порядка. Центром линии второго по- 
ряцка называется точка, обладающая тем свойством, что любая хорда, 
проходящая через нее, делится ею пополам. (Хордой мы называем отре- 
зок прямой, соединяющий две любые точки линии.) Выясним, имеет ли 
данная линия второго порядка центр и найдем способ его определения. 

Пусть (х%, Уз) — координаты искомого центра С. Проведем через 
С (х» У) какую-либо прямую х == ж-[ Хз, у== уж -| Уз, которая пере- 
сечет нашу линию в двух точках М, и М», положение которых опреде- 
ляется уравнением (3) прелыдущего парагра ра. Для того чтобы точка С 
была серединой хорды М, М‚, необходимо и лостаточно условие $; = — 5х, 
т. е. $, -- 5: == 0,гдез; и 5» — корни упомянутого уравнения. А для этого, 
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в свою очередь, необходимо и достаточно, чтобы коэфициент при пер- 
вой степени $ в этом уравнении был равен нулю, т. е. чтобы 

ХЕ, (хо, Уз) УР (< Уо) == 0. (1) 

Если точка С— центр, то это условие должно быть соблюдено при 
всевозможных направлениях секущей прямой, т. е. при всевозможных 
значениях Х и У. Следовательно, мы должны иметь 

Е; (хо Ус) = ал хо- ао -- аз = о. (2) 
Ру (хо Уо) = ао -- а» У -|- аз == 0. 

Очевидно, что и обратно, всякая точка С(хо, уз), координаты кото- 
рой удовлетворяют двум предыдущим уравнениям, будет центром. 

Мы видим, что центр определяется пересечением двух прямых !) 

Е, (х, о. (3) 

Е. (х, у) = ах -На»у-|- ав = 0. 

В случае линий эллиптического и гиперболического типов, опреде- 
литель 

а: @1о 
= А: 0 

а а 

и предыдущие уравнения имеют одно и только одно решение. 
Итак, линии эллиптического и гиперболического типов имеют один 

вполне определенный центр. 
В случае линии параболического типа Аз; = 0 и прямые (3) парал- 

лельны. Если они не совпадают, то центра, в собственном смысле, нет; 
мы, однако, будем иногда говорить, что имеется один несобственный 
центр — несобственная точка пересечения прямых (3). Если прямые {3) 
совпадают, то всякая их точка является центром; в этом случае имеется 
прямая центров. Легко видеть, что в этом случае рассматриваемая ли- 
ния второго порядка есть совокупность двух параллельных прямых. Дей- 
ствительно, если прямые (3} совпадают, то коэфициенты их уравнений 
должны быть пропорциональными, а из этого следует, что определитель 

а: а5 @ав 

А = @21 4 @53 

231 @зэ @зз 

равен нулю (ибо в нем две первые строки пропорциональны). Зна- 
чит, А —= А; =0, откуда и следует наше утверждение (см. $ 225а). 
Обратно, если данная линия — совокупность двух параллельных прямых, 
то прямые (3) совпадают, как это следует из равенств ($ 225а), 

Аз == Аз = Аз == 0. 

Из предыдущего слелует, что парабола, как нераспадающаяся линия 
параболического типа, не имеет центра или, лучше, имеет один несоб- 

=) Геометрическое значение Этих прямых будет выяснено в 6 230, 
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ственный центр; он удален, как легко видеть, в асимптотическом на- 

правлении 1). 
Выясним еще вопрос: когда центр линии второго порядка расположен 

на самой линии (мы имеем в виду собственный центр)? 

Мы знаем, что если точка (х„ Ус) находится на линии и если ее 

координаты одновременно удовлетворяют уравнениям (2), то линия — 

распадающаяся и (хо, Уз) есть двойная точка линии 2). Итак, если центр 

находится на самой линии, то линия — распадающаяся; центр в этом 

случае есть двойная точка линии. 

Важно заметить следующее: если начало координат находится 

в центре линии второго порядка (или одном из центров), #10 в ее урав- 

ненииа отсутствуют члены первой степени. Действительно, в этом 

случае уравнения (3) должны удовлетворяться значениями Хх ==0, у==0, 

откуда следует, что 41з == 45: = 0. Уравнение линии в этом случае имеет 

вид 
ах? -- 2а,ъху-[- аз у? -- аз ==0. (4) 

Обратно, очевидно, что линия, представляемая уравнением вида (4), имеет 

центр (или один из центров) в начале координат. 

Во всем дальнейшем мы будем называть дентральными те линии, 

которые имеют один определенный собственный центр. 

Упражнения 

1. Найти цеитр кривой 

хз — ху + Зу? -- х— 1 =0. 

Решение. Приравнивая нулю частные производные левой части пох и по у, 

получим 
2х—у-41=0, —х-бу=0. 

Решение этих уравнений дает 

ПН 
И 

6 1 
Следовательно, кривая нмеет (единственный) цеитр в точке (- п? п). 

2. Найти центр кривой 

х2--- 2ху | уз 2х + у—5=0. 

Решение. Уравнения, определяющие центр, суть 

2х 2у42==0, 2х4 2У- 1=0. 

Эти уравнеиия не имеют общего решения, так как изображают параллель- 

ные несовпадающие прямые. Следовательио, линия не имеет цеитра (имеет не- 

собственный центр). 

1) Угловой коэфицяент прямых (3) (в этом случае параллельных) равен 

а. ао В. 
) 

@12 Я 

т. е. равен угловому .коэфициеиту асимптотического направления; см, 6 226, 

формула (3). 
2) См. конец $ 218, 
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3. Найти цеитр линии 

жму у—5=0. 
Решение. В этом случае уравнения, определяющие центр, будут 

2х 2у-41=0, 2х 2у-1=0. 

Лииия имеет бесчислеииое множество центров, а имеино, все точки прямой 

2х + 2у-+1=0. 

299. Асимптоты. Асимитотой линии второго порядка мы будем 

теперь называть прямую, обе точки пересечения которой с линией сли- 
ваются в одну несобственную точку 1). Иными словами, асимптоты — это 
касательные в несобственных точках линии. Ясно, что асимптоты имеют 
асимптотические направления. 

Так как эллипс не имеет действительных несобственных точек, то он 
не имеет действительных асимптот; гипербола, имеющая две различные 
несобственные точки, имеет две действительные асимптоты. Наконец, обе 
несобственные точки параболы сливаются в одну. Следовательно, несоб- 
ственная прямая является касательной в несобственной точке параболы, 
т. е. (единственной) асимптотой параболы является несобственная прямая. 
Собственных асимптот у параболы нет. 

Все это легко подтвердить аналитически и вместе с тем найти урав- 
нения асимптот. Начнем с решения последней задачи. 

Пусть (Х, У)--вектор направления искомой асимптоты, а М(х, у) — 
какая-либо ее точка. Если в уравнении (3) $ 227 мы возьмем в ка- 
честве точки Му (жх, У0) точку М(х, У), то коэфициенты приз и 5? 
в этом уравнении должны быть равны нулю, для того чтобы оба его 
корня были равны бесконечности. Следовательно, мы должны иметь 

Ф(Х, У) =а1:Х* -|--2а»ХУ-|- 4:27? =0 (1) 

ХЕ, (х, У)-Н УЕ, (х, у) =0. (2) 

У 
Первое уравнение определяет отношение Хх и выражает не что иное, 

как то, что вектор (Х, У) имеет асимптотическое направление. 
Второе уравнение при постоянных Х, У, удовлетворяющих преды- 

дущему условию, дает уравнение асимптоты. Уравнение (2), в раскрытом 

виде напишется так: 

(а,Х-азл У) х-| (а5Х-Е 427) у -- (аз Х- азв У) =0. (2а) 

Коэфициенты при х и у, Т. е. величины 

а=ахХ-Е 51 У, =а,Х-Е а22 У, 

не могут быть равны нулю одновременно, если линия центральная, 

т. е. если аа, — 42, + 0. Следовательно, в этом случае прямая (2)— 

собственная; она, далее, проходит, очевидно, через центр ?). 

1) Раньше (см. $ 198) было дано иное определение асимптоты. Легко пока- 
зать, что в случае линий второго порядка, оба этн определеиия сводятся к одному 

и тому же, если исключить случай, когда линия есть совокупность двух парал- 
лельных прямых. См. коиец этого параграфа и Упражнения. 

„ 2) Ибо центр есть пересечение прямых В} =0и РЁ. = 0, 

; 
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Итак, асимитоты центральных линий суть прямые асимптотиче- 
ского направления, проходящие через центр. В случае линий гипербо- 
лического типа — асимптоты действительные, в случае линий эллипти- 
ческого типа они — мнимые. 

Рассмотрим теперь линии параболического типа. В этом случае, как 
мы знаем, для асимптотического направления а==6=0 ($ 226). 

Следовательно, в случае линии параболического типа, асимптота — 
либо несобственная, либо не вполне определенная (определено только ее 
направление Х, У). Последний случай может представиться только тогда, 
когда одновременно 

а,Х-а:У=0, а,Х-на»У=0, азХ-разУ==0; (=) 

но последние равенства возможны, очевидно, только в случае 

Аз = Аз = Азз = 0, 

т. е. когда наша линия — совокупность двух параллельных прямых 

{см. $ 225а). 
Итак, парабола не имеет асимптот в собственном смысле; ее един- 

ственной асимптотой является несобственная прямая. В случае же пары 
параллельных прямых асимптотой является, как легко видеть, всякая 
прямая, параллельная им. Это и понятно, так как пара параллельных 
прямых пересекается со всякой прямой, ей параллельной, в одной „двой- 

ной“ несобственной точке. 

Упражнения и дополнения 

1. Найти асимптоты линии 

Ответ. Прямые 

а Ь 

т. е. пара прямых, даваемая уравиением 

ха 2 

= — = 0. 

а 

2. Найти асимптоты линин 
у? = 2рх. 

Ответ. Асимптота — несобственная прямая. 
3. Показать, что асимптотами пары пересекающихся прямых являются сами 

эти прямые. 

230. Диаметры линий второго порядка. Раесмотрим прямые, па- 

раллельные какому-нибудь данному (не асимптотическому) направлению. 
Каждая из этих прямых пересекает данную линию второго порядка 

в двух точках М, и М. и определяет хорду М: М». Геометрическое 
место середин этих хорд называется диаметром, сопряженным с данным 
направлением. Итак, диаметр данной линии второго порядка, сопря- 
женный с данным направлением, есть геометрическое место середин 
хорд, параллельных данному направлению. Это понятие является не- 
посредственным обобщением понятия диаметра окружности, известного 
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из элементарной геометрии (черт. 149). А именно, согласно данному 
здесь определению диаметр окружности, сопряженный с данным напра- 
влением, есть, очевидно, прямая, проходящая через центр окружности 
и перпендикулярная к данному направлению. В элементарной геометрии 
диаметром называется только та часть этой прямой, которая заключена 
внутри окружности. Здесь же мы под диаметром будем подразумевать 
всю прямую. 

Поставим теперь себе задачу: найти диаметр линии второго по- 
рядка, сопряженный с данным направлением. 

Пусть Р=(Х, У)-— вектор данного (не асимптотического) напра- 
вления. Пусть (Хх, Ус) — какая-либо точка искомого диаметра. Найдем 
уравнение, которому должны удовлетворять координаты этой точки. 

Прямая, проходящая через (%, Ус) и парал- 
лельная данному направлению (Х, У), может быть 
представлена параметрически следующим образом: 

— х,-- Х$, (1) 

У== Уо-{ У. 
При прежних обозначениях значения $; и $55, 

соответствующие точкам пересечения М, и ЛМ 
прямой (1) с нашей линией второго порядка, опре- 
деляются из уравнения (3) 5 227. Черт. 149. 

Для того чтобы точка (Хх, Ур) была серединой хорды ММ), не- 
обходимо и достаточно условие $,-|- 5$ =0. А для этого, в свою 
очередь, необходимо и достаточно, чтобы (ср. 8 228) 

ХЕ, (хо, Уо) -|- УЕ! (хо, Уо) == 0. 

Это последнее равенство представляет собою необходимое и доста- 
точное условие того, чтобы точка (х., Уд) принадлежала диаметру, со- 
пряженному с направлением (Х, У). Обозначая ху, уз просто через х, у, 
мы можем переписать предыдущее уравнение, представляющее собою 
уравнение искомого диаметра, в виде 

ХЕ! (х, у)-- УЕ, (х, У) =0, (2) 

или, подставляя значения Ри Р., 

Х (а,х-раву-- аз) У(@лх- ау Нав) == 0. (2а) 

Мы видим, что диаметр, сопряженный с данным направлением, есть 
прямая !). Запомним правило, по которому составляется уравнение этого 
диаметра: частные производные функции Е(х, у) по х и по у умно- 
жаются соответственно на Х и У (коэфициенты данного направле- 
ния), результаты складываются и сумма приравнивается нулю”). 

1) Мы увндим ннже, что эта прямая собственная и определеиная, еслн (Х, У) — 
ие асимптотическое направление. 

2) Получениое таким образом уравнение отличается от (2) Только множи- 
телем 2, 
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В частности, диаметр, сопряженный с направлением Х-Е0, У==0 

(направление оси Ох), есть прямая Е, = 0, т. е. 

аах-|- алзу-- аз =, (За) 

а диаметр, сопряженный с направлением оси Оу(Х=0, У 0), — пря- 

мая Ро =0, т. е. 
арх -|- аз у-|- @з == 0. (3Ь) 

Прямые (За) и (35) встречались нам уже в $ 228; это те прямые, 

пересечение которых определяет центр линии. Теперь мы уяснили геометри- 

ческий их смысл. 

Все прямые (2) проходят через пересечение этих прямых. Следова- 

тельно, все диаметры проходят через центр (собственный или несоб- 

ственный). Если имеется прямая центров, то все диаметры сливаются 

с ней; если центр несобственный, то все диаметры параллельны между 

собою (проходят через одну и ту же несобственную точку). 

Прямая (2) не может быть несобственной или неопределенной, если, 

как мы пока предполагаем, направление (Х, У) не асимптотическое. 

Действительно, уравнение (2а) можно переписать так: 

ах-ф- ву с=0, (25) 

а=а,Х--а,7, б==аХ--а»У, с-=азХ-- аззУ. 

Если а===0, то (см. предыдущий ‘параграф) линия необхолимо 

параболического типа и направление (Х, У) асимптотичёское. Слело- 

вательно, для неасимитотического направления (Х, У) прямая (2) всегда 

собственная и определенная. 

До сих пор мы считали, что направление (Х, У) неасимптотиче- 

ское. Отбросим теперь это условие и будем называть диаметром, сопря- 

женным с направлением (Х, У), прямую (2), каковы бы ни были Х, У 

(не равные одновременно нулю). Если (Х, У) неасимптотическое на- 

правление, то мы получаем диаметр в обычном смысле слова. Если же 

(Х, У) асимптотическое направление, то уравнение (2) обращается 

в уравнение асимптоты (см. предыдущий параграф). ‘Таким образом 

асимптоту можно назвать самосопряженным диаметром. Уравнение (25) 

может оказаться неопределенным, если @=р ==с==0. В этом случае 

наша линия второго порядка — совокупность двух параллельных прямых 1) 

и (Х, У) — направление, параллельное этим прямым. В этом случае’ 

„диаметром“, сопряженным с асимптотическим направлением, может 

считаться всякая прямая. 
‚ Вообще во всех случаях всякая прямая, прохолящая через центр 

(или один из центров), может быть названа диаметром. Например, в’слу- 

чае пары параллельных прямых всякая прямая пересекает прямую центров 

(в собственной или несобственной точке) и потому может считаться 

диаметром. 
Рассмотрим теперь подробнее случай центральной линии (т. е. имею- 

щей один собственный центр). 

где 

1) См. предыдущий параграф. 
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Легко найти соотношение, связывающее угловой коэфициент диаметра 
У 

с угловым коэфициентом = направления, с которым он сопряжен. 

Угловой коэфициент А’ диаметра дается формулой р рму: 

о В. (4) 
ал Х - аз аз - ай ° 

Правая часть не может быть неопределенной в рассматриваемом 
случае центральной линии, ибо в этом случае не может быть одно- 
временно 

а.Х--а12У== ах --аУ= 0. 

Соотношение (4) может быть по уничтожении знаменателя пред- 
ставлено` в виде 

аз" —|- аз (®-- аи ==0, (5) 

совершенно симметричном относительно А и А’. Решая (5) относи- 
тельно А, получим, обратно, выражение Ё через А” 

р — — @в -+ ао! (6) 

Как и следовало ожидать, на основании симметрии соотношения (5), 
связывающего А и А', формулу (6) можно получить из формулы (4), 
просто поменяв местами Ки Г. 

Рассмотрим теперь два диаметра Д”’и А, первый из которых сопря- 
жен с направлением второго. Угловые коэфициенты Е и Ё этих диа- 
метров связаны соотношеннем (4), из ко- 
торого следует соотношение (6), показы- 
вающее, что лиаметр А сопряжен с на- 
правлением диаметра Д’. 

Итак, каждый из двух диаметров А 
и А’ делит пополам хорды, параллельные 
другому. Такие два диаметра называются 47 
сопряженными диаметрами. 

На черт. 150 изображены два сопря- 
женных диаметра А и А’ и хорды, им па- 
раллельные. 

Заметим, что соответствие между со- Черт, 150. 
пряженными диаметрами есть инволюция 
(5 188), как это следует из вида соотношения (5). Двойными прямыми 
этой инволюции являются прямые, угловые коэфициенты которых удо- 
влетворяют уравнению 

2 

2228? -- За -- а = 0, Е 

получаемому из (5) при А'==А. Но предыдущее уравнение характери- 
зует асимптотические направления; так как, далее, наши прямые про- 
ходят через центр, то это — асимптоты. Итак, двойными прямыми 
инволюции сопряженных диаметров являются асимптоты. Мы полу- 
чаем, таким образом, еще одно основание называть асимптоты само- 

сопряженными диаметрами, 
.\ 
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Перейдем теперь к линии без центра (или, лучше, линии с одним 
несобственным центром), т. е. к параболе. В этом случае прямые (За) 
и (35) параллельны, но не совпадаюг. Их общее направление асимпто- 
тическое, ибо их угловой коэфициент 

ии ®) 
есть угловой коэфициент асимптотического направления. Поэтому все 
диаметры параллельны асимптотическому направлению; этого и следо- 
вало ожидать, так как все диаметры проходят через несобственный 
центр, который улален в асимптотическом направлении. 

Наконец, если мы имеем пару параллельных прямых, то, как мы 
видели выше, диаметры, сопряженные с неасимптотическими направле- 
ниями, сливаются с прямою центров, а диаметры, сопряженные с асимпто- 
тическим направлением, — неопределенные прямые. 

Замечание. Как видно из предылущего, диаметр есть прямая 
(а не отрезок прямой). Однако часто точки пересечения его с линией 
называют концами диаметра. Далее, иногда под словом диаметр под- 
разумевают длину отрезка диаметра, заключенного между точками пере- 
сечения его с линией (если мы имеем две точки пересечения на ко- 
нечном расстоянии). Мы также будем применять эти выражения, не 
опасаясь недоразумений, так как всегда будет ясно, о чем идет речь. 

Хорды, параллельные данному (действи- 
тельному) направлению, могут быть частью 
действительными, частью мнимыми. Но ив 
последнем случае середины их — действитель- 
ные точки, ибо, если действительная прямая 
пересекает нашу линию в мнимых точках, то 
эти точки — мнимые сопряженные 1), н, зна- 
чит, середина отрезка, определяемого ими, — 
действительная точка. 

231. Связь диаметров с касательными. 
Докажем теперь следующее почти очевидное 

° свойство. Рассмотрим касательную в какой- 
Черт. 151. либо точке линии второго порядка; диаметр, 

проходящий через точку касания, сопря- 
жен с направлением касательной. Это предложение легко доказать 
элементарным путем, исходя непосредственно из определения касатель- 
ной и диаметра. : 

Пусть А — диаметр, проходящий через точку М, линии (черт. 151). 
Рассмотрим хорлу М’М”, которую этот диаметр делит пополам; 

пусть /М — середина этой хорды. Если перемещать хорду М’М” парал- 
лельно самой себе, то точка М булет перемещаться по диаметру А. 
При приближении точки М к точке М, обе точки М’и М" будут 
стремиться к точке /М, а следовательно, в пределе прямая, проходящая 
через Л и М, обратится в касательную. Отсюда и следует наше 
утверждение. 

1) Мы, как всегда, считаем, что коэфнциенты уравнения данной .линни 
второго порядка действительные. 
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Легко также доказать наше предложение аналитически. Пусть (хо, Уо) 
координаты точки касания. Мы знаем, что диаметр, сбпряженный с на- 
правлением (Х, У), имеет уравнение 

ХР, (х, у) УР, (х, у) =0. 

Если диаметр проходит через точку (ху, Уз), то должно быть 

ХР: (хо, Уо)-|- УР» (хо, У) =0, 

откуда находим угловой коэфициент хорл, с которыми сопряжен этот 
диаметр: 

И —- Е; (хе, Ув) 

Хх ВР») ` 

Такой же угловой коэфициент имеет касательная в точке (%» Уи), 
как это следует из уравнения касательной. Отсюда и вытекает наше 
утверждение. 

Из этого, в частности, следует, что касательные, проведенные из 
концов одного и того же диаметра, параллельны между собою. 
Обратно, если мы имеем две касательные к линии второго порядка, 
параллельные между собою, то прямая, соединяющая точки касания, 
есть диаметр, сопряженный с направлением этих касательных. 

232. Диаметры, как поляры несобственных точек. Если мы 
вспомним определение поляры, данное в $ 220, то легко убедимся в том, 
что диаметр, сопряженный с данным направлением, можно определить, 
как поляру несобственной точки, удаленной в данном направлении. 
Действительно, пусть дана несобственная точка Мь(Х, У, 0), удаленная 
в направлении вектора (Х, У). Поляра этой точки есть по определению 
геометрическое место точек прямых 5, прохолящих через М, [т. е. парал- 
лельных направлению (Х, 7)], гармонически сопряженных с Му отно- 
сительно точек АВ пересечения $ с нашей линией. Но так как точка М— 
бесконечно удаленная, то сопряженной с ней точкой является середина 
отрезка АВ, а отсюда и следует наше утверждение. 

Это легко также проверить аналитически, если в уравнение поляры, 
которое можно написать так: 

УФ, (х, Х хв) НК у»Фа (ж1ь х», хз) | узФз (м, х», хз) =0, 

подставить у; =, уз==У, у, =0, х=х, х,=у, х,==1. Мы тогда 
как раз получим уравнение (2) $ 230. 

Аналогично, легко видеть, что центр С линии второго порядка есть 
полюс несобственной прямой. Так как поляры всех точек несобствен- 
ной прямой проходят через ее полюс С, то все диаметры проходят 
через С, как мы это уже доказали иным путем. В частности, если 
центр — несобственный, то все диаметры параллельны. 

Сопряженные диаметры суть, очевидно, прямые, проходящие через 
центр линии и сопряженные относительно этой линии в смысле, указан- 
ном в $ 223. 

Самосопряженные диаметры суть двойные прямые в инволюции со- 
пряженных диаметров, т. е. касательные к линии, проведенные из центра; 
следовательно, это — асимптоты, как мы уже видели и раньше. 

Н, И, Мусхелишвили. — 1946 26 
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Вообще свойства центра и диаметров, доказанные в предыдущих 

параграфах, легко выводятся из определений, данных здесь. В частности, 

тот факт, чго касательные, проведенные через концы одного и того же 

диаметра, параллельны, вытекает из того, что они должны пересечься 

в полюсе диаметра, т. е. в некоторой несобственной точке. 

233. Построение центра и диаметров 

линии второго порядка, заданной очер- 

танием. Дополнительные хорды. Если 

линия второго порядка задана очертаиием, 

то очень легко построить диаметр ее, со- 

пряженный с данным направлением; для 

этого достаточно провести две какие-либо 

хорды, параллельные данному направле- 

нию, .и построить прямую, проходящую 
через их середины (черт. 152). 

Взяв какое-либо другое направление и 

Черт. 152. построив диаметр, сопряженный с ним, най- 

дем центр как пересечение двух диаметров. 

Очень полезно для построений понятие дополнительных хорд цен- 

тральных линий второго порядка. Так называются две хорды, соединяю- 

щие какую-либо точку /М линии с концами какого-либо ее диаметра АВ. 

(См. черт. 153а, 153Ъ.) 

Легко видеть, что диаметры, параллельные двум дополнительным 

хордам, являются сопряженными. Действительно, диаметр А, парал- 

лельный хорде АМ, делит пополам хорлу ВМ (ибо он проходит через 

середину стороны ВА треугольника АВМ и параллелен стороне АМ). 

Значит, диаметр А сопряжен с на- 

правлением хорды ВМ, т.е. с на- 

правлением диаметра 4’, парал- 

лельного хорде ВМ. 

Черт. 153а. Черт. 1585. 

234. Уравнение центральных линий второго порядка, отнесен- 

ных к сопряженным диаметрам. Мы знаем, что у всякой центральной 

линии второго порядка имеется бесчисленное множество пар сопряжен- 

ных диаметров. Посмотрим, какой вид примет уравнение такой линии, 

если начало координат взять в центре, а оси координат направить по 

двум сопряженным диаметрам. 
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Так как центр находится в начале координат, то в уравнении линии 

будут отсутствовать члены первой степени и оно будет иметь вид 

аа? -|- 2азху -- ау? -- @вз == 0. (1) 

Уравнение диаметра, сопряженного с осью Ох, имеет вид ($ 230) 

ах - аъу = 0. 

Так как эта прямая должна совпадать с осью Оу, то мы должны 
иметь а. ==0. Следовательно, уравнение центральной линии, отнесенной 
к сопряженным диаметрам, имеет вид 

а, 1х? -|- ау? -- аз =0. (2) 

В этом уравнении 4, и а» отличны от нуля, ибо в противном 
случае величина Азз = ана» была бы равна нулю и линия не была бы 
центральной. 

Рассмотрим сперва случай, когда азз Е 0. Деля обе части (2) на ав 
и полагая 

____ @и ак. 550 

м азз * ” @зз* 
получим уравнение 

1х2 у? =1. (3) 

Если Х, и А. — оба положительны, то, вводя обозначения 

1 1 
^ аа з А =—- ИУ ? 

получим уравнение 
хз у? 

а Гы —1. © 
Если №, и А, оба отрицательны, то, полагая 

1 1 
^, =» =—, 

получим уравнение 
- х8 У 

ит "В ее 
Наконец, если №, и \, имеют разные знаки, то, не нарушая общности, 

можно считать Х, > 0, ^. < 0 (в противном случае достаточно поменять 
ролями оси Ох и Оу); полагая 

1 1 
^, — я , № == — = В 

получим 
х? У 

1 (6) 
Рассмотрим теперь случай а. ==0. Если 011 и @» одного зиака, то 

можно считать @11 >> 0, а > 0 (в противном случае достаточно ивме- 

нить на обратные знаки в обеих частях уравнения). Полагая а) == А, 

а ==А2, будем иметь уравнение 

22 -|- 2 —0, (7) 



404 Гл. [Х. МЕТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ЛИНИЙ ВТОРОГО пОоРядк^ — [$234 

изображающее совокупность двух мнимых прямых Ах -- М, у==0, 
Ах— №,у==0; если же 41; и а» различных знаков, то аналогичным 
образом получим уравнение 

вх? — у? —0, (8) 

представ ‚яющее совокупность двух действительных прямых 

их--№у=0 И № х — №у=0. 

Итак, уравнение всякой центральной линии второго порядка может 
быть приведено к одному из видов (4\—(8). 

Положив в основу определения, данные в $ 225, можно сказать, 
что в случаях (4) и (5) линия есть эллипс, ибо, как легко проверить, 
в этих случаях линия — эллиптического типа и нераспадающаяся !). 
В случае (5) линия не имеет ни одной действительной точки и назы- 
вается мнимым эллипсом. 

В случае (6) линия — гиперболического типа и нераспадающаяся *), 
т. е. линия — гипербола. 

Мы видим, далее, что распадающиеся центральные линии предста- 
вимы одним из уравнений (7), (8). В первом случае мы имеем эллипти- 
ческий тип 3), а во втором — гиперболический 4). 

Итак, распадающаяся линия эллиптического типа есть совокупность 
двух мнимых сопряженных непараллельных прямых, а распадающаяся 
линия  гиперболического типа — совокупность двух действительных 
прямых. 

Уравнения (4)—(8) можно еще упростить, подбирая надлежащим 
образом длины координатных векторов. А именно, им можно придать 
соответственно следующий вид: 

х?-|- 2—1, (4а)  2—у-ьЬ (64) х—у?-0. (8а) 
ю-ру = —1, (64) х-ру=0, (7а) 

х 22 ый 
1) Действительно, в нашем случае Ё (х, у) = + У —1; аа=— 

Ра 4? ' 

да = р, ан ав = ан 0, аз=—ЪЬ Аве >60, 

= 0 0 

А=| © м 050 

0 0 2 

2) Ср. предыдущее примечание. 
3) Действительно, в нашем случае Р(х, у) = #22 -- Е3уз; Аз = 21-18 `>0; 

“) Ср. предыдущее примечание. р. пр у р 
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Например, уравнение (4а) получается из (4) заменой х и у на ах 
и 6у, что сводится к изменению длин координатных векторов; анало- 
гично относительно остальных уравнений. 

Из (4а) непосредственно слелует, что все действительные эллипсы 
могут быть получены один из другого аффинным преобразованием. Дей- 
ствительно, пусть на плоскости Оху заданы два эллипса. Путем надле- 
жащего выбора новых систем О’х’у и О”’х’у” уравнениям этих эл- 
липсов можно соответственно придать вид х”* -|- у’? = Ти х”2- у" == 1. 
Эти два эллипса получаются, очевидно, один из другого аффинным пре- 
образованием: 

х' —х", а = у”. 

То же, очевидно, относится и к линиям каждого из остальных видов 
(4)—(8). Наоборот, как легко видеть, линия одного из этих видов не 
может быть получена из линии другого вида путем аффинного преобра- 
зования. 

Очевидно, что при аффинном преобразовании сопряженные диаметры 
данной линии переходят в сопряженные диаметры преобразованной; 
это следует из того, что при аффинном преобразовании середина хорды 
остается серединой. 

Вообще, все свойства, перечисленные в этом отделе, а также и 
в предыдущей главе, сохраняются при аффинных преобразованиях, ибо 
при всех определениях мы пользовались пока только аффинными (или 
даже только проективными) свойствами. 

Замечание 1. То обстоятельство, что уравнение линии принимает 
вид (3), если в качестве координатных осей взять два сопряженных 
диаметра, непосредственно вытекает из того, что два сопряженных 
диаметра вместе с несобственной прямой составляют, как легко видеть, 
автополярный треугольник (см. $ 222, 232). 

Замечание 2. Мы все же не можем утверждать пока, что дей- 
ствительный эллипс и гипербола, определенные нами в & 295, суть те 
же линии, которые были названы эллипсом и гиперболой в самом начале 
($ 195 и следующие); нам остается еще показать, что уравнения дей- 
ствительного эллипса и гиперболы, так как они определены здесь, могут 
быть приведены соответственно к видам (4) и (6) подходящим выбором 
прямоугольных декартовых координат. Это будет доказано несколько 
ниже ($ 238). 

235. Простейшие уравнения линий параболического типа. Диа- 
метры линий параболического типа, как мы знаем, все параллельны 
межлу собою. Поэтому мы не можем взять два сопряженных диаметра 
в качестве осей координат. 

Однако мы можем упростить уравнение такой линии, взяв в качестве 
оси Оу какую-либо прямую, не параллельную диаметрам, а в качестве 
оси Ох — диаметр, сопряженный с направлением Оу. Диаметр, сопря- 
женный с направлением Оу, имеет уравнение 

ах аз у-| ав = 0. 

Так как этот диаметр совпадает по условию с осью Ох, то мы 
должны иметь а) ==а:==0, а, -Е0. Так как, далее, а а? * в 

и 
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== а: 142 =0 (ибо линия — параболического типа), то а:==0. Слело- 

вательно, уравнение линии примет вид 

2 = ао? -- За ;х + а: =0. {1) 

Рассмотрим сперва случай, когда а1: 3-0. В этом случае линия (1) 

пересекает ось Ох; действительно, полагая у==0, получим абсциссу 
а 

точки пересечения х= — 5 . Перенесем начало координат (не из- 
13 

меняя координатных векторов) в эту точку. Тогда, как легко проверить, 

уравнение линии примет вид 

аз» у? -- 2а,вх =0 

Г о или, вводя обозначение — == р, 
$ 

22 

у? =2рх. (2) 

Линия, представляемая этим уравнением, — нераспадающаяся, как 

легко проверить, составляя определитель А; следовательно, это — пара- 

бола. Ось Ох является в рассматриваемом случае диаметром параболы, 

а ось Оу касательной в точке пересечения этого диаметра с пара- 

болой, как это следует из сказанного в $ 231 (и как легко проверить 

непосредственно). 
Если ав ==0, то уравнение (1) принимает вид 

аз? -- азз ==0, 

э=у — =. (3) 

Значит, в этом случае наша линия —совокупность двух параллель- 

ных прямых действительных (если а» и аз — различных знаков) или 

мнимых (если ао и @,з— олного знака). Если аз =0, то мы имеем две 

совпадающие прямые. 
Итак, линия параболического типа есть либо парабола, и тогда ее 

уравнение можно привести к виду (2), либо совокупность двух парал- 

лельных прямых, как мы это видели уже раньше ($ 225а). 

Подходящим выбором длин координатных векторов (ср. предыдущий 

параграф) уравнению параболы можно придать вид 

у? =2х. (2а) 

Из этого, в частности, следует, что все параболы могут быть полу- 

чены одна из другой аффинным преобразованием. Больше того, все па- 

раболы подобны между собою; это сделается ясным тогда, когда мы 

покажем (в $ 238), что параболы, так, как они определены здесь, суть 

параболы, определенные раньше (в $ 200), относительно которых было 

уже показано ($ 207), что все они полобны. 

236. Уравнения лииий второго порядка, отнесенных к касатель- 

ной и диаметру, проведенному через точку касания. Мы вывели 

такое уравнение для случая параболы. Составим теперь аналогичные 

уравнения для произвольной нераспадающейся линии второго порядка. 
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Пусть 

ах -|- 2алаху -- ао? -- 2авх-|- 2аззу - ав == 0 . (1) 

есть уравнение линии, отнесенной к указанной системе осей. Так как 

линия проходит через О, то азз==0. Далее, уравнение касательной 

в точке О есть 
аизх -Е @2зу =0, 

и так как эта прямая должна совпадать с осью Оу, то !) 

аз =0, аз 0. 

Наконец, уравнение диаметра, сопряженного с направлением оси Оу, 

есть ИО. 

ибо аз==0. Этот диаметр должен совпадать с осью Ох. Значит, 

должно быть а. ==0, @»2 5 0. 
Игак, уравнение (1) принимает вид 

ах? -- а»›у?-|- 2а1зх ==0 (2) 

или 
у =2рх-- 9х, (3) 

где 
—___ @з —_ ба 
ы аа ао 

Составляя величину А;з для уравнения у — Эрх— 4х*=0, убе- 

ждаемся, что при 9 < 0 мы имеем эллипс, при 4 > 0 — гиперболу, а 

при 9 ==0 — параболу. Таким образом мы обобщили результат $ 206. 

|. ГЛАВНЫЕ ДИАМЕТРЫ. НОРМАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ В ПРЯМОУГОЛЬНЫХ 

КООРДИНАТАХ 

Мы начинаем изучение метрических свойств конических сечений 

с вопроса о главных диаметрах. Во всем этом отделе мы будем пред- 

полагать координаты прямоугольными. 

937. Главные диаметры. Диаметр линии второго порядка иазы- 

вается главным, если он перпендикулярен к направлению, с которым 

он сопряжен. Такой диаметр есть, очевидно, ось симметрии линии и 

поэтому его называют также осью кривой. Точки пересечения оси с ли- 

нией называются вершинами линии. 

Поставим себе задачу найти главиые диаметры линии второго по- 

рядка. 
Пусть 

аля? -- За,эху -|- аз? -|- Зазвх -- 2азву аз: ==0 (1) 

есть уравнение данной линии (в прямоугольных координатах). 

Рассмотрим сперва случай линии с определенным центром (Азз Е 0). 

Главные диаметры линии в этом случае суть взаимно перпендикулярные 

сопряженные диаметры. 

1) Уравнение касательной должно быть определениым, так как линия — 

иераспадающаяся, 
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Пусть А, и №, — угловые коэфициенты этих диаметров. Они связаны 

соотношением ($ 230): 

ао» ал (И, №2) + ав =0, (2) 

к которому теперь слепует присоединить условие перпендикулярности 

ВЕ (3) 

Пусть сперва а. -Е 0. Тогла уравнения (2) и (3), которые можно 

переписать и так: 
= а @» 

ав Е” —, = — 1, (4) 
12 

показывают, что А; и №, являются корнями квадратного уравнения 

2 = 
аз? -- (@11 — 452) # — а» ==0. (5) 

Так как величина 
о 2_ 9 

(а, — а)? -| 4ау», 

очевидно, положительна, то уравнение (5) имеет два действительных 

корня, которые и являются угловыми коэфициентами искомых главных 

диаметров. 
Мы исключили случай, когда а, =0; но легко непосредственно про- 

верить, что уравнение (5) дает направление главных диаметров во всех 

случаях (лля центральных линий). Действительно, если а ==0, но 

а! — 422 -ЁЕ 0, то уравнение (5) имеет два корня: Е —=0, А, = со; не- 

посредственная проверка приводит, с другой стороны, к заключению, 

что в случае а›==0О диаметр, сопряженный с направлением (Х.-Е0, 

У, = 0), т. е. с направлением оси Ох, параллелен оси Оу, т. е. его 

угловой коэфициент А,= со©.Наконец, если одновременно Че =0, @/1==@5», 

то уравнение (5) обращается в тождество 0 == 0; в этом случае всякий 

диаметр будет главным, и, как мы увидим в $ 239, данная линия есть 

окружность (лействительная или мнимая). 

Чтобы найти уравнения главных диаметров, достаточно в общее 

уравнение диаметра 
ХЕ, (х, У) УР (х, у) =0 (6) 

подставить вместо Х и У пару чисел (Х„, У,) или (Х», У»), опреде- 

ляемых соотношениями 

у, у. 2 
а м 52 = №» (7) 

где №, и А, — корни уравнения (4). Это правило остается в силе и 

тогда, когда а1. ==0, т. е. А, =0, А, == со. Тогда надо взять Х, #0, 

У =0и Х,=0, У, 0. 
Рассмотрим теперь случай линии параболического типа, когда 

Азз 

В этом случае все диаметры параллельны между собою и угловой 

коэфициент их равен ($ 230) 

Е Ве (8) 
@1> а. 

=а,. а. — а2 = на — @12 = 0. 
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(из двух отношений 7 и “2 
1 @э> 

определенным, ибо, если, например, а1: = а!. == 0, то непременно @22 #0, 
иначе линия не была бы вгорого порядка). 

Угловой коэфициент А’ хорд, перпендикулярных к этому направле- 
нию, дается формулой 

по крайней мере одно не является не- 

1 Яо [#27 а о ее. 9 
х Е бы 2 (9) 

Уравнение главного диаметра получим, подставив в (6) на место Х 
и У любую пару чисел (не равных одновременно нулю), отношение 
которых дается предыдущей формулой. Например, можно взять 

Х=ан, У=а» или Х=а У==а2 

(если 4: ==а,,==0, то следует взять вторую из указанных пар). 
Таким образом уравнение главного диаметра напишется так: 

ат | а12Ру = 0 ИЛИ а2Р1 | а» Е == 0. (10) 

Вопрос о нахождении главных диаметров можно также решить и 
иным более симметричным способом, допускающим обобщение на слу- 
чай пространства трех измерений (и даже любого числа измерений). Но 
мы здесь на этом не будем останавливаться, так как при изучении 
вопроса об упрощении уравнений поверхностей второго порядка (гл. Х1) 
мы изложим упомянутый способ применительно к случаю трех изме- 
рений, после чего читатель без всякого труда сможет применить его и 
к случаю двух измерений. 

Замечание. Легко при помощи дополнительных хорд ($ 233) 
построить главные диаметры эллипса и’ гиперболы, заданных очерта- 
ниями. Для этого достаточно построить один какой-либо диаметр АВ 
линии ($ 233) и описать окружность, имеющую АВ своим диаметром. 
Если М есть одна из точек пересечения этой окружности с данной 
линией, то хорды АМ и МВ будут взаимно перпендикулярными допол- 
нительными хордами, а диаметры, им параллельные, — главными  диаме- 
трами. Точки пересечения этих последних с кривой дадут нам вер- 
шины ее. 

Чтобы построить главный диаметр параболы, достаточно построить 
один какой-либо диаметр Д, провести хорду, перпендикулярную к нему, 
и через середину хорды провести прямую, параллельную А. Это и будет 
главный диаметр параболы. Точка пересечения его с параболой опре- 
делит вершину. 

238. Нормальные уравнения конических сечений в декартовых 
прямоугольных координатах. Если дана центральная линия второго 
порядка, то взяв в качестве осей прямоугольной декартовой системы 
координат главные диаметры, приведем уравнение линии к одному из 
следующих видов (см. $ 234): 

1°. В случае действительного эллипса 

х2 у? 

т Г —1 
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1°а. В случае мнимого эллипса 
ха 5? 

т 
2°. В случае гиперболы 

3°. В случае мнимых сопряженных не параллельных прямых 
2.2 22 — 2х2 | Ку? — 0. 

47. В случае действительных не параллельных прямых 
2 2 — ух? — у? = 0. 

Если линия не имеет определенного центра [центра нет!) или 
имеется прямая центров], то, взяв за ось Ох главный диаметр, а за 
ось Оу— касательную в вершине 2) (в случае параболы), или любую 
прямую, ей перпеидикулярную (в случае двух параллельных прямых), 
будем иметь (см. $ 235): 

5°. В случае параболы 
у? =арх. 

6°. В случае пары параллельных прямых 

=? 
(при верхнем знаке прямые — действительные, при нижнем — мнимые). 

Теперь мы видим, что линии, названные нами в 6 225 эллипсом, 
гиперболой и параболой, суть те же линии, что были определены 

в главе УП (кроме мнимого эллипса, который в главе УП не был опре- 
делен). 

Мы уже видели ($6 234), что с аффинной точки зрения все эллипсы 
эквивалентны между собою, так же как и все гиперболы и все пара- 
болы ($ 235). 

С точки зрения метрической эллипсы различаются друг от друга 
размерами) и формой (более или менее вытянутые); среди эллипсов 
выделяется наиболее простая форма — окружность. 

То же относится к гиперболам (среди гипербол роль, аналогичную 
окружности, играет равносторонняя гипербола) и параболам *). 

В качестве приложения докажем предложение, высказанное в $ 76 (сноска), 
а именно, что всякое аффинное преобразование можно рассматривать как 
результат движения и растяжения по двум взаимно перпендикулярным на- 
правлениям. Пусть Г — окружность на плоскости П. После аффинного пре- 
образования плоскости П в плоскость П’, окружность Г обратится в некото- 
рый эллипс Г’ на Г’. 

1} То-есть центр — месобственный. 
2) То-есть в точке пересечения главного диаметра е линией. 
3) Злесь мы понимаем слово „метрический“ в узком смысле, считая раз- 

личиыми фигуры не одинаковых размеров. 
4) Мы знаем, что все параболы подобны между собою; если поиимать слово 

„метрический“ в широком смысле (считая эквивалентными подобные фигуры), 
то все параболы — эквивалентны. 
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Главным диаметрам этого эллипса соответствуют два взаимно перпенди- кулярных диаметра окружности !) Г. Итак, всегда существуют два взаимно перпендикулярных направления, остающиеся взаимно перпендикулярными и после преобразования. Пусть теперь О — некоторая точка на Пн и, У — два вектора, с началом в О, нмеющие только что указанные направления. Пусть О’, и', у’ — соответствующие элементы на П’. Путем движения мы можем совместить О с О’ и направить векторы и, У по векторам и’, У’ (которые по условию взаимно перпендикулярны). 
Теперь, очевидно, что достаточно добавить надлежащие растяжения по направлениям ц и у, чтобы добиться требуемого результата. 

239. Об уравнении окружности. Линия, представляемая (в прямо- 
угольных координатах) уравнением 

(и — а (—5—п 0, (1) 
есть, как мы знаем (5 80), окружность. Линию, представляемую уравне- 
нием 

а - (у в-- 0, (1а) 
мы будем называть мнимою окружностью, с центром в (а, 6) и мнимым 
радиусом (г мы считаем действительным числом). 

Если перенести начало координат в центр, то уравнения (1) и (1а)` 
примут вид 

х? 5 
РЕ 1 

(-- для действительной, — для мнимой окружности), так что окружность 
есть частный случай эллипса. 

Легко решить вопрос: каковы необходимые и достаточные условия 
того, чтобы уравнение (в прямоугольных координатах) 

а 1х? -|- 2аоху-|- агзу? -|- 2а,зх -- 2аву-Н аз =0 (2) 
представляло окружность. 

Для того чтобы линия (2) представляла собою ту же линию, что 
и (1) или (1а) [мы перепишем эти уравнения так: 

(х— а) (у—5)-—К-==0, (15) 
где К —=--7?], необходимо и достаточно, чтобы было тождественно 

а: -|- Зазху ау? -- 2азх 2а»зу-|- аз = 
== А (х*-|- у — 2ах — 2ву-| а? -{ 6°—К), 

где А — некоторая постоянная. 
Сравнивая коэфициенты, получим 

а: =, ар=0, аз=А, ав==-—Ф Ра, аз ==— РБ, 

ав = # (23-5 —К). (3) 
Из этих соотношений вытекает, в частности, 

а11 = бо ‚ @12 ты 0. (4) 

1) Мы-знаем, что при аффинном преобразовании сопряженные диаметры 
остаются сопряженными; с другой стороны, сопряженные диаметры окружно- 
сти, взаимно_перпендикулярны. 
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Обратно, если условия (4) соблюдены, то уравнение (1) предста- 

вляет окружность. Это последнее в сущности уже доказано в $ 80; 

повторим доказательство, несколько дополнив его. Если соблюдено 

условие (4), то можно найти числа А, а, 6, К, удовлетворяющие усло- 

виям (3). А именно, будем, очевидно, иметь 

— а: — а 
Р==а, =а а=-——® = 

11 22 › а ‚ а!1 з 

2 2 
азз аз | 423 —@цазз 

К= а? 7—8 = - о. 

о ай а? 

Если К ̀ > 0, то окружность действительная, если К < 0 — мчзимая. 

Наконец, если К == 0, то данное уравнение приведется К виду (хар- 

--(у— 6) ==0, которое удовлетворяется только следующими действи- 

тельными значениями: 
х=а, у=6. 

В этом случае можно сказать, что мы получаем окружность нулевого 

радиуса. 
Окружность нулевого радиуса представляет собою не что иное, как 

совокупность двух изотропных прямых ($ 162): у—В=1(х— а), 

у—6=—(х — а), проходящих через действительную точку (а, 5). 

Мы видели в 5 175, что все окружности проходят через цикличе- 

ские точки. Легко видеть, что обрагно: всякая линия второго порядка, 

проходящая через циклические точки, есть окружность. 

Действительно, если линия (пишем уравнение в однородных коорди- 

натах) 
ах? -|- За, эху-Е ау - 2азхЁ- ЗаззуЁ-|- аз = 0 

проходит через точки (1,50) и (1, —&,0), то мы должны иметь 

а 1 -- За; — @5о — 0, 

а1 — 24121 — а == 0, 

откуда получим 4; = @л, @!2==0, а это и доказывает наше утвержде- 

ние. Для заключения достаточно, чтобы линия проходила через одну 

из циклических точек, например (1, Ь 0), ибо это дает уравнение 

а!-|-24а,— а» ==0, откуда следует (так как мы предполагаем коэфи- 

циенты действительными), что 

ан — @2==0, @1 == 0. 

Ш. НОРМАЛЬ. ФОКАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА КАСАТЕЛЬНЫХ 

Во всем этом отделе координаты — прямоугольные, если противное 

не оговорено. 
240. Нормаль к плоской линии. Нормалью к данной плоской ли- 

нии называется перпендикуляр, восставленный к касательной в точке 

касания 1) (в плоскости рассматриваемой кривой). Легко найти уравне- 

ние нормали в прямоугольных декартовых координатах. 

1) Понятие нормали — не аффинное и не проективное, так как при аффин- 

ном преобразовании (а, тем более, при проективном) прямой угол не остается, 
вообще говоря, прямым. 
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На основании вида уравнения касательной !) 

(х — хо) Р, (Жи, Уз) -- (У — у) о, Уо) == 0 

заключаем, что вектор с координатами Х=Р, (хо, У) и У==РЬ (хо, У) 
перпендикулярен к касательной и поэтому может быть рассмагриваем 
как вектор направления нормали. Следовательно, уравнение нормали 
можно представить в виде 

№ у У (1) 

241. Свойства касательных к эллипсу. Пусть эллипс задан нор- 
мальным уравнением 

а ео (1) 

Так как в нашем случае 

5 2 7 

Ф (ху, == + — 

о 

Ф, (%о, Уз, 1) = =, Ф, (хо, У 1) = и (У И =— 1, 

то уравнение касательной примет вид [$ 217, форм. (5)]: 

ХХи Е 
р + 5 =1, (2) а 

где хо, У, — координаты точки 
касания М (черт. 154). 

Найдем точку пересечения 
М, (х,, 0) касательной с осью 
Ох. Для этого положим в (2) 
у=0, х=лх,, что дает 

Хо 25 =1, 

т. е 
22 

д! = ии . (3) 

Предылущая формула пока- Черт. 154. 
зывает, что точку /М, можно 
весьма просто построить при помощн циркуля и линейки, когда задана 
точка касания /ЛМ: достаточно описать из О, как центра, окружность ра- 
диуса а, провести через Л прямую, перпендикулярную к оси Ох до пере- 
сечения с окружностью в точке №, и, наконец, восставить из Л перпен- 
дикуляр к ОМ. Точка пересечения этого перпендикуляра с осью Ох и 
будет искомой. Действительно, из элементарной геометрии известно, что 
[ОМ == = жж. 

1) См. уравнение (6) $ 217. По принятым в $ 208 обозначениям 

т зы 
2 0' 1 Эду’ 
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Построив точку /М, и соединив ее прямою с Му, найдем графиче- 
ским путем касательную. 

Формула (3) показывает еще, что положение точки /М; зависит 
только от аи хо, так что для всех эллипсов, имеющих ту же ось А’А, 
что и данный, касательная в точке с абсциссой хо пройдет через 

точку М, . В частности, это будет иметь место для окружности радиуса а, 
с центром в О. Отсюда еще раз следует правильность указанного выше 
построения точки М, . 

Докажем теперь одно весьма важное свойство. 
Касательная к эллипсу составляет равные углы с радиусами- 

векторами, проведенными из фокусов к точке касания. 
Пусть Е’и Е — фокусы эллипса и М,-—точка касания. Легко ви- 

деть, что касательная проходит вне угла Р”МР. Мы хотим показать, 
что острые углы, составляемые направлениями М.Р’ и МР с касатель- 
ной, равны между собою, т. е. что касательная есть биссектриса угла 
между М.Е и продолжением Р’М. (черт. 155). 

Из элементарной геометрии известно, что биссектриса внутреннего 
или внешнего угла при Мо треугольника Р’МуЕ делит противоположную 

сторону на части, пропорциональ- 
ные длинам сторон |Р’Мо| и 
| ЕМо|, и что обратно, если пря- 
мая ММ, пересекает сторону Е’Е 
в точке М, удовлетворяющей 
условию 

ПМ Ем (4) 
[ЕМ | ГЕМ, | * 

то Мь/М, есть биссектриса угла 
при Ме, внешнего (если М, на- 

Черт. 155. холится вне отрезка РР) или 
внутреннего (если /МШ, находится 

внутри отрезка Р”’Р). В нашем случае очевидно, что М, находится вне 
отрезка Р’Р. Докажем, что равенство (4) имеет место. 

На основании формул $ 199, дающих расстояния точки эллипса до 
фокусов, имеем 

[Р’Мо| =а-Реж, |ЕМо|=а— ехо, 
с 

где е——_ обозначает, как всегда, эксцентриситет; далее, на основании 

формулы (3) настоящего параграфа 

& 3. __| а? __ а(а- ехо) 

пер [ее А, 
и аналогично 

а (а — ехо) 

Е. 
Следовательно, 

ГРМ. | _ а ею ГЕ’ Мо 
Ем, | а—еж“ | ЕМо|? 

а это и требовалось доказать. 
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Из доказанной теоремы следует еще, что нормаль к эллипсу 
8 точке Му есть биссектриса угла Е’М, Е. 

Поверхность, получаемая вращением эллипса вокруг большой оси, 
называется вытянутым эллипсоидом вращения. Вообразим себе зеркало, 
имеющее такую форму. На основании основного закона отражения 
геометрической. оптики („луч падающий и луч отраженный составляют 
одинаковые углы с нормалью“) заключаем о следующем свойстве зер- 
кала указанного вида: лучи, испускаемые источником, находящимся 
в одном из фокусов, после отражения собираются в другом. (Этим 
свойством и объясняется название „фокуса“.} 

242. Свойства касательных к гиперболе. Пусть гипербола задана 
нормальным уравнением 

хз у 

ит м —1=0. (1) 
В этом случае 

хз 

Ф (х, у, =, 

и уравнение касательной в точке М, (х,у,) примет вид 

Хо „УУс 
ааа (2) 

Точка пересечения М, (х!, 0) касательной с осью Ох определяется 
формулой Жх а? | По теж. (3) 

Так как для (действительных) точек гиперболы || >. а, то аа: 
значит, точка М, (хи, 0) находится у 
межлу вершинами гиперболы. | 

Формула (3) показывает, что 
точку /М, при заданных @ и х, можно 
весьма просто построить, пользуясь 
циркулем и линейкой; построение пре- 

доставляем произвести читателю (ср. 
случай эллипса). Построив точку М, 
и соединив ее прямою с Мь, получим 
касательную к гигерболе в данной 
точке Му (черт. 156). 

Совершенно аналогично случаю 
эллипса легко показать, что каса- 
тельная к гиперболе делит пополам Черт. 156, 
Угол между прямыми, соединяю- 
щими точку касания с фокусами; на этот раз речь идет об угле Е’МоЕ 
или вертикальном с ним. Для доказательства достаточно проверить, что 

ем, | Мо. 
ГЕМ; | РЕМ | * 

предоставляем эту проверку читателю. 
Из указанного свойства касательной следует, что нормаль к гипер- 

боле делит пополам угол между отрезком МЕ и продолжением 
отрезка Е’М.. 
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Если вращать гиперболу вокруг оси Е’Е, то получим поверхность, 

состоящую из двух раздельных частей (пол), называемую двуполостным 

гипербололдом вращения. Представим себе вогнутое зеркало, поверх- 

ность которого имеет форму одной полости гиперболоида. Из выведен- 

ного свойства нормали следует, что лучи, выходящие из источника 

света, помещенного в фокусе Р, после отражения от зеркальной по- 

верхности, примут такое направление, как если бы все они выходили 

из фокуса Р’ другой полости. Если гипербола задана уравнением 

ху — к, (4) 

т.е. если за оси координат (вообще, косоугольных) приняты асимптоты 

($203), то 

Ф (х, у, д = ху— АР, Ф, (хо У, 1) = С» 

1 
Ф, (%, Ус 1) = 2 Хо Фз (Хо, „Ус, 1) =— А, 

и уравнение касательной принимает вид . 

хуо-Е Ухо == 2А. 

Будем для простоты считать координаты не обобщенными. Отрезки, 

отсекаемые касательной на осях координат (асимптотах), равны соответ- 

ственно (черт. 157) 

од=%, ов, 
{И Хо 

14 или, принимая во внимание, что Хо У, — А, 

ОА=2х,, ОВ=2%. (5) 

Отсюда следует, межлу прочим, что 

отрезок касательной между асимп- 

тотами делится точкой касания по- 

полам. 
Далее, на основании формул (5) 

можно показать, что площадь тре- 

х угольника, образованного асимптота- 

ми и касательной, есть величина по- 

стоянная (т. е. не зависит от поло- 

жения точки касания). 

Действительно, площадь эта равна 

Черт. 157. 

1 [ОА || ОВ зу = 2 | Хоо| ту = 2А п у, 

где у— угол между асимптотами. 

243. Свойства касательных к параболе. Возьмем уравнение пара- 

болы в нормальном виде 
у? — 2рх =0. (1) 

Имеем 
Ф (х, у, = У? — 2рхь 

Ф. (хо, Ус 1) ==—Р, Ф;: (Хо Ус, 1) == Уз, 

Фз (хо, Ус 1) == —Р№ 



й 
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и уравнение касательной будет 

— Р-Р уу — рх, = 0, или 

УР (х-Н ху). (2) 
Касательная пересекает ось Ох в точке М, (ж, 0), где м — — № (черт. 158), откуда вытекает очень простой очевидный способ построе- ния касательной. 
Докажем теперь, что касательная к пароболе в любой точке М составляет равные углы с радиусом вектором, соединяющим фокус Е с точкой М, и прямой, проведенной 

из М параллельно оси (это свойство 
можно рассматривать как предельный 
случай аналогичного свойства касатель- 
ной к эллипсу; в нашем случае один 
из фокусов улален в бесконечность в 
направлении оси параболы). 

; Чтобы это доказать, заметим, что 
треугольник М,ЕМ равнобедренный т), 
и, значит, углы его при М, и М равны. 
Но угол при М, равен углу касатель- 
ной с прямой, проведенной из М па- 
раллельно Ох, а угол при М есть угол, 
составленный касательной с радиусом- Черт. 158. 
вектором. 

Отсюда вытекает следующее свойство вогнутого параболического зеркала, поверхность которого образована вращением параболы вокруг оси: лучи, выходящие из фокуса, после отражения, лелаются параллель- ными оси. Обратно, пучок параллельных лучей, падающий в направлении оси, собирается в фокусе. 

Упражнения и дополнения (к $ 241—243) 
1. Доказать, что в случае эллипса понятие внутренних и внешних точек, введенное в конце $ 219, совпадает с обычным понятием внутренних и внещ- них точек для замкнутой кривой. 

‚-Е Доказательство. Под „внешними“ и „внутренними“ точками мы будем понимать внешние и внутренние точки в обычном смысле слова и докажем, что это согласуется с понятиями, введенными в $ 219. Пусть М (1) данная точка, из которой требуется провести касательные к:эллипсу. 
Точки касания определяются пересечением эллипса 

ха 2 

га ми 
):Действительно, мы знаем ($ 200), что ГРМ| = 4 м. 

Но 

МЕТ жа 1-Е РОЕ1 = 6. ж, 
ибо р=21ОЕ| и по доказанному выше 1^:|=1ж1|. Значит 

МЕ! =1М,Е|. 
Н. И. Мусхелишвили. — 1946 29 
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с прямою — полярой точки М: 

ху 51 — 
а2 [12 

Для нахождения точек касания следует решить предыдущую систему 

относительно х,у. Исключая у, получим, после простых приведений, квадрат- 

ное уравнение, определяющее х: 

Ах? + 2Вх + С =0, 

где для краткости положено: 

Я 2 
У 

Ре, вв =а (1—1). 
а? 

А = 

Корни этого уравнения будут действительными, если В2— АС>0, мии- 

мыми, если В2 — АС< 0, совпадающими, если В2 — АС=0. 

Простые вычисления показывают, что 

9% 
Я ии 

следовательно, знак В? — АС определяется знаком выражения 

Легко видеть, что это выражение положительно, если точка (Е, «) расположена 

вне эллипса, и отрицательно, если точка (Е) находится внутри эллипса. 

Отсюда и следует наше утверждение. Если предыдущее выражение равно 

нулю, то точка ($, 7) расположена на эллипсе, и мы имеем, как и следовало 

ожидать, одну („две совпадающие“) касательную. 

2. Доказать, что с точки зрения определения, данного в $ 219, внешними 

точками по отношению к гиперболе являются те, которые находятся между 

двумя ветвями гиперболы, а внутренними — все остальные (кроме точек самой 

гиперболы). 
3. Доказать, что точками внешними по отношению к параболе являются 

точки той части плоскости, где не находится фокус параболы. | 

1У. ИССЛЕДОВАНИЕ ДИАМЕТРОВ ЭЛЛИЛСА, ГИПЕРБОЛЫ, ПАРАБОЛЫ 

Изучим теперь более подробно вопрос о диаметрах каждой из не- 

распадающихся действительных линий второго порядка. 

Во всем этом отделе координаты считаются прямоугольными, если 

противное не оговорено. 

244. Диаметры эллипса. Начнем с эллипса, который будем считать 

заданным нормальным уравнением: 

ха У? 
Рае 

(1) 

В нашем случае 

Я › а12=0, @2 ==, 

и уравнение, связывающее угловые коэфиниенты Ё и А сопряженных 

диаметров ДА, А’, т.е. уравнение (5) $ 230, сводится к следующему: 

уе: А (2) 
а2 
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или, полагая А — 1$, А’ =, где фи х’— углы, составляемые со- 
пряженными диаметрами А и А’ с осью Ох, 

а (2) 
Предположим, что (черт. 159) диаметр А проходит через первый 

координатный угол (а, следовательно, и через третий). Тогда можно 
принять, что 

ЧЕфЫЕ = — 

<<, ще=#>0. 
Из предыдущих формул вытекает, что в этом случае 

= $" =” < 0, 

т. е. что диаметр Л’, сопряженный с А, проходит через второй и четвер- 
тый координатные углы, и что, следовательно, можно — считать 

- <9<*. 
Когда ф == 0, то на основании (а) 
р , О п 2о —<иф —5; когда ф=-, 

1 ф— со, то на основании той же 
формулы, №Ю$’=0. Значит, оси 
координат являются главными диа- 
метрами, т. е. осями эллипса, как 
мы это уже видели и раньше. 

Легко проверить, что нет других 
главных диаметров (осей) кроме ука- 
занных, если только мы имеем дело с 
эллипсом в собственном смысле этого Черт. 159. 
слова (5 < а), ане с окружностью. 

Действительно, для того чтобы два сопряженных диаметра были 
взаимно перпендикулярны, должно быть 

ВА’ —=— |. 

Но, с другой стороны, по формуле {2) = причем по ? 

2 

условию — <1. Значит, такие сопряженные диаметры не могут суще- 
ствовать, за исключением того случая, когда одна из величин К, 
равна нулю, а другая бесконечности, и для произведения А.А’ полу- 
чается неопределенность. Мы видели, что в этом последнем случае мы 
цействительно получаем взаимно перпендикулярные сопряженные диа- 
метры. 

Посмотрим, далее, как изменяется направление диаметра 4”, когда 
диаметр А вращается вокруг О, так что ф возрастает от 0 до Е. По- 
ложим, для большей ясности ф=— $’. Формула (2а) примет вид 

#2 

о; 
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[1 
значит, 27.>-, пока 62< 8: когда шо, тои во и, на- 

конец, 2 < г когда #Шф> я 

Если А'А и В’В обозначают диагонали прямоугольника, средними 

линиями!) которого являются оси 2а, 26 эллипса (прямоугольник этот, 

очевидно, описан вокруг эллипса, так как касается его в вершинах), и 

если х обозначает острый угол, составляемый этими диагоналями с осью 

[1 
Ох, то ва==-,. 

Из предыдущего следует, что при < %х будет: фра, т. е. пока А 

заключается в угле ХОА (и вертикальном с ним), то А’ заключается 

в угле УОВ (и вертикальном с ним). Когда А приближается к А’А, то 

А” приближается к В’В. Когда Д переходит в угол АОу, то А’ пере- 

ходит в угол между ОВ и отрицательною осью Ох. Диаметры, напра- 

вленные по А’А и В'В, являются единственными сопряженными диа- 

метрами, симметрично расположенными относительно осей эллипса. 

В случае окружности (5 == а) имеем ВЕ’ —-——_1; значит, в этом слу- 

чае все сопряженные диаметры взаимно перпендикулярны; каждый диа- 

метр является главным, что, конечно, очевидно и непосредственно. 

Заметим, наконец, что если из концов двух сопряженных диаметров 

провести касательные к эллипсу, то эти прямые составят параллелограм, 

описанный вокруг эллипса. Действительно, касательные, проведенные 

из концов одного диаметра, ` параллельны второму диаметру {$ 231). 

Средними линиями этого параллелограма (т. е. линиями, соединяющими 

середины противоположных сторон) являются, очевидно, взятые сопря- 

женные диаметры. 

Упражнения и дополнения 

1. Доказать, что если спроектировать на плоскость окружность с ее двумя 

взаимно перпендикулярными диаметрами, то проекции этих диаметров будут 

сопряженными диаметрами эллипса, являющегося проекцией данной окруж- 

ности. 
Доказательство основано на том, что при проектировании параллель- 

ные хорды окружности обращаются в параллельные хорды эллииса, и что 

середины проектируемых хорд дают середины хорд В проекции. 

2. Рассматривая эллипс как проекцию ойружности, доказать, что площадь 

параллелограма, описанного вокруг данного эллинса, есть величина по- 

стоянная 2). 
Указание. Параллелограм, описанный вокруг данного эллииса, есть, 

очевидно, проекция квадрата, описанного вокруг проектируемой окружности. 

245. Диаметры гиперболы. Рассмотрим гиперболу 

хз уз 

г сы 
В этом случае 

1 1 

@11 — п, а ==0, @==— Ч 

1) То-есть отрезками, соединяющими середины противоположных сторон. 

2) Это —так называемая вторая теорема Аполлония для эллипса 

(см. $ 251). 
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и угловые коэфициенты сопряженных диаметров связаны соотношением 

ве’ — (2) 
а? ? 

ИЛИ 

, 62 о. 2 * (2а) 

п 

Если 2 ф > 0, мы можем считать, что О<У<>. Из (2а) следует 

тогда, что #$’>0 и, следовательно, можно также считать, что 

о<<5. 
При ф==0, имеем ф==0, и значит, на основании (2), $’ == оо, 

; т р 
т. е. ф = э-. 

Оси Ох и Оу являются, таким образом, взаимно перпендикулярными 

сопряженными диаметрами, т. е. главными диаметрами (осями) гиперболы. 

Итак, если диаметр А проходит че- 
рез первый и третий коорлинатные 
углы, то и сопряженный с ним диа- 
метр А’ проходит через те же углы 
(черт. 160). Точно так же, как легко 
видеть, на основании симметрии, если 
диаметр проходит через второй и тре- 
тий координатные углы, то и сопря- 
женный с ним диаметр проходит через 
те же углы. В частности, очевидно, что 
оси симметрии являются единственными 
взаимно перпендикулярными сопряжен- 
ными диаметрами. 

Пусть а обозначает острый угол, составляемый асимптотами с осью Ох. 

Черт. 160. 

# 

Мы знаем, что 159 = —. Из (22а) следует, что если № - ‚ то 

Ь 
ю Ф>а, т. е. что если ф< о, то ф’ > а. Значит, сопряженные диа- 

метры находятся по разные стороны асимптоты; если один из них пере- 
секает гиперболу (диаметр А на черт. 160), то другой ее не пересекает 

(диаметр ЛД’ на черт. 160), но зато пересекает сопряженную гиперболу 

= (а) 
изображенную на чертеже пунктиром. 

Когда А приближается к асимптоте. то и А’ приближается к ней, 

так что асимптоту можно рассматривать как самосопряженный диаметр, 

как было уже сказано раньше ($ 230). 
На основании формулы (2), которая одинаково относится к гипер- 

болам (1) и (12), заключаем, что данная гипербола (1) и сопряженная 

с ней гипербола (1а) имеют одни и те же диаметры, и что диаметры, 

сопряженные относительно одной из них, будут сопряженными и отно- 

сительно другой. Одновременное рассмотрение данной и сопряженной 
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с ней гиперболы имеет то преимущество, что прямые, пересекающие 
одну из них в мнимых точках, пересекают другую в действительных, и 
диаметры могут быть рассматриваемы как геометрические места середин 
всегда действительных параллельных хорд либо данной, либо сопряжен- 
ной гиперболы. Например, часть диаметра АД, изображенная на черт. 161 
сплошной чертой, делит пополам действительные хорды гиперболы (1а), 
параллельные диаметру А’; часть того же диаметра А, изображенная на 
чертеже пунктиром, делит пополам действительные хорды обеих ги- 
пербол. - 

Совокупность асимптот наших гипербол есть (распадающаяся) линия 
второго порядка, представляемая уравнением 

х2 2 
5 —в=0. (3) 

Угловые коэфициенты А и Ё’ сопряженных диаметров этой линии 
связаны тем же соотношением (2) 
или (2а). Следовательно, диаметры, 
сопряженные относительно одной из 
линий (1), (1а), или (3), будут 
сопряженными относительно двух 
других. 

Отсюда нетрудно вывести сле- 
дующее простое предложение: от- 
резки секуцей, заключенные между 
гиперболой и асимптотами, равны 
между собою. 

Действительно, пусть МЛГ секу- 
щая, пересекающая гиперболу (1) в 

НЗ точках Ми М’ (черт. 161). Пусть К 
середина хорды ММГ. Тогла ОК 

есть диаметр, сопряженный с направлением нашей секущей. Пусть, да- 
лее, № и № суть точки пересечения секущей с асимптотами. На осно- 
вании предыдущего, диаметр ОК делит пополам также и хорлу М№ 
линии (3). Значит, мы имеем одновременно 

КМ ==КМ', КМ = К№, 

откуда, вычитая, получим: ММ == М’М№, а это и требовалось доказать. 

Если из концов А'А, В'В двух сопряженных диаметров (подразуме- 
вая под концами В, В' диаметра, не пересекающего гиперболу, точки 

его пересечения с сопряженной гиперболой) провести касательные к дан- 
ной и сопряженной гиперболам, то мы получим параллелограм (черт. 162), 

средними линиями которого являются наши два диаметра (ср. конец 

предыдущего параграфа). 
Легко показать, что диагонали этого параллелограма направлены по 

асимптотам. Действительно, направим оси Ох’, Оу’ необобщенной системы 

декартовых координат по упомянутым сопряженным диам-трам. Тогда 

уравнение гиперболы примет вид (5 234) 

хх? у" - 1 

а 
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где, как легко видеть, а’и 5’ суть длины соответствующих полудиамет- 

ров (лействительно, полагая у’==0, получим х' =’). 

Уравнение совокупности асимптот в тех же координатах будет, как 

легко видеть, иметь вид!) 
х” у? 

= ю) 

Далее, очевидно, что угловые коэфициенты упомянутых выше диаго- 
ь’ 

налей равны, в новых координатах, а но тем же величинам равны, 

очевидно, угловые коэфициенты асимптот (=). 

| 

Черт. 162. Черт. 163. 

Рассмотреиный параллелограм мы будем для краткости называть 

описанным около данной гиперболы. 

Легко видеть, что площадь параллелограма, описанного около дан- 

ной гиперболы, есть величина постоянная 2). Действительно, площадь 

эта равна, очевидно, учетверенной площади треугольника, заключенной 

между одной из сторон и асимптотами. А эта последняя есть величина 

постоянная, как показано в конце $ 242. 

Аналогичное предположение для эллипса указано в предыдущем пара- 

графе (упражнение 2). 

246. Диаметры параболы. Возьмем нормальное уравнение параболы 

у? — 2рх =0. (1) 

Диаметр, сопряженный с направлением (Х, У), имеет уравнение 

ЕЁ! (хУ-Е УР (х,5) =0
, 

1) См. $229, упражнение 1 (там, как и здесь, координаты ие предполагались 

прямоугольными). 
2) Это — так называемая вторая теорема Аполлоиия для гиперболы (см. 

еще 5 251). 
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или, так как в нашем случае Р(х, у) = у? — Эрх, 

—РХ-Р уУ==0. 

Полагая = №, можно предыдущее уравнение переписать так: 

у = р. (2} 

Мы видим, что все диаметры параллельны между собою (парал- 
лельны оси Ох), как мы знали и раньше (черт. 163). 

Угол ф, составляемый диаметром с хордами, делимыми им пополам, 
определяется формулой 

п Диаметр будет главным (осью) только при ф== 5, т. е. при В =. 
В этом случае уравнение (2) обращается в уравнение у==0, т. е. урав- 
нение: оси Ох. 



ГЛАВА ДЕСЯТАЯ 

ИНВАРИАНТЫ. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ФОРМЫ И ПОЛОЖЕНИЯ ЛИНИИ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Мы уже знаем, к каким простейшим видам может быть приведено уравнение линии второго порядка в прямоугольных координатах. В этой главе мы займемся вопросом фактического осушествления таких приве- дений и вопросом непосредственного определения формы и положения кривой по виду ее уравнения. 
Весьма существенную роль при этом будет играть понятие инва- рианта. 

1. ИНВАРИАНТЫ 

247. Преобразование уравнения при замене декартовых коор- динат. Начнем с изучения вопроса о том, как изменяются коэфициенты 
левой части 

Е (х, у) = аи? -|- 2аху-- ау? -- 2азх-|-2азу-- @зз (1) 
уравнения линии второго порядка при замене данной системы Оху декар- товых координат другою О’х’у’. 

Мы знаем, что при такой замене старые и новые координаты одной и той же точки связаны линейными соотношениями вида: 

хх Бу а, 

у тих" тьу' -- В, 
где постоянные Д, /5, т‚, ть, о, В зависят от положения новой системы относительно старой и от размеров и направлений координатных век- торов. А именно, о, В обозначают координаты нового начала О” отно- сительно старой системы, а (/, т|) и (4, т.) — координаты новых координатных векторов. В частности, в случае, когда обе системы — прямоугольные, одного и того же класса (6 69, стр. 115), причем но- вая система получается из старой путем переноса начала в точку (а, В} и поворота на угол ф, формулы (2) принимают вид: 

Х =’ с05ф-—узшо-Р а, 

ух’ зто у" созФ В. 

Если внести в полином (1) вместо х, у их выражения (2), то Е(х, у), обратится в полином также второй степени относительно х’, у’. Этот 

(2) 

(3) 
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полином мы обозначим через Р”(х’, у’), а коэфициенты его соогвет- 
ственно через а, 24.) и т. д., так что 

Вх’, у) = ах ах у -Назу?-- ах’ 2а„у На... (4) 

Новые козфициенты @,..., @., будут, конечно, определенным 

образом зависеть от старых коэфициентов а;1,...-, @зз и от коэфици- 

ентов формул преобразования (2). Вопрос о выражении новых коэфи- 

циентов через старые, для упрощения выкладок, мы разобьем на два, 

рассматривая отдельно случай переноса начала координат без изменения 

координатных векторов и случай изменения координатных векторов без 

изменения начала. 
1°. Перенос начала. В этом случае, если начало перенести в точку 

О’(в, 3), старые координаты (х, У) связаны с новыми координатами (х’, у’) 

уравнениями 

х=х’ а, уу В. (5) 

Подставляя эти значения в полином (1) и пользуясь формулой (11а) 
& 208, получим 

Р(х’, у) =аих®- 2а,ху ау? -- 

- 2, (а, В) х’ - 2Е, (а, В) у'-- Е (&, В). (6) 
Итак, мы получили следующий простой результат, который следует 

запомнить: 
При переносе начала координат в точку (х, В), полином Е (х, У) 

преобразуется следующим образом: коэфициенты членов второго изме- 

рения остаются без изменения. Коэфициенты при первых степенях 

новых переменных х'’и У’ равны соответственно значениям частных 

производных 2Е1, 2Е› полинома Е(х, У) в точке (я, 8); наконец, сво- 

бодный член равен значению полинома Р(х, у) в той же точке (а, В). 
2°. Изменение координатных векторов без изменения начала. 

В этом случае 

Е БУ, 

м —= птх' - тзу'. @) 

Если подставить эти выражения в полином Р (х, у), то мы получим 
полином Р”(х’, У’). Совершенно очевидно, на основании однородности 

формул преобразования (7), что члены второго измерения в полиноме 

Р’(х’, У) произойдут исключительно от членов второго измерения в 

Е(х, у), члены первого измерения — от членов первого измерения, и что 
`член нулевого измерения (свободный член) не изменится вовсе, 

Таким образом будем иметь: 

а: 1х? - За, ху - ау? = ах” 2ажу’-На»у”, (8) 
алзх - @ззу = азх' Раз, } (9) 

азз = @; 33* 

Чтобы получить выражения новых коэфициентов при членах второго 

измерения, достаточно воспользоваться равенством (8), которое должно 
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обратиться в тождество, если в левую часть вместо х, у внести их вы- 
ражения (7). Это даст: 

@11 (1х че Бу} - 213 (1х - у) (т.х’ + тьу’) + 
- @2о (т, х’-|- ту’) ЕВ ах? - 2а5ху’ -На»у”. 

Раскрывая скобки в левой части и приравнивая коэфициевты при 
х'?, х'у', У? в обеих частях, получим: 

а, = а: -- ат? -- За ти, ] 

а,, = аи -- ат? -- Зальть, | (10) 
@12 = ай -[ аотать аз (дть т). } 

Точно так же получим выражения новых коэфициентов при членах 
первого измерения, при помощи формулы (9), которая дает: 

аз (Дх’-НЬу)-- аз (тих’ - ту’) =азх -- аз У, 
откуда (сравнивая коэфициенть): 

аз= ад Е аозти, | 

аз = аз - ат». (11) 
`Напомним, наконец, что 

р 

4.3 = @зз. 

В случае поворота осей прямоугольных координат, когда формулы 
преобразования имеют вид 

х=х' с05ф— у’ зтф ух’ зтф-Ру' созо, 
т. е. когда 

д =5с05$$, пи=зШФ Д=—5Шф, Ш ==5С085, 

предыдущие формулы дают: 

а, = а, 052 -|- ао т? ф -|- 241) ЗФ с0$ Ф, | 
а, == а: $11? ф-|- а 032 ф-— 24, 5Зтф с0$ $, $} (10а) 

а, = — (@11 — а») и фсозф -|- ао (с0$?ф — $112 $). | 

Ч: = 413 с05Ф- аз ЭФ, | 

а; = —@з зто -- аз с0$ $, } (11а). 

а. — @зз. } 

В дальнейшем нам придется иметь дело тлавным образом с форму- 
лами (10а). Их можно несколько упростить. Именно, вспоминая, что 

1- со$ 2% Е т 27 
Г О СОЗ 

получим довольно простые формулы 

; р 11 — а: . 
а’, = Ча бы --—“ 5 2 0$ 2<-|- а.о $1 99, 

: 1 — с052 
с052 ф == 911? ф = — ь 

=> 9 

а, = - + "2 — тив с05 2$ — а; , т 2$, (12) 

Я == и“ зш 2^ф-|- ао с0$ 2$. 
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Запоминать эти формулы нет напобности. 
Если мы имеем преобразование общего вида (перенос начала, сопро- 

вождаемый изменением координатных векторов), то значения новых 
коэфициентов получим по предыдущим формулам, произведя послело- 
вательно перенос начала, а затем изменение координатных векторов 
(или в обратном порядке). 

Для дальнейшего важно отметить следующее. До сих пор речь шла 
о преобразовании полинома Е(х, у) при изменении системы координат. 

Если речь идет об уравнении данной линии Р(х, у) ==0, то ура- 
внение той же линии в новой системе О’ху’ мы можем полу- 
чить, заменяя в полиноме Р(х, у) переменные х, у их выражениями 
через х’, У’. Но, после этого, мы можем еще умножить полученное 
таким образсм уравнение Р”(х’, У)-==0 на произвольный постоянный 
множитель А. Тогда коэфициезты нового уравнения не будут уже теми, 
которые определяются предыдущими формулами, однако будут отличаться 
от них только постоянным множителем (притом произвольным, но от- 
личным от нуля). 

Когда в дальнейшем будет итти речь о преобразовании уравнения 
линии при замене координат, мы будем всегда подразумевать (если про- 
тивное не оговорено особо), что преобразование производится без умно- 
жения на постоянный меожитель, т. е. что речь идет о преобразо- 
вании полинома Е (х, У). 

248. Понятие инварианта. Примеры. Мы переходим теперь к рас- 
смотрению одного из важнейших вопросов, а именно к вопросу об 
инвариантах, связанвых с уравнением линии второго порядка. 

Мы начнем с пояснения этого понятия на примере. Будем, для про- 
стоты, считать, что координаты прямоугольные. 

Если сложим первые две формулы (12), то получим: 

а, -На»==ан-|- 2. 

Значит, хотя при повороте осей координат величины 411 и ао изме- 
няются каждая в отдельности (обрашаются в новые величины @.., @,,), 
но сумма их остается неизменной. Легко проверить, что этот резуль- 
тат справедлив и в том случае, когда системы координат различных 
классов. Мы знаем, кроме того, что @1 и @›» остаются неизменными 
при переносе начала. Итак, сумма коэфициентов при квадратах 
переменных 

5$=@и-- 4 (1) 

остается неизменной при любом преобразовании прямоугольных коор- 
динат. Это обстоятельство выражают, говоря, что $ есть инвариант 
полинома Р(х, у) при преобразовании прямоугольных координат. 

Вообще, всякая функция 

Г(а11, @12, @зз, аз» @з, @зз) 

от коэфициентов полинома Е(х, У), называется инвариантом при пре- 
образовании прямоугольных координат, если значение этой функции 
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остается неизменным при переходе от данной прямоугольной системы 

к любой другой прямоугольной, т. е. если 

зе аз) = (а1,--.› @зз). 

Основное значение понятия инварианта станет ясным, если заметить, 

что выражение вида {(@11,-.., @.з) только в том случае может пред- 

ставлять геометрическую величину, характерную для самой рассматри- 

ваемой линии, не зависящую от случайного положения осей координат, 

если это выражение есть инвариант. Поэтому вопрос о разыскании 

инвариантов полинома Р(х, У) является одним из самых основных в 

теории линий второго порядка. Мы, как уже сказано, ограничимся пока 

разысканием инвариантов при преобразовании прямоугольных коорцинат, 

или, как говорят, ортогональных инвариантов; в дальнейшем, говоря 

об инвариантах, мы будем подразумевать ортогональные инварианты, 

если противное не оговорено особо. 

Приведем еще один пример инварианта. Формулы (12) $ 247 дают 

а' — а. = (@11 — @5) с0$ 2% -|- а, эт 2$, 
и 

24.) == — (аи: — 492) Чт 2Ф-|- 241. с0$ 29. 

Если возвести предыдущие равенства в квадрат и сложить, то по- 

лучим 
, , \2 72 __ р 

(ап ны а.) -- 4а 12 — (а, ПР а22)? -|- 4а12. 

Следовательно, выражение 

(а, — 45)? -{- 4912 (2) 

есть также инвариант (этот результат справедлив и для систем различ- 

ных классов). 
Оно может быть переписано еще так: 

а -- а — 2а 142 -|- 4а}, = (аи: -- а»>)? — 14 (а, 14 — 04). 

Отметим теперь слелующее почти очевидное обстоятельство. Если мы 

имеем несколько инвариантов „Л, /.,..., /„ ТО всякая их функция 

Ф(л,..., Л) будет также инвариантом. Это совершенно ясно, так как 

если Л,..., У„ остаются неизменными при замене координат, то и 

Ф (Л, Л, -.., У„) останется неизменной. 

Таким образом, например, 5? = (а, | а»)? есть инвариант, ибо 5 

есть инвариант. Вычитая 5? из ТОЛЬко что найденного инварианта 

(а, а») — 4 (ава — @12), получим еще инвариант — 4 (а: — @12), 

или, отбросив постоянный множитель — 4, инвариант 

(3) с. НОВ 
@11@22 — @12 == 

а @ о 

В следующем параграфе будет приведено другое доказательство 

инвариантности предыдущего выражения. 

249. Основные инварианты уравнения линии второго порядка. 

Ингарианты, найленные в предыдушем параграфе, могут быть получены 

еще иным путем на основании свойства дискриминанта квадратичной 

формы (см. Добавление, $ 11); этим же путем мы найдем еще один 
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инвариант и получим таким образом все основные ортогональные инва- 
рианты, связанные с уравнением линии второго порядка. 

Рассмотрим с этой целью квадратичную форму 

Ф (х, у, д = ах? -|- 2а,›ху-- а,у--2а,хё-|- 2азуё-- аз, (1) 

получающуюся из полинома Р(х, У) „дополнением до однородности“, 
а также квадратичную форму 

ы Ф(х, У) = а1 1х? СЕ 2а,2ху Е 225%, . (2) 

представляющую собою совокупность членов второго измерения поли- 
иома Р(х, У). 

Напомним, что дискриминант квадратичной формы (1) есть 

@11 212 @13 

А = | 451 Ч аз |, (3) 

@з1 @з2 @зз . 

и что дискриминант квадратичной формы (2) представляет собою алге- 
браическое дополнение А.. элемента а: в предыдущем определителе: 

а: @15 
Азз — — 2,145 — @19. (2) 

921 @22 

Вспомним теперь предложение (см. Добавление, 5 11), гласящее, что 
дискриминант квадратичной формы, получающейся из данной в ре- 
зультате линейной однородной подстановки над переменными, равен 
дискриминанту исходной формы, умноженному на квадрат определи- 
теля подстановки. 

При переходе от системы прямоугольных осей Оху к системе пря- 
моугольных осей О’х’у’ переменные х, у в полиноме Р(х, у) подвер- 
гаются неоднородной подстановке !) 

х=х' с05ф— у зто, 

у=х' зто-РУ' созф В. (5) 

Чтобы иметь дело с линейной однородной подстановкой над перемен- 

ными х, у, Ё квадратичной формы Ф(х, у, &), условимся подвергать эти 
последние подстановке 

х==х' с03ф — у’ зтф-Най, | 

у=х' зто-Ну’ созф- ВЕ, (Га) 

= Е. | 

1) Мы рассматриваем, для сокращения письма, только тот случай, когда 
системы координат — одного класса ($ 69). В противвом случае вместо фор- 
мул (5) будем имель формулы 

хх" созф + у’ зто о, 

Уу=х' зи — У с089 + в 

все результаты, изложениые в иастоящем параграфе, останутся справедливыми 
и в этом случае. 
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При {= =1, эта подстановка обращается в подстановку (5), а 
исходная и преобразованная формы Ф(х, у, и Ф’(х’, у’, Ё) обра- 
щаются в исходный и преобразованный полиномы Р(х, у и Р(х,, У). 

Определитель подстановки (5а) равен 

с05Фф —5то @а : 
` в с05® — то ие са т 

$1 Сс0$ =— ее а! № тт Е’ 1 зШф —с0$Ф Ей 

Поэтому дискриминант А квадратичной формы Ф(х, у, #) останется 
неизменным при замене координат, т. е. мы будем иметь: 

# 7! тд 1 

@11 @1о @13 ап @ 12а 13 
/ ТА "у А = @21 @22 @53 =— Яо @ га оз в 

у тд у 

@31 @з2 @зз @ 1 @з@ зв | 

Итак, дискриминант А есть инвариант. 
Применим теперь ту же теорему к квадратичной форме $х(х, у), 

рассматривая линейную подстановку: 

(6) 

Так как определитель этой подстановки равен 1, то дискриминант- 
квадратичной формы ф(х, у) 

Хх’ 050 —узшо, 

у=х' зто -|- У сое. 

А 211912 
38 —— 

22192 

остается неизменным при повороте осей координат. Так как, далее, 
перенос начала вовсе не изменяет коэфициентов 4;:, @;,, а›› полинома 
Е(х, у), то Аз остается неизменным при всяком преобразовании прямо-- 
угольных координат. Таким образом инвариантность Азз доказана снова. 

Рассмотрим, далее, квадратичную форму?) 

$0 У) — К? У) = (а, —^) № --2аъху --(а»—%) 2, (=) 
где Х — произвольная постоянная. 

При подстановке (6), эта квадратичная форма переходит в форму 

У) АНУ) = (и ха иж -Н(а'»—)уз, (=) 
ибо при подстановке (6) имеем тождественно 

з . ху = ху’. 

Так как дискриминанты форм (*) и (**) должны быть равны между 
собою, то 

1) Мы примеияем здесь к частному случаю общий прием, указанный в До- 
бавлении (6 14). 
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или, раскрывая определители, 

№2 — (аи -- а) ^-Е (@1а» — аз) == №2 — (а, -- а„)х-- 

- (аа, — а’). 

Это соотношение должно иметь место при всяких ^, следовательно, 

коэфициенты при различных степенях »Х должны быть одинаковы в пра- 

вой и левой частях. Это дает 
Е АР , РНЕ 4 Г Г: 

а, а» ==, -Н@,» @11@»2— @2-=@ п@ 2— @ 12. 

Второе из этих равенств выражает инвариантность Аз; первое же пока- 

зывает, что 

5 = а -[ 922 

есть также инвариант — результат, полученный в предыдущем параграфе 

иным путем. 
Итак, мы приходим к следующему важному выводу: выражения 

911 @1о @1з аа с 11912 
А=| 4: @@23`|, Азз= ‚ 5=ан 4» (7) 

@з1 @зэ @зз па 

суть ортогонвльные инварианты полинома Е(х, У). 

Ди А,‚. суть соответственно дискриминанты форм Ф(х, у, ди 

Ф(х, У). Мы будем их, для краткости, называть соответственно „боль- 

шим“ и „малым“ дискриминантом полинома Е(х, у). | 

Замечание 1. Вспомним, что равенство А=0О выражает необхо- 

димое и достаточное условие того, чтобы наша линия второго порядка 

была распадающейся. 

Равенство же Азз =0 выражает необходимое и достаточное условие 

того, чтобы квадратичная форма Ф(х, у) была полным квадратом, т. е. 

чтобы 

Ф(х, У) == ах? | 2а1>ху-- ао У == (ах-Е 6у):; 

см. Добавление, начало 5 12. 

Замечание 2. Кроме инвариантов (7) можно составить бесчислен- 

ное множество других: всякая функция от А, Азз, $ будет также инва- 

риантом (см. предыдущий параграф). Вопрос о том, есть ли, обратно, вся- 

кий инвариант функция указанных трех, будет рассмотрен ниже ($ 261). 

Отметим, что, в частности, корни №, и Х» квадратного уравнения 

ап-—^ 1 ‚ @12 и (8) 

@1 @»ю— у 

суть также инварианты, ибо коэфициенты этого уравнения не изменяются 

при замене прямоугольных координат. В противоположность инвариан- 

. там (7), величины Х, и ^› — иррациональные инварианты (т. е. не выра- 

жаются рационально через коэфициенты полинома Б). Инварианты 5и 

Аз» суть функции от №» №: 

$=2-Р А» Ав. 
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К инвариантам могут быть также причислены ранги определителей А 
и Аз. Ранг определителя А не только ортогональный инвариант, но и 
проективный, ибо он остается неизменным при всяком проективном пре- 
образовании (т. е. при всякой линейной однородной неособенной под- 

становке над х, у, 2, Ё см. Добавление, 8 11). 

250. Метрические инварианты В случае общих декартовых координат. 
Формулы, выражающие метрические свойства !) линии второго порядка, не должны 
зависеть от положения лииии по отвошению к системе декартовых коордииат, 

но онн, вообще говоря, зависят от длин координатных векторов п, У и угла \ 
между ними (Т. е. от формы и размеров системы, но не от ее положения отно- 
снтельно линни). 

Форма и размеры системы вполне характеризуются коэфициентами квадра- 
тичной формы (которую мы будем называть основной метрической формой) 

вн? - 20 ХУ- в», (1) 

выражающей квадрат длины произвольного вектора Р(Х, У); мы примевяем 
здесь обозначения $ 56. Действительно, мы имеем ($ 55) 

ви =18|2, &д==|У]2, в. ==|и||У|с0$%, (2) 

`что вполне опредехяет | п |, |\| и\(0<у< т), когда даны 2) 211, бо, Юя. 
В соответствии с этим, под метрическими инвариантами полинома Е (х, у} 

мы будем понимать функции 

(ал, а, @сь @1» Ча @зз) Валь Во» Во), 

зависящие от коэфициентов полинома Ри от коэфициентов основной метриче- 
ской формы (1), остающиеся неизменными при замене данной декартовой системы 
произвольной другой декартовой системой. 

Мы найдем мегрические инварианты, обобщающне ортогональные инва- 
рианты 4, А;з, 5 и сводящиеся к этим последним в случае прямоугольной 
системы (т. е. когла 211 = 252 ==1, #2 = 0). 

Заметим с этой целью следующее. При подстановке [ср. предыдущий па- 

раграф формулы (5а)] 

х== Их! - Бу аР, у=тих + тоу" Е В, = {3) 

форма Ф(х, у, #) переходит в форму Ф’ (х', у', #); дискриминанты Аи А’ этих 
форм связаны соотношевием 

А’ = А.А? (4) 
где 

1 Ба 
1 Ё 

= м в || _ (5) 
т т 

001 

Подстановке (3) соответствует следующая подстановка для координат век- 
тора: 

Х=АхХ' БУ, и -Ь } (За) 

У = п.Х! | ту" 

при этой подстановке форма (1) обращается в форму 

вых" + Увьх' У! 8", (1) 

1) Имеем в виду метрнческие свойства в узком смысле (5 178). 
2) 21, 22, 8: должны быть всегда задаваемы так, чтобы форма (1) была 

положительной, См. $ 67, 2°. | 

Н. И. Мусхелишвили. — 1946 23 
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Днскрнминант 
@ =: | Ва 212 (6) 

Вл 8»: 

формы (1!) связан с дискриминантом С' формы (1') соотношением 

ь (' = Ц-42, (7) 

где А-тот же самый определитель, что и в (4), как это видно на основании (5). 

Из (4) и (7) следует: 
А’ А 
та’? 

А 
т. е. — есть метрический иввариант. 

[9] 
А 

Точно так же докажем, что г. ‚ где Изз обозначает попрежнему дискрими- 

нант формы 

$ (х, у) = выл? + 2арху + а»у?, 

есть инвариант при преобразовакиях, не изменяющнх начала коордннат. 

Рассмотрим, наконец, форму 

ф(х, У) — № (вил? + 28ъху + &>У?) == 

— (аи — №1.) хз 2 (ав — №15) ху - (@»— №65) у?. 

На основании сказанного выше, отношение дискриминанта этой формы к С, 

т. е. отношение 

@:1 — ^831 @12 — ^812 
. : 4 

921 — КЮ Я — № 

есть ннвариант при замене системы коорлинат без изменения начала. Раскрывая 

определнтель. получим после простых приведений, что это отношение равно 

о @115' -- а 8 — 248 Аз О 8 
а С° 

Так как предыдущее выражение инвариантно при всяких *, то все коэфи- 

цненты прн различных степенях 2. — инвариаиты. Свободный член и коэфицненты 

при 3 не дают ничего нового. Остается етце один новый инвариант: 

_@н&з2 + 28а — 2а1542 а Е 

Итак, мы нашли три инварианта: 

А*—=>, Азы к ‚ 5% а а — 241.82 В (8) 

Инвариантность последних двух выражений доказана пока только при усло- 

вии неизменности началаз но, очевидно, перенос начала вовсе не влияет на 

ал, @2, @» и Азз; что же касается до 631, 1» 8», то при их преобразовании мы 

пользуемся формулами (За) для координат вектора, где положение начала вовсе 

не играет никакой роли. 
В случае необобщенной декартовой (косоугольной) Системы 

2а==1, 812 == 605%, Ве = 1, 

1 с0$ У у 
— $11? У 

0$ У 1 
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и инварианты (8) принимают вид 

А & Азз * — ЕЕ: 
— зу } 33 ^ зщ т $112 у 

ВЕ (9) 

п 
При У=-)` эти инварнанты обращаются в ортогональные инварианты А, Аз, $. 

251. Приложение: теоремы Аполлония. Пусть дан эллипс уравнением 

х2 2 
Вы 1—0 (1) 
а?‘ 3 

в прямоугольных координатах Оху. Взяв в качестве новых осей Ох’, Оу’ ве- 
обобщенной системы два каких-либо сопряженных диаметра, получим уравнение 
вида ($ 234): 

Хх? ‚2 

ту —1=0, и’) 
изображающее ту же кривую. Полином в левой части (1') получается из поли- 
нома в левой чьстн (1) заменой координат вида: х == Дх’ -- у’, у= мил! + ту! 
без умножения результата на постоянный множитель; это следует из того, чтб 
свободные члены этих полиномов одинаковы. 

Составляя инварианты 

5* — а Е ар — 242608 дв _ Аз 
8112 у > 337 зиРу 

для этнх полиномов, получим два замечательных соотношения, связывающих 

длины полуосей а, В с длинами а’, $’ сопряженных полудиаметров !) и с углом у 
между этими последними. 

Действительно, для системы Ох, Оу нмеем 

1 1 ж 
Ян = т» 4:2 — `;, а12 = 0, УР» 

ч 

и, следовательно, 
1 1 * 1 < Е вы 

5*-=5 а фв’, Азз = Азз == рр. 

Для осей Ох', Оу’ будем иметь аналогично 

5* = ( т. ар #2) ы. ь ры = РЕ ЗИ . д’? В'3 Ушу а'26'2 $112 у 

Приравннвая правые части, получим 

а’26'2 эту == а26?, 

аз В? а? 6? 

аз а 

Последнее соотношение, в силу предпоследнего, дает 

2! -- 6'2 = а? | 2, 

и, значит, мы имеем следующие соотношения 

а'2-|- 2 — 22 6; а’ пу-== аб. (2) 

Эти формулы выражаюг две следующие теоремы Аполлония. 
1. Сумма квадратов двух сопряженных полудиаметров эллипса есть 

величина постоянная (равнгя сумме квадратов полуосей). 
2. Площадь параллелограма, построенного на двух сопряженных полу- 

1) То, что а', 6’ суть длины полуднаметров, направлениых по Ох’ и Оу” оче- 
видно; полагая в (1") у’ ==0, получим х’=-5 а’; аналогично н для #'. 

и 
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диаметрах эллипса, есть величина постоянная (равиая площади прямоуголь- 

иика, построенного на двух полуосях). 
Аналогичные теоремы имеем для гнперболы. Именно, путем, совершеино по- 

добным предыдущему, получим формулы 

а? — 62 = 42—61, а’ япу= а6. {3) 

Значит, для гиперболы вторая теорема Аполлония формулируется точно 

так же, как для случая эллипса. Первая же заменяется следующей: 

Разность квадратов двух сопряженных полудиаметров гиперболы есть 

величина постоянная (равная разности квадратов полуосей). 
Замечания. Вторая теорема Аполлония для эллипса по существу совпа- 

дает с предложением, указанным в $ 244, упр. 2. 
Вторая же теорема Аполлония для гиперболы по существу совпадает с пред- 

ложением, доказанным в кевце 6 245. 

и. УПРОЩЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ЛИНИИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

252. Преобразование к центру. Если линия второго порядка имеет 

центр (один или бесчисленное множество), то уравнение ее можно упро- 

стить, перенеся начало координат в центр (или один из центров). 

Именно, из $ 228 мы знаем, что в уравнении линии относительно ио- 

вой системы осей (с началом в центре) отсутствуют члены первой сте- 

пени, и, значит, уравнение принимает вид 

аих” -- Зах аз азз == 0, (1) 

где @;1, @10› @оз имеют те же значения, что и в исходном уравнении, 

а азз=Р(а, В) (см. $ 247). 
Коэфициент азз очень легко также выразить через коэфициенты исход- 

ного уравнения в случае центральной линии (линии с одним определен- 

ным центром), т. е. когда 

2 
Азз = а 14 — а 3 0. (2) 

Действительно, мы знаем, что определитель, составленный из коэфи- 

циентов левой части исходного уравнения, 

@;; @1> @1в 
А = | а>1 @22 @ 

@з: @з2 @зз 

есть инвариант, т. е. он равен аналогичному определителю, составленному 

из коэфициентов левой части уравнения (1). Но эта левая часть отли- 

чается от левой части исходного уравнения тем, что в левой части (1) 
г 

величины @3 И @2з заменяются нулями, а а.; — величиной 433. Слелова- 

тельно, 
@11 @1о 0 | 

А = | ал1 452 о — @ззАвз, 

оо азз 

откуда 

=, . (3) 
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Итак, если кривая, заданная уравнением 

ах? -- 2аоху Е а» у?-|- 2азх -- 2аву-Н аз: = 0, 

имеет определенный центр (т. е. А.з #0), то уравнение той же линии 
после перенесения начала координат в центр, будет иметь вид 

т у А 

алх”® + 2азху’ ау? д. =0. (4) 

При выводе мы воспользовались свойством инвариантности величин 
Аи А.» при преобразовании прямоугольных координат; однако легко 
показать, что результат остается справедливым и в случае декартовых 
координат общего вида. 

Для этого достаточно в предыдущем выводе вместо А взять инвариант 

А* —= —_ ; тогда вместо равенства А == азАза мы получим а 38/183 у 

4. =. Аз: — азз-п› 

откуда снова следует формула (3). 
Справедливость формулы (3) можно доказать и непосредственно, не поль- 

А 
зуясь свойством инвариантности величины с (или А, в случае прямоугольных 

координат). , 

Действительно, аз; = Р (©, В). Введем теперь вместо Р(х, у) квадратичную 

форму Ф (х, у, 8, обращающуюся в Е(х, у) при # =1. Подставляя в тождество 

хФ, + уФ 1 № =Ф(х, у, В 

вместо х, у, # соответственно а, В, 1, где а, 8 координаты центра, и замечая, что 

Ф, (<, 8, 1) =, (@, в, 1) =0, 
получим ` 

Ф (а, 8, 1) = Р(®, В) = Фь (а, В, 1) = @за + ав + аз. 
Но мы нмеем 1) 

1 Аз Аза 
т =——— 5 

“— А Азз ый 

и, значит, 
Аза А;за Азза А ао | а -- аз = за -- е за -- 333 =я-, 

33 33 

откуда и следует искомый результат: 

А 
Е(с, В) =>. (5 =» ( 

Упражнения и дополнения 

1. Найтн центр лннни 
2 -| 293 —4у=0 

и преобразовать её уравнение к центру. 
Ответ. Центр в точке (0, 1). Уравнение, преобразованное к центру, имеет вид 

‚ х'з 4 2—2 =0. 

1) Эти формулы получаем, решая уравнения: аа + 418 -| а.; = 0, але 
++ 228 - а. ==0, определяющие положение центра. 
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2. Доказать инвариантность дискриминанта А (в прямоугольных координа- 
тах), исходя из формулы (6) и считая доказанной инвариантность Аз. 

Доказательство. Будем считать сперва Аз 0. Если вместо данной 

системы ос й взять новую, полином Е(х, у} преобра‹уется в полином Г” (х', У"), 

так что Ё' (х', у’) = Р(х, у), если х. уи х’, у' обозначают координаты одчой и 
той же точки в различных системах. В частности, Е” (2', :') = (о, В), где а, В 
иа', В" — суть координаты центра в старой и новой системах. 

Следовательно, на основании формулы (6) 

А! А 
а Ав 
Азз Азз 

у 

где А'и Азз обозначают определители, составленные из коэфициентов выраже- 

ния РЁ” (х', у’) так же, как Аи Изз составлены из коэфициентов выражения 

Е(х, у). Итак, отношение д_ есть инвариант. 
33 

В случае прямоугольных координат, как мы знаем, величина А;„ есть инва- 

риант, значит, будет инвариантом и выражение Азз-4— = А. 
33 

Итак, мы доказали, что А есть инвариант при преобразовании прямоуголь- 
ных координат. При доказательстве мы считали, что Аз; У: 0. Однако легко убе- 
диться, чго это ограничение не имеет значения. 

Действительно, пусть /.; = а: — а, — 0. Заменим а; величиною ал. - =, 

где =-20 есть сколь угодно малая величина, оставив осгальные коэфициенты 

неизменными. Тогда, очевидно, будем уже иметь 4.„ 0, и значит, по доказан- 

иому, А’ == А. В левой и правой частях мы имеем ненрерывные функции (поли- 
г : 

номы) от коэфициентов @}1,..., @з, И соответственно @11, ..-, 4; следова- 

тельно, равенство А’= А остается справедливым, когда мы перейдем к пределу 
Нт = = 0, а отсюда и вытекаег наше утверждение. 

253. Приведение квадратичной формы двух переменных к кано- 

вическому виду при помощи ортогональной подстановки. Мы видели, 

что путем переноса начала координат н центр (если таковой существует) 

можно уничтожить члены первой степени в полиноме Р (Хх, У). 
Считая координаты прямоугольными, выясним теперь, какого упро- 

щения можно добиться путем поворота осей. 
Рассмотрим уравнение 

ах? -|- 2аьху-- а» У? =С, (=) 

где С — постоянная. Это уравнение представляет линию второго порядка, 

имеющую центр или прямую центров; действительно, ввиду отсутствия 

членов первой степени, начало координат является центром линии. 

Будем сперва считать, что центр один (апаь— 912520). Если по- 

вернуть систему осей так, чтобы одна из них совиала с одним из глав- 

ных диаметров, то другая ось совпадет с другим главным диаметром 

и мы полу‘им нозое уравнение, где будет наверлое отсутствовать член, 

содержащий произведение ху. 

В случае, когда линия (*) имеет прямую центров, т. е. линия пред- 

ставляет собой пару параллельных прямых, мы получим тот же резуль- 

тат, если направим одну из осей по (единственному) диаметру. В этом 

случае (пары прямых) мы будем условно называть главным диаметром и 

(любую) прямую, перпендикулярную к диаметру в собственном смысле 

этого слова. 
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Итак, во всех случаях, если направить оси координат по главным 
диаметрам, в уравнении (*) исчезнет член с ху. 

Мы докажем теперь это непосредственно. А именно мы докажем сле- 
дующую алгебраическую теорему: 

Путем поворота осей прямоугольных координат на подходящий 
угол, можно привести всякую квадратичную форму двух переменных 
хиу 

ах? -Е 24 ху-| ал у? (1) 

к каноническому виду 

мха, у, (2) 

т. е. к квадратичной форме, содержащей только квадраты перемен- 
ных; величины \, и № обозначают постоянные, являющиеся корнями 
квадратного уравнения 

—22— 5$ А =0. (3) 
аа аб ^ 

Если @1, @1о, @з2 — действительные величины, то и №, № будут 
действительными. 

Эта теорема является частным случаем очень важной алгебраической 
теоремы о приведении, путем ортогональной подстановки, любой квадра- 

тичной формы к сумме квадратов 1). у 
Мы видели ($ 247), что если повая ось Ох' составляет со старой Оу 

угол $, то форма (1) преобразуется в следующую: 
: : 7 

ах’? -- 2в2ху’ -| а22 У”, (а) 
где, в частности, 

а. —а : 
вл И т 29 -- 615 с0$ 2%. 

у 

Подобрав угол > таким образом, чтобы @12==0, т. е. полагая 

2а1 Вы р, (4) 
@11 — а 

мы получим форму требуемого вида (1), где 
ЮО С 

м ==@и, №2 == @9; 

величины ^ и ^. могут’ быть вычислены по формулам (12) $ 247, 
куда вместо х следует подставить значение, определяемое уравнением (4). 

Правая часть уравнения (4) будет неопределенной только втом слу- 
чае, если @12==0, @1: =а2›. В этом случае форма (1) имеет с самого 
начала вид 

а 1х? ао У? == (НУ), 

где \ =14;1==455 и сохраняет этот вид при всяком угле ©. 
Во всех остальных случаях уравнение (4) определяет четыре возмож- 

ных направления оси Ох’, которые расположены на двух взанмно пер- 

1) Формулировку общего предложения см. в Добавлении, 8 15, 
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пендикулярных прямых. Действительно, если х есть один из углов [на- 

пример острый !)], удовлетворяющих условию (4), то другие возмож- 
п Зк 

ные углы будут Ф--5., ФГ т, Ф+ 5 и всякие другие, отличающиеся 

от указанных на кратное 2*. 
Взяв в качестве угла фх какой-либо из четырех упомянутых, получим 

вполне определенные направления новых осей Ох’ и Оу’ и, по форму- 
лам (12) $ 247, вполне определенные значения для А; и №». 

Однако величины %; и ^› можно вычислить и проще. Мы знаем, что 
, : 2 г г 2 

$ = а1-Н а» = ап- 42 Азз —= @;1922 — @12 == @1@22 — @12. 

Замечая же, что 

ап==^,, @2==»., @12==0, 

м == -Н а» = 5, 
2 

№15 =—= 811420 == @12 == Аза 

получим 

(5) 
® 

откуда и следует, что Х, и Х» являются корнями квадратного уравнения (3), 
как и было сказано в формулировке теоремы. 

То обстоятельство, что № и Х. действительные числа, если только 
аи, @1›, @22 — действительные, непосредственно вытекает из формул (12) 
$ 247, а также из того, что 

52 — 4Азз = (а, -Р 4)? — 4 (ана, — а) — 

— (а, — а) 41. > 0; (6) 
откуда следует, что корни уравнения (3) — действительные. 

Для того чтобы определить, какой из двух корней уравнения (3) 
нужно взять в качестве \., а какой в качестве Х», обратимся снова 
к формулам (12) $ 247. Вычитая вторую из них из первой, получим 

г ‚ 

ап — @2 == (а! — @22\ с0$ 2% -|-- 24, зп 25 = 

а. — а 
—2а — 0$ 20 - $ш 2) . 12 Заз г -- т 

Замечая далее, что 
а: а 1 — 60$ 29 

За12 12 3 9 ' 

и что 

аи=ь, ар =, 

получим 

ада ие | (т) 

Эта формула и определяет вполне выбор обозначения корней. Если, 

1) Так как {2 2% принимает все значения от — оо до -|- оо при изменении 9 
п 

от 0 до 5 › то всегда можно найти острый угсел $, удовлетворяющий условию (4). 



3, 254] |. УПРОЩЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ЛИНИИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 441 

иапример, мы считаем угол $ острым, то знак ^, — № должен совпадать 

со знаком @1о- 
254. Упрощение уравнения центральной линии второго порядка. 

‚ После сказанного в предыдущих параграфах залача упрощения уравне- 

ния второго порядка решается весьма просто. 

Начнем со случая центральной линии, т. е. такой, что 

. Азз == 011422 — а БЕ 0. (1) 

Перенося начало координат в центр С(а, В) линии, т. е. полагая 

х=е-Ёх', у=В-|-у’, приведем уравнение данной линии к виду ($ 252) 

# и. А анх”?-- 2а ох’ у’ | азоу ре 0. (2) 

Взяв, далее, вместо системы осей Сх’у’ систему СЁи, ось СЁ кото- 

рой составляет с осью Сх’ угол ф, определяемый уравнением 
$7 

(3) 

приведем уравнение (2) к вилу 

Р-НА, (4) 
где для краткости положено 

а, (5) 
Азз 

а и». суть корни уравнения 

2 $ Аз: = 0. (6) 

Так как. по условию, Аз: 20, то ни один из корней \, и», не равен 

нулю. Рассмотрим теперь все возможные случаи комбинаций знаков коэ- 

фициентов уравнения (4). 
Первый случай: Е -:0, т. е. А 0. 
Этот случай разбивается, в свою очередь, на следующие: 

1а) ^,, Ал и А одного знака. Тогда мы можем написать: 

1 1 ^. _1 

Е В 

и уравнение (4), по разделении на Ё, примет вид 

Е з 

5-Е и-Н1=0. 

Это — уравнение мнимого эллипса. 
Посмотрим, какими соотношениями между коэфициентами исходного 

уравнения характеризуется этот случай. На основании (6), для того 

чтобы , и Х, были одного знака, необходимо и достаточно условие 

Азз > 0. 
Далее, при последнем условии знак Ё будет, в силу (5), совпадать 

со знаком Д, а знак № и Х. со знаком $ ==а1.-|- 422, ибо ^, -- № ==5. 

Итак, случай 1а (мнимый эллипс) характеризуется условиями 
А-0, Аз>0, Аи 5 одного знака. 
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15) ^,, №» одного знака, противоположного знаку А. 
В этом случае, полагая 

^, 1 ть, Ро, 
Е 2’ ЕЁ 

триведем уравнение (3) к виду 

Ре 
Г 1 

Мы получаем, таким образом, нормальное уравнеиие действительного 

эллипса. Аналогично предыдущему убедимся, что случай 1Ъ (действи- 

тельный эллипс) характеризуется следующими условиями; 

А--0, Аз >0, А и 5$ различных знаков. 

Уже раньше мы видели, что условия А20, А. > 0 характеризуют 

эллипс. Теперь мы научились различать случаи действительного и мни- 

мого эллипсов. 
1с) № и Х, различных знаков. В этом случае можно написать 

Е Е 
р а аа 

(одновременно берутся либо верхние, либо нижние знаки), и уравнение (4) 

примет вид 
Е? 2 ИВ 8 1 

Мы получили нормальное уравнение гиперболы. Случай гиперболы 

характеризуется условиями, которые мы знали и раньше: 

А-Е0, Ав. 

Второй случай: Ё ==0, т. е. А==0. 

Здесь могут представиться два более частных случая: 

2а) \, и >. одного знака. В этом случае можно положить: 

2 2 

м== Е А № = Е № 

и уравнение (3) принимает вид 
2 2 К В == 0. 

Это уравнение представляет совокупность двух мнимых сопряженных 

прямых 
ВЕ -- д ==0, 
ЕЕ — №291 ==0. 

Рассматриваемый случай характеризуется условиями, которые мы 

получили и раньше 
А=0, Аз > 0. 

2Ъ) Х, и >, различных знаков. В этом случае, очевидно, уравнение (4) 

принимает вид 
22 22 

МЕ — Азщ =0, 
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или 
(ЕЕ-Е №) (Е — №) == 0; 

значит, наша линия есть совокупность двух (действительных) пересекаю- 
ЩиИхХСЯ прямых 

ВЕ т-=0 и ЕО, 
Этот случай характеризуется условиями, уже известными нам раньше: 

А=0, д. < 0. 

255. Упрощение уравнения линии без определенного центра. 
Нам остается рассмотреть случай, когла коэфициенты уравнения 

а аьху ар --2аих--ану-рав=0 (1) 
удовлетворяют соотношению, характеризующему параболический тип 

2 
‚ Азз == @11@ — @12 == 0. (2) 

В этом случае линия или вовсе не имеет центра (имеет несобственный 
центр), или же имеет прямую центров. 

Начнем с поворота осей, для того чтобы привестн квадратичную 
форму а11х?-|- 2аьху-|- 02>У? к каноническому виду 

их -- у? 

($ 253). Для этого, как мы знаем, следует поверчуть координатные оси 
на угол Ф, определяемый равенством 4 

2:2 
12 25 = (3) 

Величины же \, и ^, будут корнями квадратного уравнения ^2— $ -- 
А. =0, которое, в силу (2), принимает вид: 2 —5) = 0; следова- 
тельно, можно взять \: =0, \. =5, и тогда уравнение (1) примет вид. 
(мы знаем, что при повороте осей свободный член не изменяется): 

у 7: 

бу - 2а,зх'-- Заззу’ - ав == 0. (4) 

Из предыдущего следует, между прочим, что в рассмагриваемом слу- 
чае 5-0, так как иначе уравнение не было бы второго порядка. 

Прежде чем перейти к дальнейшим упрощениям, заметим, что урав- 
нение (4) можно получить и иным путем, более удобным на практике. 

Мы можем считать, что а,, = 0, ибо если а: ==0, то, в силу (2), 
будет а. =0, и уравнение уже имеет требуемый вид. 

Итак, пусть 
а1 5-0. 

аи — а» ° 

Тогда мы можем написать 
1,2 Ф 

ах? -|- Заху-- @зьу? т (ах? -|- 2а,аи ху а: ау?) = 

фо 2 
2 (апх?-- 2ааиху-- а12 У?) = 

2% - 

1 : 
= РР (а..х ы а45У)?, 
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и уравнение (1) перепишется так: 

1 : 

а (алх-|- ару - Зах - 2аззу - авз = 0. 
(5) 

Чтобы привести это уравнение к виду (4), достаточно, очевидно, 

так повернуть оси координат, чтобы новая ось Ох’ совпала с прямою 

а.х--аьу==0, ибо в таком случае мы будем иметь 

ах - @1зу = АУ, (6) 

где Ё— постоянная ($ 99). При повороте осей на угол Ф имеем 

у’ =—хзшо--ус0$$. 

Мы должны подобрать ф согласно условию (6), которое дает 

аих- ау == #(-— хзтф-НУ с0$$), 

откуда 
Езто==—а, @60$ф==@]о. 

Возводя в квадрат и складывая, получим 

2 2 2 
2? == аи -Ё а12== а -|- 11922 == 4115, 

== Уа,5 (7) 

— оф ==- Е 8 

=Уа..$ ° т усе’ (8) 

где перед радикалами следует брать либо верхние, либо нижние знаки. 

Вместо формул (8) можно пользоваться и следующей 

с0$ < == 

а 2 
+ ф = ==. — — =. 

59 а @22 (9) 

Последняя часть приписана на основании равенства 

} 2 
@11@2о == @12. 

Читателю предоставляется доказать, что формула (3) есть следствие 

формул (8) или (9). 

Найдя таким образом с0$Ф и ЗФ и подставляя в (5) вместо х, у 

их выражения через х’, У’, получим, принимая во внимание (6): 

№? ‚ ' 

а” -- 2аизх' -- 2алзу’ -- 
аз == 0, 

где согласно формулам (11а) $ 247 

у : @13@1 — @11@3 Аз 
аз = 413 60$ ф-Е @2з Мф == У = = 

ь ы ь УИ а. 5 = У ан5 : 
(10 

а, аз  @1-@23 

зе. Уа,5 

Замечая, далее, что А? == @115, получим снова уравнение (4). 

аз == — аз зШФ-| 45360$ф == 
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Для коэфициента а1з можно найти еще другое выражение, исходя 

непосредственно из уравнения данной линии. Действительно, составляя 

инвариант А для левой части уравнения (4), будем иметь: 

оо аз ый 

А=|0 $ аз|= — 5, 

013 @23 @зз 

откула !) 
: А 

из == ее 11 
. 13 Е у 5. ( 

Сравнение (10) и (11) показывает, между прочим, что 432—914; 

это равенство можно доказать и непосредственно (оно справедливо 

только при условии Азз == 0). | 

Рассмотрим теперь отдельно два случая. 

Первый случай АЗ О (парабола). 

Тогла на основании (11) аз 0 и мы можем, путем переноса начала 

координат в подходящую точку («, 8), уничтожить в левой части урав- 

нения (4) третий и четвертый члены. Действительно, полагая 

м-а--ь у=в+% 
мы приведем уравнение (4) к виду 

92-2 + 2 (58 - 223) 4-Е 582 - 2аза -- 2а8 -- аз =0, 

или , 

Я дай --2 (58 -- аз) 1-Е (98-229) В-- 2ах + аз аз —0. 

Достаточно выбрать а и В так, чтобы $8 аз = 0, Заза | 238 -|- 

- ав == 0, т. е. 
‚ 1 Е 9 

В, ан (в, 2) 

чтобы уравнение приняло требуемый вид 

| $? 24 ==0. 

Деля обе части на 5, можно переписать это уравнение и так 

1 == 2Р, (13) 

— @1з 
5 

равен |Р|; а именно, при Р>> 0, р=Р есть, очевидно, параметр. При 

Р<0 можно, меняя направление оси { на обратное, т. е. заменяя & на 

— придать уравнению вил: 3? == — 2РЁ или 1? == 21, где р== —Р_> 0. 

где положено: Р = . Мы видим, что параметр р нашей параболы 

1) Из формулы (11) вытекает, что в рассматриваемом случае (Аз =0) ин- 

варианты А и 5 должны иметь противоположные знаки. 

Это нетрудно-доказать и непосредственно. 
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Легко выразить параметр р через ‚инварианты А в $. Именно, на 

ь а, 

основании (11) из формулы Р=—- вытекает 

р=1в]=+У-—& (14) 
(как уже было отмечено, под корнем у нас положительная величина). 

Ось ЕЁ является осью симметрии параболы, а новое начало — вер- 
шиной. 

Теперь ясен геометрический смысл преобразований, которые были 
произведены: при первом преобразовании ось Ох’ была направлена 
параллельно оси параболы, при втором — начало координат было пере- 
несено в вершину ее. 

Второй случай: А=0 (пара параллельных прямых). 

В этом случае аз=0 и уравнение (4) принимает вид 

зу А 2аззу’ - азз ==0, 

или, перенося начало координат в точку (%, В), т. е. полагая х’ == а & 

у =В-и: 

$1 - 2 (58 -- аз) т -- 582 -{- 2аз8 Раз =0. 
Полагая 

58 аз ==0, 
т. е. 

23 
В = — $ Ра 

и выбрав а произвольно (например %= 0), приведем уравнение к виду 

5-0, (15) 
где 

2 
@53 

Е ав — 5 ° 

Это — простейшее уравнение пары параллельных прямых. 
Если $ и А одного знака, то прямые мнимые. Если же эти вели- 

чины различных знаков, то прямые действительные и различные. При 
Е —=0 имеем случай двух совпадающих прямых. 

256. Второй способ упрощения уравнения совокупности двух 
параллельных прямых. Условный инвариант. В случае, когда 

А=0, Д::=0, 

т. е. когда наша линия есть совокупность двух параллельных прямых, мы 

можем сразу написать уравнение этих прямых. А именно, как было по- 
казано в 6 225а, эти прямые имеют уравнения 

ах ару-На Ви—2 Аз 2 = 0, () 

ах -[ аззу | @зз Е У—А,. =0. (2) 

ИЛИ 
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, Если @!1 Е 0, то пригодны уравнения (1); если а», ЗЕ 0, то пригодны 
уравнения (2). Если обе величины 4, и @»› не равны нулю, то при- 
годны оба вида. 

Эти уравнения пригодны и для случая общих декартовых координат. 

Вернемся к случаю а.: 2 0. Легко найти расстояние между параллельными 
прямыми (1) в том случае, когда они действительны, т. е. А» < 0. 

Будем считать координаты прямоугольными, Расстояния начала координат 
до прямых (1) даются соответственно формулами: 

Перед радикалами в знаменателях мы должны взять, в обеих формулах, оди- 
наковые знаки, если условимся считать, что Й, и Й› одного знака, когда прямые 
находятся по одну сторону от начала координат, и разных знаков, ксгда прямые 
находятся от начала координат по разные стороны. Значит, расстояние # между 
прямыми равио | #5 — #: |, т. е. 

р РУ 
р а 

Вспоминая, что а? = ана» будем иметь 12 1% 

ай ре а! =: ал (а 1 - а>2) == 411$, 

откуда 

Е Е (8) 

12 = и (4) 

Если а: #0, а» 0, то имеют место обе формулы (3) и (4), откуда следует 

п ПТ АА» — АА; 
а1$ а» а15 -- а25 

или 
12 = — Мы Аа я (5) 

Последняя формула остается, очевидно, справедливой и тогда, когда одна из 
величин а:1, @»» равна нулю 1). 

Так как величииа #? не зависит от выбора осей координат, то правая часть 

формулы (5) есть инвариант (при прямоугольных координатах); так как, далее, 

$ есть инвариант, то приходим к следующему заключению: 
Выражение 

Н= Ан -| Аж (6) 

1) Действительно, еслн, например, @11 =0, то, как мы видели выше (конец 
$ 225а), и А. =0, и формула (5) дает 

12 = а == —_4Аи 
2 р 

$ Я 

т. е. то же, что формула (4), ибо в нашем случае $ = а». 
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есть инвариант (в прямоугольных координатах), если соблюдены условия 

А = Азз = 0, (7) 

или эквивалентные им условия (8 225а): : 

Аз == Ава == Аз; == 0, (8) 

характеризующие случай распадения даниой линин на совокупность двух па- 
раллельиых прямых. 

При выводе выражения для # мы предполагали, что наша линия распадается 
на две действительные прямые (т.е. что А» < 0. соответственно, А! < 0). Но 
легко убедиться, что это ограничение может быть отброшено без нарушения 
справедливости результата относнтельно инвариантности величины 

Н= Ан А». 

В инвариантности величины Ы при условиях (7) также легко убедиться не- 
посредственно. 

Ввиду того что величина Н является инвариантом только при ограничи- 
тельных условнях (7) или, что то же (8), она называется условным инва- 
риантом. 

Пользуясь величиной Н, легко вычислить величину А, входяшую в упро- 
щенное уравнение 5% А-=0. А именно, для функции 5$93-- Ё имеем 
@:1 = ао == @13 = @23 = 0, 452 = 5, азз = Ё, откуда 

А, =5$А, А» =0. 
Следовательно, 

Н=5$Е 
и 

Н 
#=5. (9) 

Заметим, наконец, что прямые, на которые распадается данная линия, будут 
мнимыми, если К/>0, действительными, если Н < 0, совпадающими, если Н == 0. 
Это следует из уравнения наших прямых 

Ё 
3 ыы 

7 + $ = 0, 

ИЛИ Н 
0. 

257. Сводка результатов. 1. Аффинная классификация линий 
второго порядка. Резюмируем результаты трех предыдущих параграфов. 
Результаты эти касаются: 

1) Аффинной классификации линий второго порядка и способа опре- 
деления по уравнению линии, характера этой линии (действительный 
эллипс, мнимый эллипс, гипербола, парабола, совокупность двух непа- 
раллельных мнимых прямых, совокупность двух непараллельных дей- 
ствительных прямых, совокупность двух параллельных прямых, действи- 
тельных или мнимых); эта классификация была дана еще раньше ($ 225, 
234, 235), но мы тогда не имели простых правил для распознавания, 
по виду уравнения, действительных и мнимых линий. 

2) Способа определения метрических элементов, характеризующих 
форму и размеры линии, по ее уравнению. 

3) Способа определения положения линии на плоскости Оху. 
Начнем с вопроса классификации. 
Пусть дано уравнение линии второго порядка 

а11х?-|- 2а.ху-- ау 2азх-- 2а5зу-| азз = 0. (1) 
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Характер линии, представляемой этим уравнением, определяется сле- 

дующими величинами, являющимися инвариантами при преобразовании 

прямоугольных координат: 

@11 @1>2 @13 а а 2 
А== | 45: @22 @з], Азз == | ыы |= Ча — @1ь, 

а: @о: 
@з1 @з2 @зз т (2) 

5=а:-- 42. 

Прежде всего имеем следующие общие положения: 
1. Линия второго порядка расладается на две прямых (действитель- 

ных или мнимых) тогда и только тогла, когда А = 0. 

2. Неравенство Аз; > 0 характеризует „эллиптический тип“ линии 

(эллипс; мнимый эллипс; совокупность двух непараллельных сопряжен- 

ных мнимых прямых). 
3. Неравенство Азз < 0 характеризует „гиперболический тип“ (ги- 

пербола, совокупность двух пересекающихся действительных прямых). 

4. Равенство Аз; == 0 характеризует линии „параболического типа“ (па- 

рабола, совокупность двух параллельных прямых, действительных или мни- 

мых). Эги же линии характеризуются отсутствием определенного центра: 

центра или нет(парабола) или имеется прямая центрэв(параллельные прямые). 
Детальная сволка дается в следующей таблице: 

1. А-Е0. | Н. А=0. 

Нераспадающаяся линия вто- Совокупность двух прямых. 
рого порялка. 

1а) Аз>0, А и $ одного 1) Аз > 0: совокупность двух 
знака: МНИМЫЙ эллипс. мнимых непараллельных сопря- 

15) Аз > 0, Аи$ различных | женных прямых. 
знаков: эллипс. 

2) Азз < 0: гипербола. 2) Азз < 0: совокупность двух 
действительных непараллельных 

прямых. 
3) А =0: парабола. 3) А.з=0: сово-упность па- 

раллельных прямых (действитель- 
ных, мнимых, различных или совпа- 

| дающих). 

В последнем случае правого столбца (А = А.:; =0)} для того, чтобы 
. различить, имеем ли мы действительные и различные, мнимые или сов- 
падающие !} прямые, можно, на основании сказанного в предыдущем па- 

раграфе, пользоваться следующим правилом. При а,, 30, прямые будут 
действительными и различными, если А.. < 0; совпалающими, если А ==0; 
мнимыми, если Дуо 2> 0. При а: =0 применяется то же правило, с за- 
меной А. на Ац. 

1) Совпадающие прямые всегда действительные (мы, как всегда, предпола- 
гаем, что коэфициенты уравнения линии — действительные). 

Н. И, Мусхелитаняи. — 1944 20 
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Вместо этого можно воспользоваться условным инвариантом Н = А,. + А»; 
при Н< 0 прямые действительны и различны; при Ы =0 они совпадают; при 
Н` 0 прямые мнимые. 

Хотя некоторые из приведенных в этом параграфе результатов полу- 
чены нами для прямоугольных координат, они остаются в силе и для 

декартовых координат общего вида. 
Действительно, пусть уравнение (1} относится к непрямоугольной 

системе. Рассмотрим наряду с данной линией другую, имеющую то же 

уравнение (1), но относительно прямоугольной системы. Эта новая линия 
является, очевидно, результатом аффинного преобразования данной. По- 

этому обе линии имеют одинаковый характер в том смысле, в каком мы 

это рассматриваем в этом параграфе. С другой стороны, ко второй ли- 

„нии применимы все изложенные результаты. Отсюда и следует наше: 

утверждение. 
258. Сводка результатов. 2. Определение формы и размеров ли- 

нии второго порядка по ее уравнению. Мы видели, как можно вы- 

яснить характер линии (эллиис, гипербола и пр.) по ее уравнению. 
Приступим теперь к вычислению элементов, характеризующих форму и 
размеры линии. Из сказанного выше следует, что за исключением слу- 

чая, когда линия распадается на две параллельные прямые, элементы эти 

вполне характеризуются теми же инвариантами (мы считаем координаты; 

прямоугольными) 
А, Азз, $. 

А именно, из сказанного в $ 254—256 непосредственно вытекают 

слелующие положения: 
1. В случае эллипса и гиперболы для определения полуосей а, Ь 

достаточно решить квадратное уравнение 

2—5) -- Ав =0. (1) 

Если Х, и №5 суть корни этого уравнения (они будут необходимо. 
действительными), то: 

а) В случае действительного эллипса: 

в. аа 
Аз? А. Азз (2у 

Будем считать, что |^,|<|^»2|. Тогда а будет большой полуосью,. 
а р— малой. Если № ==^», то будем иметь окружность. 

Ь) В случае гиперболы, считая, что 

а2 = 

а А 
МА © о, ^Азз 2% 9 

будем иметь 
А А ое Е ба 

ПА №443 } ь ^5Азз * (4) 

где а и ф — соответственно продольная и поперечная полуоси. 

2. Угол 2х между асимптотами гиперболы можно определить следующим: 
образом. Имеем 

ь _м№ № _ УФА ше И -"=У ни 38. 2 
Г! 



$ 258, 259] П. УПРОЩЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ЛИНИИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 451 

где ». есть один из корней уравнения (1). Если под 2а подразумевать именно 
тот угол, внутри которого заключена гипербола (а не смежный), Х, следует 
выбрать согласно условию (3). 

Вместо формулы (5) можно пользоваться также более симметричной, кото- 
рая получается так. Имеем 

№. 

соз 2а — 6932 9— Ша _1 — 12а г Е Вы 
5$ ^^“ = соо -Ёвита — а мо №№, 

№, 

или, замечая, что 7, -- № =5, ) — № = ВУ 5—4 Аз, 

с0$ 2а == Ре Е (6) 

У -—4 А. 
Очевидно, с0$ 2а >> 0, когда а>6 (|7, |< [2»|), и с032а<5 0, когда а<Ь 

(12. 1< [1 1). Так как $ =^м-^, имеет знак того из чисел №, А», которое 
больше по абсолютной величине, то легко убедиться, что перед корием всегда 
следует ставить знак числа »». 

Мы видим, что, как и следовало ожидать, угол между асимптотами зависит 
’ исключительно от коэфициентов @1:, @;2 и а,› первых трех членов уравиения 
линии. 

3. Если линин распадается на две действительные пересекающиеся прямые, 
то угол между этими прямыми дается той же формулой (5), что предоставляется 
доказать читателю (способом, совершенно аналогичным предыдущему). 

4. В случае параболы параметр ее р определяется по формуле 

А 
у 5. 

5. Если линия распадается на совокупность двух параллельных прямых, то 
расстояние Йй между этими прямыми уже не может быть выражено через инва- 
рианты А, А;;, 5 (из которых первые два обращаются в нуль). Но расстояние 
эго выражается через инвариант $5 и условный инвариант Н по формуле (6 256): 

и 
$2 

259. Сводка результатов. 3. Приведение уравнения к нормаль- 
ному виду и определение положения линии на плоскости. Если кроме 
формы и размерон линии, заданной уравнением относительно данной 
прямоугольной системы!) Оху требуется определить и ее положение на 
плоскости, то, очевидно, достаточно найти положение тех ноных прямо- 
угольных осей &, 1, относительно которых уравнение принимает один 
из указанных выше простейших видон. Совершенно ясно, что положение 
этих ноных осей (т. е. положение линии на плоскости Оху) уже не 
может быть определено исключительно при помощи инвариантов, ибо 
инварианты как раз и обладают тем свойством, что не зависят от поло- 
жения линии относительно осей координат. 

Рассмотрим отдельно случаи центральной линии и линии без опре- 
деленного центра. 

1. Для приведения ураннения центральной линии к каноническому 
виду 

Хе 0 (1) 

т) Если линия отнесена не к прямоугольной системе, то достаточно предвя- 
рительно перейти к какой-нибудь прямоугольной системе. 
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следует перенести начало координат в центр С линии, определяемый 

как точка пересечения прямых 

ах-Разу--аз==0, ах аззу-[ аз ==0, 

и затем взять систему осей Сеть ось СЁ которой составляет с осью Ох 

угол х, определяемый формулой 

520 = _ За (2) 
@11 — @22 

Если Фо есть острый положительный угол, удовлетворяющий этому 

условию, то для угла $, в пределах 0, 2п, получим четыре значения: 

Ось СЁ будет одной из осей симметрии, а Су — другой. 

Если мы хотим направить ось СЁ по большой оси эллипса (или по 

продольной оси гиперболы), то, выбрав № и ^, соответственно условию 

2. |< 12| (аля случая эллипса) или же соответственно условию (3) 

предыдущего параграфа (в случае гиперболы), подчиняем угол Ф еще 

условию (см. конец $ 253): 
Е __  2а1е 
т 2ф = ее (3) 

` 

(важен только знак правой части). Этому дополнительному условию 

удовлетворяют только два из указанных выше четырех значений ‹, а 
т Зк 

именно 20 и Ф-- т, или 9 о и ФН: Эти два значения дают два 

взаимно противоположных направления оси СЕ. 

2. Для приведения уравнения параболы 

ал? -- Завху - а» 2азх--2авзу-- ав =0 (4) 

к нормальному виду, поступаем следующим образом. 

Считая 211 5=0 и принимая во внимание, что 912 == @1@э2, Переписы-` 

ваем уравнение в виде 

1 > 

в (а.х-Назуу- 2х -- 2аъзУ. |- азз ==0; (5) 

затем поворачиваем систему осей, направив новую ось Ох’ по прямой 

аих--ау=0. Для этого угол поворота ф следует подчинить условию 

и, (6) 

Это условие дает для ф Дза возможных значения; если одно из них 

есть Фо, то другое будет Ф -- т. 
Вместо формулы (6) можно пользоваться формулами, вытекающими 

из нее: 

@15 : —@н соо = А, фо. 6 
+ Уа, $ ЗЕ Уи 5 (6а) 
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Если в (5) подставить вместо х и у их выражения через новые 
координаты: 

Хх” с08Ф- у’ 5Шф, 

у=х' зто-Р У’ с050, 

то оно приведется к виду 

Зу-- 2 ха, у аз: =0, (4а) 
где 

Г } Аз 
а... = @1о 05$ @23 $ Фф = Е 13 13 Ф-- 23 ф УЕ. 5 › ы 

, ; @11а1з | а12@ т 
8... — — а13 $5 Дос ©0$ Ф —= —— о. 23 13 ф -- 28 Ф ти Уа,5 | 

Далее, перенося начало координат в точку (а, В), где 

1 ( гв) аа 
© —: — Ч] т: 8 2", 33 $ В $ з < } 

приведем уравнение к виду 

тр = 2Р, 
где’ . р 

а А Ку —^. (9) 
Если мы хотим, чтобы ось & была направлена в ту сторону, в кото- 

рую обращена вогнутость параболы, надо в формулах (ба) взять такой 
знак перед радикалом, чтобы величина а', имела знак, противоположный 
знаку 5. 

В случае, когла а! =0, будем иметь также ао ==0, и уравнение 
(4) с самого начала имеет вид (да). 

3. Наконен, в случае, когда линия распадается на две паралельные 
прямые, уравнения этих прямых даются формулами: 

ах аву-Наз-ЕУ— А» =0 (10) 

(если а1 50) или 

ах ау аз Е У —Ан=0 (10а) 

(если а» Е 0). 

Упражнения к $ 254-259 

(Координаты прямоугольные) 

1. Определить форму линии 

х? -|- 2ху-р 2у? — 4х — 8-6 =0. 

Решение. Имеем 
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Так как А‚з > 0, то линия эллиптического типа, и так как А и $ различных 

знаков, то она — действительный эллипс. Для определения полуосей решаем 

квадратное уравнение 
№2 — 5% -- Аз = 0, 

ИЛИ 
22 — ЗА 1=0, 

откуда 
„_3-У5 ‚8+6 
о 2 в =" р: 

Полуоси а и В даются формулами: 

А 4 4 
42 = — = — = ИБ, в =3— 5. 

МАз 3—5 З+У5 у 

2. Определить форму лннии 

хз — 4х + 2х 2У+1=0. 

Решение. Имеем 

1—2 
А = = -3, $=9. 

1—2 1 

9 = 9. Аз = 
111 —2 1 

Так как Д-Ё0, Ав<.0, то кривая — гипербола. Для определения полуосей 

решаем уравнение 
№2 — 2 —3=0, 

откуда 
== —1, №=3. 

Полуоси даются формулами: 

А д 
=, Е! 

2, Азз Аз 

3. Определить форму лннии 

4х2 -|- 12ху -|- 9? — х+2=0. 

Решение. Имеем 

46а 
- 9 

А=| 69 0|=-—4, Ав=0 $=18. 
1 20 2 

Так как 4-0, Аз =0, то ливия — парабола. Параметр ее 

-и-^= 3 _ Зи 

а $3 26/13 338 

4. Определить форму линии 

3х2 -- 5ху -- 29? {- 3х + 2у ==0. 

Решение. Имеем 

| 53 
ЗУ 
5 

А = я 2 1 == 0, Ав= — 4.55 

3 
191 0 
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Так как А=0, то линия распадается на две прямых; так как Аз < 0, то 
эти прямые действительные, пересекающиеся на конечном расстоянии. 

Угол 2а между этими прямыми можно определить по формуле (6) 8 258 

5 5 
0$ 2а = =. 

У$—44, 156 

5. Определить форму линии 

4х? —- 20ху -|- 259? -- 4х — Юу—8=0. 

Решение. Имеем 

4=0 2 
А=| —10 95-5 |=0, Аз=0. 

ре © 
Следовательно, мы имеем совокупность двух параплельных прямых. Чтобы 

найти эти прямые, переписываем данное уравпение так: 

(2х — бу 1). —9=0, 

откуда получаем уравнения двух параллельных прямых 

: 2х -5у--4=0 и 2х—Бу—2=0. 

Расстояние Й между этими прямыми дается формулой 

й = ЕЕ : 

$. Определить форму линии 

10х2 -- бжу-| 12у? -{ 40 = 0. 

„Решение. Имеем 

зо 
А=| 3 12 0|=4440, Аве $=22. 

о 040 
Так как А. >0и А оцного знака с 5, то линия мнимая (мнимый эллипс). 
7. Определить форму линин 

10х2 -- бху | 12у? = 0. 

Решение. Имеем 
; А=0, Аз =111. 

Так как А ==0, то мы имеем совокуппость двух прямых; так как Аз >> 0, то 
эти прямые --. мнимые (пересекающнеся в действительной точке х = 0, У=0). 

8. Найти положение эллипса из упражнения 1 на плоскости. 
Решение. Координаты центра определяются из уравнений 

ху -2=0, х-2у—4=0, 
откуда 

х=0, у=2. . 

Угол $, который большая ось эллипса составляет с осью Ох, определяется 
из формулы 

2015 2 
1229 == д 2 
В аа 1—2 р 

три добавочном условии 5т 2% < 0, ибо 

№ 5 

Считая 2ф заключенным между О и 27, виднм, что 2$ заключается в четвер- 
той четверти. 
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9. Найти положение параболы из упражнения 3 на плоскости. 

Решенйе !). Переписываем уравнение параболы так: 

(2х -- ЗУ —х +2 ==0. 

Далее, поворачинаем оси координат таким образом, чтобы 

2х - Зу=Ау =#(—хзтф + усозУ), 

откуда 

— Втр =2, № с0$ ф=3, А? = 13, Ё = У!3 (берем знак --), 

3 у 
с0$ф =, 5ф =. 

Е: ‘ув 

Значит, наше уравненне приведется к виду (вспомним, что х = х' с0$$ — 

— у! яп): 

ие 
Уз уз 

Полагая, далее, х’=а | у’ ==В--'ъ получим 

131 ++ (268 =) в. ооо ЗА, 
`У1з Уз уз ув 

Подчиняем теперь а и В условиям 

Е а. А ва 200, 
Уз ’ Из ув 

откуда 
337 13 

“== 13. В= кие ы 

260. Условие подобия днух линий второго порядка. На основании 

сказанного в предыдущих параграфах легко доказать следующее простое 

предложение, которое часто оказывается полезным. 

Если в уравнениях двух данных действительных, нераспадающихся 

линий второго порядка 

ах? |- ?аху-| азьу? -|-2авх-- За,зу-- ав: ==0 () 
и 

о кур 2ая- заьу-а,=0 ©) 
коэфициенты при членах второго измерения пропорциональны, т. е. 

О [а ‚ 

к (3) 
а1  @12  @2 

то эти линии гомотетичны; исключение может представить случай, когда 

эти линии — гинерболы. В этом случае, гиперболы либо гомотетичны, 

либо одна из них гомотетична с гиперболой, сопряженной с другой. 

Действительно, если имсет место условие (3), то мы можем, умножив 

одно из уравнений на подходящий множитель, добиться того, чтобы 

коэфициенты при членах второго измерения в обоих уравнениях были 

равны между собою, т. е. чтобы 
г г у 

а, ==@, @з= 1, @;, == @22. (За) 

1) Мы повторяем здесь на частном примере ход рассуждений и выкладок, 

проделаиных нами в общем случае. 
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Так как тип линии (эллиптический, гиперболический, параболический) 

определяется только коэфициентами при членах второго измерения, то 

обе данные линии — одного и того же типа. 

Рассмотрим сперва случай, когда наши линии — параболы. Так как 

направление оси параболы определяется исключительно коэфициентами 

при членах второго измерения, то оси этих парабол параллельны. Следо- 

вательно, наши параболы — гомотетичны (ибо их вершины и оси можно 

привести в совпадение поступательным смещением одной из них). 

Перейдем теперь к случаю центральных линий. Если перенести начало 

координат в центр линии (1), то уравнение ее, как мы знаем, примет 

ВИД 
А 

а1-- 2а,ху-Н а» -р Аа =0 (1а). 

(мы, для простоты, обозначили новые координаты теми же буквами). 

Точно так же уравнение второй линии, отнесенной к осям координат, 

параллельным старым, но с началом в шентре этой второй линии, будет 

‚ р. 
ах’ -|- 2а.ху’ --арУ? -- и. — о, (2а} 

гле А’ обозначает „большой“ дискриминант левой части уравнения (2) 

(дискриминанты Аз. левых частей обоих уравнений равны, ибо, по усло- 

вию, коэфициенты при членах второго измерения в них одинаковы). 

Уравнения (1а) и (2а} относятся к двум различным системам осей 

координат, которые отличаются только положением начала. Сместив 

поступательно одну из этих систем, вместе с соответствующей линией, 

так, чтобы начала координат совпадали, можно считать, что уравнения 

(12) и (2а) относятся к одной и той же системе осей. 
Приведем в соответствие каждой точке (х, У) линии (1а) точку 

(х’, У’), связанную с нею соотношениями 

х=Рх', у=ку’. (ЕО); 

тогда линия (1а} обратится в линию 

аа?" | Зах у" а» РУ? -- —. =0, 83 

или 
ь у: 

ах’? Зах у’ -- ау? -|- Ав = 0, (15) 

гомотетичную с (1а), при центре гомотетии в начале координат и отно- 

шении подобия А. | 
Линия (1Ъ) совпадает с линией (1а), если 

й. А' А 
Ес, Т.е. А == (4) 
КА Аз 

Если данные линии (действительные) эллипсы, то Аи А” необходимо 

одного знака!) и, значит, такое А всегда можно подобрать; следова- 

тельно, данные эллипсы гомотетичны. 

‚ 1) Ибо знак А или А’ должеи совпадать со знаком $ =аа -| а» (6 257). 
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Если наши линии гиперболы, то они будут гомотетичны тогда, когда 

Аи А” одного знака. Если же А и А” различных знаков, то гипербола 

(22) будет, очевидно, гомотетична с гиперболой 

А 
ах? -- 2аоху -{ ау? ЕЕ = 0, (25) 

сопряженной с гиперболой ') (12); так же точно гипербола (1а) будет 

гомотетична с гиперболой, сопряженной с гиперболой (2а). © 

Таким образом наше предложение доказано вполне. 

Легко также установить признак подобия линий (1) и (2) (без обязательной 

гомотетичности). Будем попрежнему считать, что нашн линии действительные и 

нераспадлющиеся; кроме того, будем для простоты считать оси координат пря- 

моугольными. 
Если данные линии — эллипсы или гиперболы, то для подобия необходимо и 

достаточно, чтобы полуоси их были пропорциональны ($ 207), т. е. чтобы 

Ь Г Ь? Ь2 

ЗВ” в а? 

[птрихами мы отмечаем величины, относяшиеся к линии (2)]. 

С другой стороны, на основании формул (2) и (3) $ 258 имеем 

РА (в случае эллипса) 
2 № у ь 2 

ыы (в ерб О случае гиперболы), 

где №, и ^› — корни уравнения 

№2 — $) + Ав -==0. {*) 
Аналогично р 

5 м 
аа" (в случае эллипса), 

р № 
а (в случае гиперболы), 

где ^.' и ^>' — корни уравнения 

2 — 5" 4 Ав==0. (®*) 

Отсюда следует, что корни уравнения (**) должны быть пропорциональны 

корням уравнения (*). Полагая Ал = А), }: = ЁА», где Ё — множитель пропор- 

циональности, убеждаемся, что \; и № должны удовлетворять уравнению 

22 — $ - Азз=0, 
Или , 

5' А; а 33 
42 — Е А + о 0, 

1) Две гиперболы, данные уравнениями 

анх? + 2аъху + алу? + Ё=0 и ах? --2арху + ар? —Ё=0, 

сопряженные, ибо одним и тем же поворотом осей, приводящим квадратичную 
р 

форму ал? -- 2аху -- а12У? к каноническому виду, их уравнения можно при- 

вести к виду 
м + у --А=0 и №13 + му —Ё=0. 
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получающемуся из (**) подстановкой )\' = А^. Так как последнее уравненне 
должно иметь те же корни, что ни (*), то должно быть 

2=5, = Ан 
или я 

5'=15, Аз = 23 Аз, (5) 

откуда следует 5 $ 

=“. (6) 
Аз 33 

Обратно, если соблюдено условие ((), то, очевидно, всегда можно подобрать 
такое Ё, чтобы были соблюдены условия (5). 

Условие (6) есть необходиное условие подобия наших линий. Оно оказы- 
вается также достаточным, когда Аз; >>0, т. е. когда линии — элиипсы; если же 
линии — гиперболы (Аз <. 0), то при соблюдении условия (6) онм будут или 
подобны или олна из них будет подобна гиперлоле, сопряженной с другой. 
Действительно, в случае эллипсов из пропорции ^ = АА,, Л’ = Аз следует, на 
основании формул (2) $ 258 т у 

2 В 
аз Е а?’ 

т. е. подобие эллипсое. 
В случае гиперболы (1. е. Аз<0), если №, и №, соответствуют продольной 

и поперечной осям гиперболы (1), то 74 = №, и № = АХ, могут соответствовать 
как продольной и поперечной осям гиперболы (2), так и поперечной и иродоль- 
ной. Значит, будем иметь либо 

52 рз 

2 8 а?’ 
лнбо 

№ 27? 

а — 5’ 
а это и доказывает наше утверждение. 

Наконец, в случае Аз =0, линия (1) есть парабола; значит, и подобная ей 
ро : 

лииия должна быть параболой, т. е. должно быть Аз; = 0. Обратно, если Аз; = 

= Азз = 0, то данные линии — параболы и, следовательно, подобиы между собою. 

261. Условие конгруэнтиости двух линий второго порядка. Доказа- 
тельство полноты системы ортогональных инвариантов А, Аз;, 5. Пусть 
даны две линии второго порядка: 

Е(х, у) = вх? -- 2аху - ау? + 2азх -+- 2азу + азз == 0, (1) 
‚ : 7, ‚, г г : т г 

Б" (х', У) = вх’? 2арх'у" + ао у? -- 2азх' -|- 2аз у’ - аз =0, (2) 

отнесенные к одной и той же системе прямоугольных осей (для удобства мы 
отметили штрихами координаты точек второй линии, хотя обе линии отнесены, 
как сказано, к одной и той же системе осей). 

Произведем в уравиении (2) подстановку 

х’ = хсовф-- утро, 

ан (3) 

Тогда уравнение (2) примет вид 

Е" (х, у) == ах? | ао ху + аду? + 2азх + Заз у + аз = 0. (2а) 

Подстановка, выражающая обратно х, у через х’, у’, будет иметь вид 

х=х' с05ф — у'пф Ра, 

аа нь | (За) 
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Будем рассматривать теперь подстановку (3) или (За) не как преобразование 

координат, а как формулы, выражающие движение 1). 

Если данные линии (1) и {2) конгруэнтиы, то одна из них может быть со- 

вмещена с другой при помощи Движения, т. е, Д'ы жна существовать такая под- 

становка (3), после которой уравнение {2) обращается в ура+нение (2а), выра- 

жающее ту же линию, что и уравнение (1). Обратно, если такая подстановка 

существует, то линии, очевидно, конгруэнтны. 

Если уравнения (1) и (22) выражают одиу и ту же линию, то должно иметь 

место тождество 
Е" (х, У) = ЁР(х, У), 

где &— некоторая постоянная, т. е. равенство 

Е" (х', у’) = ЕР(х, У) 

которое должно быть тождеством, если В левой части вместо х’, у’ полразуме- 

вать их выражения (3). 

Прежде чем исследовать, прн каких условиях это возможно, исследуем 

вопрос: 
Какими условиями должны быть связаны коэфициенты полиномов Р(х, У) 

и Е’(х’, У) для того, чтобы эти полиномы могли быть обращены один в 

другой при помощи подстановки вида (3). То-есть, при каких условиях мы мо- 

жем иметь тождество 

Е! (х', У’) = Р(х, У), 

где в левой части под х’и У’ следуст понимать нх выражения вила (3). 

Если возможно подобрать подстаповку (3) указанным образом, то потиномы 

Роу и ЕР (х', У} пазываются эквивалентными?) относительно двиэкений, 

т. е. преобразований вида (3) ' ли (за). 

Итак, мы ставим вопрос об эквивалентности двух заданных полиномов РиР". 

Ответить на этот вопрос не нредставляет никакого труда. Пусть А, Аз» 5 — 
‚ 

инварианты, составленные для полинома Е (х. У»а А’, Аз» 5' — инварианты, с0- 

ставленные для полинома РЁ’ (х’, У’). Так как один полином может быть получен 

из другого при помощи подстановки вида (3), то на основаиии самого опреде- 

ления инвариантов ‚ 
5й== 2". Азз == Аз», $ = 5*. (4) 

Итак, условие (4) необходимо для эквивалентности полиномов Е(х, у) и 

Е’ (х'. У’). 
Докажем, что это условие также и достаточно, если исключить случай, 

когда А = Азз = 0. 
Действительно, если Аз #0, то, как‘ было показано в $ 2:4, оба полигома 

ЕУунЕ (>, У) могут быть, путем подсзановок вида (3), приведены к виду 

: А 
Ау + № гы 

где № и А» зависят исключительно от инварнантов Азз, 5, и, следовательно, оди- 

наковы для обоих полиномов. 

В случае же Аз =0, А ЗЕ 0, оба полинома могут быть приведены к виду ($ 255) 

ы 
ТА р 

$422 й = и Е. 

В обоих случаях оба полинома эквивалентны одному и тому же третьему 

полиному, а потому, очевидно, и между собой. 
' 

:) Для того чтобы не усложнять формул, мы остановились на случае соб- 

ственных движений. Но все сказанное ниже справедливо и для несобственных 

движений. 
2) Эго определение распространяется и на полиномы с комплексными коЭ- 

фициезтами. Однако мы, как и раньше, будем считать, чго коэфициенты 

а1,....@зз Действительные величины. 
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Таким образом наше утверждение доказано. В нсключятельном случае, А = 
=— Д;; = 0, равенства (4) уже не гарантируют эквивалентности; но в этом случае 
достаточно добавиль еще условие 

Н= Г, (5) 

где Н= А! + А» есть условный инварнант, введеный в $ 256. Действительно, 
в этом случае оба полинома могут быть приведены к виду 

Н 
$ т-=- 

Итак, мы имеем следующее важное прелложение. 
Для эквивалентности полиномов Е(х, у) и Е’ (х', у’) необходимо, чтобы 

инварианты А, Аз, $ былы одинаковы для обоих полином“в. Это условие 
может оказаться недостаточным только когда А = Аз =0. В этом случае 
достоточно, чтобы кроме указинных инвариантов были одинаковы и услов- 
ные инварианты Н. 

Долазанное предложение позволяет выяснить еще один важный вопрос. 
Мы нашли в предыдущих параграфах три инчарианта А, Аз, $ (в прямо- 

угольных координатах). Ясно, что всакая (однозначная) функция этих величин, 
А 

например 2, Л.А), а ит.д, будег также инвариантом. Естествевно возни- 

кает вэпрэс: существуют ли кроме инвариаитов А, Аз, беще другие, не являю- 
щиеся их фуньциями. 

О'вет оказывается по существу отрипательным и дается следующим пред- 
ложениех: если исьлючить те значения коэфициентов, при которых А == А.; =0, 
то всякий инвариант 1 есть функция трех инвариантов А, Азу, $. Дейсгви- 
тельно, иннарилнт / есть, во определению, функция коэфициентов а\:,.---, @зз 

полинома Р(х, у), обладающая тем свойством, что она остается неизменной при 
подст.новках вида (3). т. е. при з.мене коэфициентов полинома Р (х, у) коэфи- 
Циентами люб‹ го другого, эквивалентного сму. 

Но если А, Азз. $ заданы (причем значения А = Аз ==0 нсключаются), то, 
хотя эгим значениям могут соответствовать различные полиномы А (х, У), одиако 
ве эти полиномы будут эквивалентьы, и, следовательно, / будет иметь вполие 
опр‘ деленное значение, а это и значит, что .] есть функция от А, Аз» 5. 

Более того, наше предложение можно, очевилно, уточнить так: всякий инва- 
рнант „7 есть определенная функция инвариантов А, Азз, $ для тех значений коэфи- 
циентов, ири которых Не нмеет место условие А = Ан =0; при паличии же 
этого условия Л есть фуикиия инвар: анта $ и условн'.го ннварианта М. 

Не обращая внимания на исключение, могущае презсгавнтся при А == Аз; =0, 
говорят, что система инвариантов А, Аз, $ является позной, в том смысле, 
что всякий другой инвариант есть их фун`ция Мы видели, что для действи- 

т а следует присоединить еще Условный иивариаит Н, когда 
=А:=0.. 
Легко показать, что если] есть непрерывная функция коэфициентов ал , › -. ›@зз» 

то она булет фуикцией от А, Аз, $ и в упомянутом исключительном случае. 
Далее, можно показать, что ‹ сли .] есть рациональная функция величин @н, .--, @з» 
то она бузет также рациональной функцией от А, А,., $. На доказательстве эгих 
прелложений мы не останавливаемся. 

Возвратимся теперь к вопросу о конгруэнтности линий, представляемых 
уравнениями 

Е, у=0иР’ (а, У) =0. 
На основанин сказанного выше ясно, что лизни конгруэнтны тогда и только 

тогла, когаа при надлежащем выборе множителя Ё 20 полиномы Р(х, у) и 
ЕЕ" (х', У’) будут эквивалентны. 

— : 

Если А’, Азуи 5" суть инварианты, составленные для полинома ЕЁ” (х", у’), 
то, очевидно, соответствующие инвариангы, составленные для полинома АР” (х!, у’) 
будут 

г 

А’ РА, #5’, 
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и, значит, для эквивалентности полиномов Ри ЕР’, т.е. для конгруэнтиости 

ливий Е=О0и РЁ' -= 0, должно быть 

А= №3А', Аз= А $==15’, (6) 

где #— надлежащим образом подобраниое число, отличное от пуля. 

Это условие также и достаточно, если Аи Аз не обращаются одновре- 

менно в 0. 
Исключая Ё, можем переписать условие (6) так 

8 

Аз  Азз _ $8 
дя — дз = 58° ® 

33 

Следовательно, для конгруэнтиости двух линий Е==0и РЁ" ==0 необходимо 

и достаточно, чтобы инвариаиты 3, АЗ», 86, сосгавленные для одной линии, 

были пропорциональны соответствующим инваризитам другой *). 

Исключение может нредставить случай А = Аз=0. В этом случае, вме- 

сто (6) мы будем, очевидно, иметь условия 

5=25', Н=®ЮН’, (бэ) 

Или 
52 Н 

- ® 
Упражнения 

1. Вывести при помощи результатов этого параграфа условие того, чтобы 

уравнение Р(х, у) = 0 представляло окружность радиуса Г. 

Решение. Будем считагь координаты прямоугольными. Вопрос сводится к 

выяснению условия конгруэнтности даиной линии и окружности д? +У—т==0. 

Инварианты, составлениые для этой последней, будем отмечаль штрихами. Имеем 

10 0 

А’ =|01 0 |=—м, 

00 — 

Азз = н . о” 

Условия (6) принимают вид: 

А=— М, Аз, 5-24. 

52 

Из двух последних получаем Аз = ‚ или 

2 2 2 
4 (ана — а2,) = (аи + аз} = аи 1 2 + 2апа». 

нли еще (перенося все члены водну часть): 
2 

(аа — аъ)" + 4а1) = 0. 

Это условие может быть соблюлено только в том случае, если @„==0 и 

ан — @»2 = 0, ибо мы считаем коэфициенты действительными. Таким образом мы 

получили иным путем те же условия, что и рапьше ($ 239). Для 7? получаем 

выражение А 8А 

1) Пропорцию (7) нало, как всегда, понимать в том смысле, что если один 

из зваменателей обращается в пуль, то числитель соответствующей дроби тоже 

приравнивается вулю, а сама дробь вычеркивается из пропорции. 
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Но ‚в нашем случае 2,1 == 402, @:2 = 0; значит, $ = 2а;: 

аи 0 а; 

А — 0 @11 Я = 

@з1 @3> @зз 

Дай 2 а 2 Е] 
= 611933 — 4;145; — а1а13 = а: (алезз — а13 — а93), 

евткуда 
2 2 

аз а); — аиазь 
72 = р ‚ 

“1 

что также совпадает с результатом $ 239. Для того чтобы окружность была 
действительной, должно быть соблюдено условие 

2 2 
@1з -- а23 — азлазз >> 0. 

2. Выяснить необхоцимые и достаточные условня того, чтобы уравнение 
ЕС, У) =0 выражало равносгороннюю гиперболу (координаты прямоугольмые). 

Решение. Для этого данная кривая должна быть конгруэнтна кривой 

2 — у — &2=0, 

гие а — постоянная. Для этой последней имеем 

гоо 

’=| 0—1 0 |=92, Аз=Ь-1, $ =0. 
0 0—2? 

Условия (6) дают 

А == АЗ, Аз —=-—-12, $==0. (*) 

Следовательво, искомые условия сводятся к следующим: 

$5 — 0, Аз 0. 

Если эти условия соблюдены, то всегда можно найти числа Ё и а, удовхе- 
творяющие условиям (*); именно, получим 

те А 
Р — + = А ’ а =——_— 

ва. У 38! т у АЕ ° 
. 88 

причем знак перед радикалом следует взять такой, чтобы 

&2`> 0. 



ГЛАВА ОДИННАДЦАТАЯ 

ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА. 

КАСАТЕЛЬНАЯ ПЛОСКОСТЬ, ЦЕНТР, ДИАМЕТРЫ 

Мы переходим теперь к изучению поверхностей второго порядка, при- 

чем мы, не будем подробно останавливаться на тех результатах, которые 

получаются аналогично соответствующим результатам для линий второго 

порядка. 

1. ПРОЕКТИВНАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ. КАСАТЕЛЬНАЯ ПЛОСКОСТЬ 

262. Обозначения. Уравнение поверхности второго порядка в неод- 

нородных декартовых координатах имеет вид 

Е (5, У, 2) =0, 
(1) 

где ЕР(х, у, =) — полином второй степени; в самом общем случае 

Е(х, у, д=аи^ -{ ау? -- азз2? | Заэзу2 -- Зан
ех-- Заху-- 

-- 2аах-|-- 2азу -+ 2аза2 -Р Ча»
 (2) 

где ат, 412,---» @4а — ПОСТОЯННЫЕ коэфициенты (числом 10) '). 

В однородных декартовых координатах Х1, Хз» Хз», Хь данных отно- 

шениями 

это уравнение принимает вид 

Ф(х,, Хо» Х» х,)=0, (12) 

где Ф — однородный полином второго порядка (квадратичная форма): 

Ф(Хьь Х» Х», х)) = аижм-[- а -- аззх8 | 2а2зХ>Хз | 2аз1х
з^ -- 

-- 2алох.хз + 2аах 4-Е 242424 -- 2х4 -- аааха, (3) 

обращающийся в Полином Е(х, У, 2), если положить х=Х, Х2 ==» 

хз==2, Ха==1, Так что 

ЕС, у, )=Ф(, у, 2, 1). (4) 

бе сте 

1) Когла речь идет о коэфициентах полинома (2), мы будем, смотря по удоб- 

ству, писать аз вместо @2з» @ль вместо @з ит. д. т. ® считать, что аз и ал 

(1,=1,2, 3, 4) обозначают одну и ТУ же величиву. 
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В дальнейшем мы будем применять еще обозначения (ср. $ 208): 

10Ф 
Фи = дд = бла Нож вяз Рае 

190Ф 
Ф.— 5 дк. = ах -Е арх -- @9зХа -Р аахь 

1 0Ф в Ф: = ах. — бах: - аз -- @ззхз -- ихь 
1 0х 

Ф.=5 дк. бы — алохь - вазхз НК @ихь 

и аналогичные 
1 дЕ 

Е: = тах = Наз»у-Е а,32-- @щ, 

1 0Е БИ ани --виу-- ав -- вы, (6) 
1 Е = д: = ах -|- авьу-| азз2-|- аз. 

Здесь также имеет место „тождество Эйлера“ (ср. $ 208): 

Ф(хиь Хх» м) ==, | жФ, | ФФ. (7) 

и аналогичное 

Е(х, у, д = ха (х, у, г, Ю-УФь(х, у, 2, 
-- 2Фз (>, у, >, 11-- >, (х, У, 2, 1). (7а) 

Наряду с квадратичной формой Ф нам придется встречаться с сим- 

метричной билинейной формой, „полярной“ по отношению к ф: 

8 (х,, №2, Хз» Хау Ул» Уз» Уз» у) = УФ, (х» Хь Хь ха) 

НФ. (1, №2, Хз, х,) -НузФь (*, Хо Хз ха) -- 

-НуаФ, Ол, ха, Х» Ха), (8) 

которую кратко мы будем обозначать через © (х; У). Имеем 

8 (1; У) =8(5; Хх), (9) 
© (х; х)=Ф(х,, Хо, Ав» хи). (10) 

Далее, непосредственная проверка показывает, что (ср. $ 208) 

Ф (х! -Руь Хх НУ», Хз НУ» №4 У.) =: 

—=9(х;х)--29(х; +9055,  @0 
откуда следует еще 

| Е(х->х, У У’, 2-2) = (х, у, =)-|- 

На Е, (ху, 2") УБьх, У, 2) -- 28 (Хх, У, РЕ, У, 7), (112) 

где 

ф(х, у, д==аих - ау? -|- аззг? -|- ?азвуг -|- Зазлах -- За2ху (12) 

есть квадратичная форма, представляющая собой совокупность членов 

второго нзмерения в полиноме Р(х, у, 2). 

Н. И. Мусх елишвили. — 1946 30 
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Дискриминант формы Ф мы будем обозначать через Д: 

11 @1о @13 @14 

да @21 @22 @23 @э4 (13) 

@31 @з» @зз @з4 

41 @42 @4з @4а 

а алгебраические дополнения элементов @;, в определителе А через А, 
В частности, 

а11 @1> @13 

Аа4=| а: @5о @2з (14) 

@3: @32 @33 

есть дискриминант квадратичной формы ф(х, У, 2). 
Часто вместо х!, х., х, Хх, мы будем писать х, у, 2, {, Во всем 

дальнейшем мы будем всегда считать коэфициенты а, действитель- 
ными числами. 

Далее, в этом отделе, посвященном проективным свойствам, мы не 
будем исключать случай, когда все коэфициенты при членах второго 
измерения полннома А(х, у, 2) равны нулю, т. е. когда 

41} == зо == @зз == @53 — аз: = 412 = 0. 
В этом случае уравнение (1а) принимает вид 

х (Зах -- 2адх»-- Зах -Ё аах,) = 0 

и поверхность распадается на несобственную плоскость х.=0 и на 
плоскость (вообще собственную) 

Зах, -- 2а4хь-- Заахз -- аах, = 0. 

Мы всегда будем исключать случай, когда все коэфициенты формы Ф 
(или полинома Р) равны нулю. | 

Во всем этом отделе, под х:, Хх», х., х4 можно подразумевать про- 
ективные однородные координаты общего вида, а не только декартовы. 
(В этом случае, конечно, уравнение х, —0 уже не изображает, вообще 
говоря, несобственную плоскость). 

263. Распадающиеся поверхности второго порядка. Условие 
совпадения. Поверхность второго порядка будет распадающейся тогда и 
только тогда, когда квадратичная форма Ф(х:, х», х., х.) разлагается 

на два линейных множителя, т. е. когда тождественно 

Ф (хь, Х>, Хз, х.) == 

= (ах - аьх, |- въхь- ах) (бух -- ых в аж), (0 
где а! ,..., @4, б1,...,ба— Постоянные. А для этого необходимо и 
достаточно, чтобы ранг дискриминанта А был равен двум или еди- 
нице (см. Добавление, $ 13). 

В этом и только в этом случае поверхность распадается и предста- 
вляет собою совокупность двух (действительных или мнимых) плоскостей. 
Если ранг А равен единице, то мы будем иметь 

Ф(х,, Хх, Ха №) = (ах, -[ ах, | аз Нах}, (Та) 
„ 



$ 263] . |. ПРОЕКТИВНАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ 467 . 

где А.— постоянная, и поверхность представляет собою совокупность 

двух совпадающих плоскостей (всегда действительных; см. следующий 

параграф). 
Заметим еще, что для совпадения двух поверхностей второго порядка 

Ф (х,, Хх» хз, Хх) =0 и ЧУ(х, Хх» х, х)==0 

необходимо и достаточно, чтобы имело место тождество (ср. $ 209) 

у (>, Ха Хз, М) ЕЕАФ (Ха, Хь, Ха Ха), (2) 

где А — постоянная, отличная от нуля. 
Так как общее уравнение поверхности второго порядка содержит 

десять коэфициентов 4, то форма и положение поверхности опреде- 
ляется девятью величинами (отношение девяти из коэфициентов аук 
десятому). 

Поэтому для задания поверхности второго порядка достаточно, 
вообще говоря, задать девять ее точек. 

Вопрос о проведении поверхности второго порядка через девять за- 
данных точек сводится к решению системы девяти линейных однородных 
уравнений с десятью неизвестными а, (ср. $ 212). Эта система дает, 
вообще говоря, вполне определенные значения для отношений девяти из 
величин 4, к десятой. Но система может оказаться и неопределенной, 
н тогда мы получим бесчисленное множество поверхностей второго по- 
рядка, проходящих через заданные точки. Во всяком случае всегда су- 
ществует поверхность второго порядка, проходящая через девять 
произвольно заданных точек. 

Отметим теперь же одно важное обстоятельство. Мы знаем, что если 
вместо переменных х1, хо, х‚, х, ввести новые х/”, х2”, Ху’, Х4’, связан- 
ные с предыдущими линейной однородной неособенной подстановкой, 

иначе говоря, если ввести новую систему проективных ‘координат, то 
форма Ф превратится в новую форму Ф” переменных х;’, х»’, хз, х.., 
дискриминант А’ которой связан с дискриминантом А формы Ф соотно- 

шением (см. Добавление, $ 11): 

А’ = А.А®, 

где А-Е0О — определитель подстановки. Следовательно, знак дискрими- 
нанта А остается неизменным при замене проективных координат. Этот 
знак останется неизменным и при замене уравнения поверхности Ф —=0 
эквивалентным ему уравнением Ч —= 0. Действительно, так как эти урав- 
нения, по условию, эквивалентны, то имеет место тождество (2), из ко- 
торого слелует, что коэфициенты формы \ получаются из коэфициен- 
тов формы Ф умножением на одно и то же число Ё. Но если в опре- 

делителе четвертого порядка А заменить все элементы а, элементами 
А-а,» то определитель умножится на А*, т. е. не изменит знака. 

Итак, знак дискриминанта А инвариантен как при замене проек- 
тивных координат, так и при замене уравнения поверхности экви- 
валентным ему уравнением). 

1) Аналогичный дискриминант А в случае линий второго порялка (см. пре- 
дыдущие главы) не обладает этим свойством, ибо в этом случае А — определи- 
тель третьего порядка и умножается ие на А“, а на #3. Следовательно, при © 
он изменяет знак иа обратный. 

* 
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264. Проективная классификация поверхностей второго порядка. 

Путем надлежащей линейной однородной неособенной подстановки с 

действительными коэфициентами, выражающей переменные х\, Х», Хз» х 

через новые переменные х’, хХ,, хз, ха  Кквапратичная форма 

Ф (хи, хо, х» Ха) может быть приведена к „каноническому“ виду (см. 

Добавление, $ 12; ср. еще $ 211): 

Ф' (хи, ж’, хз’, хр) == ах х а -- ез хз’ -|- в4 у”, (1) 

Где е;, 85, 23, 24 равны -- 1 или 0, и уравнение поверхности приводится 

к „каноническому“ виду 

Ф’(х', ху, хь, м) = ху еж -[- хз еж ==0. (2) 

Будем рассматривать наше преобразование как переход к новым 

проективным координатам и рассмотрим все случаи, которые могут здесь 

представиться. 
а) Неособенные поверхности второго порядка. Так мы будем назы- 

вать поверхности, для которых дискриминант А отличен от нуля. 

В этом случае ни одно из чисел е!, е», ез, в не равно нулю. В за- 

висимости от знаков этих чисел уравиение поверхности в новых коорли- 

натах приводится к одному из видов!) 

хх ху ® Е ху? =0, (а,) 

ху? == 0, (аз) 

хх. — хз? — Ха? == 0. (аз) 

В первом случае поверхность — целиком мнимая. Во втором и 

третьем — поверхность действительная. 

Если заранее известно, что поверхность — действительная, то легко 

определить, по коэфициентам исходного уравнения Ф (хи, Хо, Хз» ХА) ==0, 

какой из двух видов (а›) или (аз) мы имеем. А именно легко видеть, 

что в первом случае А < 0, а во втором А>0. Действительно, соста- 

вляя дискриминант 4” для левых частей (а>) и (аз), мы увидим, что в 

первом случае?) 4” < 0, а во втором А’`> 0. Но знаки А и А” совпа- 

дают (см. предыдущий параграф); отсюда следует наше утверждение. 

О том, какими геометрическими свойствами различаются друг от 

друга поверхности (25) и (а;) будет сказано ниже 3) (5 267). 

Б) Особенные нероспадающиеся поверхности. Так мы будем назы- 

вать нераспад ющиеся поверхности, для которых А =0. В этом случае 

ранг А должен быть равен трем (ибо если бы он был меныне трех, по- 

верхность была бы распадающейся). Так как ранг А равен трем, то одно 

1) В случае напобности мы заменяем зиаки всех членов на обратные и ИЗ- 

меняем нумерац ю переменных. 

2) Например, для левой части (а) 

100 0 

10 0 
РН ы = —]. 

001 0 

о00-—1 

3) См. также упражнения 3—5 настоящего параграфа. 
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из ЧИСел в;, 2), в, =, равно нулю, остальные же отличны от нуля. Пусть | 
е; —0. В зависимости от знаков еа:, е›, =, канонические уравнения бу- 
лут иметь один из следующих двух видов: 

жЗ-Е жа хуя —0, () 
же хх ==0. (Ъ:) 

В первом случае поверхность мнимая, но не целиком: она содержит 
одну действительную точку (0, 0, 0, 1). Во втором — поверхность дей- 
ствительная. Докажем теперь, что поверхности (Ъ,) и (Ъ,) — конусы 
(в первом случае — „мнимый конус“). Это вытекает из того, что всякая 
прямая, соединяющая точку (0, 0, 0, 1) с какой-либо точкой (Е,; Ё,, Ё., Ё,) 
поверхности, целиком принадлежит ей. Действительно, координаты любой 

точки М(х,’, хх, ху, х’) этой прямой даются формулами (вспомним 
параметрическое представление прямой): 

же ==. 0 ьб, ху ==А-0-НЫ хз’ == АОНы ,=А.1 НЫ, 

т.е. Ху Хы =, Хз Ав, Хр ==А-НАА,. Подставляя эти значе- 
ния в (Ъ,) или (Ъ›), видим, что уравнения эти удовлетворяются тожде- 
ственно (ибо р? выносится за скобку, а &, №, & удовлетворяют, по 
условию, этим уравиениям). Мы видим, что вершиной конусов (Ъ,), (Ъ,) 

является точка (0, 0, 0, 1). Вершина называется также двойной точкой 
поверхности !). 

с) Распадающиеся поверхности (их мы тоже включаем в категорию 
особенных) В этом случае ранг А равен двум или единице. Пусть он 
равен лвум. Тогда уравнение поверхности приведется к одному из видов: 

жи? -Н хо? =0, (с!) 
1 — хо? —=0. (сз) 

В первом случае мы имеем совокупность двух мнимых плоскостей, а во 
втором — двух действительных. В обоих случаях плоскости пересекаются 
по действительной прямой 

Хх ==0, ху ==0. 

Каждая точка этой прямой называется двойной точкой поверхности. 

Пусть теперь ранг А равен 1. Тогда уравнение поверхности прнво- 
дится к виду : 

х2=0 (сз) 

и она представляет собою двойную (действительн, ю) плоскость. Все 
точки поверхности — „двойные“. Случай с) можно, конечно, рассматри- 
вать как частный случай конуса („распадающийся конус“). 

Так как линейную подстановку можно трактовать, не только как 
замену координат, но и как проективное преобразование, то из сказан- 
ного в этом параграфе можно сделать следующее заключение. 

С проективной точки зрения неособенные поверхности второго по- 
рядка разбиваются на следующие категории. 

1 Если вершина — несобственная точка, то конус обращается в цнлинир. 
С проективной точки зрения цилиндры не отличаются от конусов. 
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а) Неособенные поверхности, разделяющиеся, в свою очередь, на; 
4.) мнимые; а5) действительные, с отрицательным дискриминантом; аз) дей- 
ствительные, с положительным дискриминантом. 

Ъ) Особенные нераспадающиеся поверхности (конусы), разделяю- 

щиеся на: 5,) мнимые конусы и Ъ,) действительные конусы. 
с) Распадающиеся поверхности, разделяющиеся на: с1) пару мнимых 

сопряженных (различных) плоскостей, с.) пару действительных различ- 
ных плоскостей и с;) пару совпадающих плоскостей. 

Поверхности, принадлежащие одной и ТОЙ же из категорий а1), а»), 

аз), Ъ,), Ь.), с,), с»), сз), могут быть переведены одна в другую 

проективным преобразованием. 
Замечание 1. Легко найти двойную точку (или двойные Заки) 

особенных поверхностей. Действительно, во всех случаях особенных по- 

верхностей их уравнение приводится к виду 

Ф’ (ху, хх’, хз’) = вх, вх? -Рвзхз 2 =0 

(в случае нераспадающегося конуса в; 52 0, =› Е 0, г, 5 0; в случае пары 

различных плоскостей в, -Е 0, = 0, ве, ==0; в случае пары совпадаю- 

щих плоскостей г, 0, в, = ез = 0). Как легко проверить, во всех слу- 
чаях координаты двойной точки удовлетворяют системе уравнений: 

Фи ==вх/==0, Фу == вх, ==0, Фу —езху ==0, 
Фи =0-х,' =0 

и обратно, такая точка будет двойной. Но система эта эквивалентная 
системе (см. Добавление, 5 11): р 

Ф, = аих-Н арх - азх НН аиха ==0, 

Ф, = арх: | @эхь-[ база -Е зах == 0, (3) 
Фз == аз1х, -- @хь | авзхз -[ ааа == 0, 
Ф. = арх, -- ацьхь -- аавхз РН @иха = 0. 

Следовательно, координаты двойной точки (или двойных точек) най- 
дем, решая систему (3). Вообще, под двойной точкой поверхности мы 
будем понимать любую точку, координаты которой удонлетворяют си- 
стеме (3). 

Если ранг определителя А равен четырем (т. е. А 5 0), то система (3) 
не имеет решений (кроме х, == м. = х. = х. =0); следовательно, иеосо- 
бенные поверхности не имеют двойных точек. Если ранг А равен трем, 
то система (3) имеет одно независимое решение, т. е. имеется одна 
двойная точка; если ранг равен двум, то два из уравнений (3) суть 

следствия двух других и двойные точки составляют прямую; наконец, 
если ранг равен 1, то среди уравнений (3) имеется только одно незави- 

симое, и мы имеем плоскость двойных точек, которые и составляют всю 

поверхность. 
Замечание 2. Легко видеть, что в однородных проективных коор- 

цинатах х|, Хз, Хз, х, всякое уравнение вида 

Ф(х,, Хх», хз) =0, (4) 

где < — квадратичная форма, не содержащая х., представляет конус 
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(второго порядка) с вершиной в точке (0, 0, 0, 1). Действительно, 
координаты точек прямой, соединяющей эту точку с любой точкой 
(Е, Е», Е», и) поверхности даются формулами (см. выше): Х, = 1, Хх) =», 
Х==, № = -- № подстановка которых в ф(х:, Х›, хз) дает 

Ф(ы, в, 3) == 7 (, ь,, в) =0, 

ибо точка (&, Ё», в, &) находится на поверхности (4). 
Раньше ($ 117) мы определилн конус как геометрическое место 

прямых (образующих), проходящих через данную точку (вершину) и пе- 

ресекаюших данную кривую (направляющую). Поверхность, названная 
здесь конусом, подходит, конечно, под это определение. В качестве на- 
правляющей можно взять любую линию начерченную на конусе и пере- 

секающую все образующие, например линию пересечения конуса с какой- 

либо плоскостью, не проходящей через вершину; это будет линия вто- 
рого порядка (так как поверхность — второго порядка). Проще всего, в 
нашем случае, взять пересечение поверхности (4) с плоскостью х, == 0. 
Тогда уравнением линии пересечения в этой плоскости будет то же 
уравнение (4), где х!, хо, Х. надо уже рассматривать как однородные 

координаты на плоскости х, ==0. (Если мы имеем дело с проективными 

координатами общего вида, то плоскость х. —= 0 не является непременно 

несобственной плоскостью.) 
Если линия эта распадается на две прямые, то конус распадается на 

совокупность двух плоскостей. 
Будем теперь рассматривать х№,, Х›, Хх Хх. как однородные декар- 

товы координаты. 
Тогда уравнение конуса (4) в неоднородных декартовых координатах 

ЕВ — ^^, 2-= 8 примет вид — РЯ ’ у — ж › ый 4 р 

@(х, у, 2) =0, (5) 

т. е. сохранит внешне ту же форму. 
Легко видеть, что, вообще, всякое уравнение вида 

$(*— хо У— У, 2 — 25) =0, (5а) 

где х, у, 2-— неоднородные декартовы координаты, ху, Уз 2, — по- 

стоянные, а ф—кввлратичная форма (однородный полином аргументов 

х—х» У-—У», 2—20), представляет конус второго порядка с верши- 

ной в точке М (хо, Ус, 20). Чтобы в этом убедиться, достаточно пере- 
нести начало координат в точку (хи Уз» 2%). 

Упражнения и дополнення 

1. Доказать непосредственно, что уравнение (5а) представляет конус с вер- 
шиной в точке Мо (хе, Ус» 20). 

Доказательство. Если точка М’ (х’, у',2') расположена на поверх- 

ности (5а), то любая точка прямой Мо/М’ имеет координаты х == хо -|- (х’ — %0)*5, 
у=м + (у' — 3) 5, 2=2 4 (2'— 20) 5, где 5 — параметр. Отсюда (х — м) = 
— (х'-— №) 5,У— == (5 — М) 5, 2 — д == (2'— 20) 5. Внося эти значения в левую 

часть (52), увидим, что она обращается в 5$ (х’ — хе, У’ — У», 2' — 20), т. е. в 0, 

ибо точка М’ находнтся, по условию, на поверхности; следовательно, всякая 
точка прямой МоМ" принадлежит поверхности. ° 
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2. Доказать, что если направляющая конуса — любая линия 1 второго по- 
рядка, то конус — второго порядка. 

Доказательство. Возьмем плоскость П линии 71 за плоскость х, =0 
основного координатного тет| аэдра, а вершину С конуса — в качестве вершины 
тетраэдра, противолежащей этой плоскости. Прочие элементы тетраэдра вы- 
берем произвольно. Тогда, если ф (х;, Хо, Хз) = 0 есть уравнение 17 на плоскости п, 
то уравнение конуса будет тоже ф (х1, ль, хз} =0 (см. выше, замечание 2); сле- 
довательно, наш конус — поверхность второго порядка. 

3. Доказать, что прямая 

Ж — == (2 — х.), 

1 (6 жж == — ) 

где ) — произвольная постоянная целиком принадлежит поверхности 
ОВ 2 жа — 0—2 = 0. 

То же самое доказать относительно прямой 

у 2 — ха (2 — №), 

(7) 
х: -- м. = а (х, + №). 

Доказательство. Перемножая левые и правые части уравнений (6), 
получим 

2 2_ 2 мфж= ба, оу ра 0, 

т. е. все точки прямой (6) принадлежат нашей поверхности. Точно такое же 
доказательство применяется к прямой (7). 

Огсюда вытекает, что всякая поверхность категории (аз) (см. выше) имеет 
действительные общие точки с любою действительною плоскостью, так как 
всякая ^ действительная плоскость пересекает любую из прямых (6), (7) в дей- 
ствительных точках, если только в качестве Х мы возьмем действительное 
число. 

4. Доказать, что на поверхности категории (аз) 

2 — 2 =0 

нет действительных прямых. 
Доказательство. Если бы на этой поверхности существовали действи- 

тельные прямые, то эта поверхность имела бы с любой плоскостью действитель- 
ные общие точки. Между тем, например, плоскость Хх. =0 не имеет с поверхно- 
стью ни одной общей действительной точки. 

5. На основании результатов упражнений 3 и 4 можно характеризовать 
поверхности категорий (а.) и (23) таким образом: поверхность принадлежит 
к категории (аз), если она неособенная, действительная и не содержит дей- 
ствительных прямых; поверхность принадлежит к категории (аз), если оиа не- 
особенная и содержит действительные прямые, 

$ 265. Уравнение, определяющее пересечение прямой с поверх- 
ностью второго порядка в однородных координатах. Пусть тре- 
буется найти точки пересечения поверхности второго порядка 

Ф(ж, хо. х» х)==0 (1) 

с прямою, которую мы будем считать заданной параметрически: 
жир", ЖА ах, жд НН рху’,\ <) 

а и т } 
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здесь (х’, Ху, хз, ху) и (ж", х,,, хз, хг’) обозначают две какие- 
нибудь точки Ми М”, взятые на рассматриваемой прямой. Под- 
ставляя (*) в (1), получим совершенно так же, как в $ 216, уравнение 
определяющее отношение параметров ^, в, соответствующих точкам 
пересечения 1): 

№29 (х’; хо (д; х") а (х; х”) 50, (2) 
где приняты обозначения $ 262. Для определения й = в получаем урав- 

нение $ 
129 (х’; ху 219 (х'; м) 9 (х”; х”) =0. (2а) 

Если одновременно 

8 (х'; х’) =9 (>; х”) =9(х”; хх’) =0, (3) 

то уравнение (2) удовлетворяется тождественно, и прямая целиком при- 
надлежит поверхности. В противном случае уравнение (2а) имеет два 
решения (действительных, мнимых, различных или совпадающих) и мы 
имеем две точки пересечения. 

Если уравнение (2а) имеет более двух решений, т. е. еслн прямая 
пересекает поверхность более, чем в двух точках, то необходимо имеют 
место равенства (3) и прямая пеликом принадлежит поверхности. 

266. Касательные прямые. Касательная плоскость.. Прямая, пере- 
секающая поверхность второго порядка в двух совпадающих точках, на- 
зывается хасательной к ней. Точка пересечения называется точкой 

касания. 
Прямые, целиком принадлежащие поверхности, мы будем также при- 

числять к касательным. 
Посмотрим, сколько касательных в данной своей точке ЛМ, (у; У», Уз» Уд) 

имеет поверхность второго порядка. Пусть М(х:, х», Хз, Х.) — какая- 
либо точка касательной. Возьмем в качестве точек ЛМ’ и М” в уравне- 
нии (2а) предыдущего параграфа соответственно точки Ми М.. 

Тогда, если заметить, что @(у; у) =Ф(у,, у», уз, уд)==0 (так 
как М находится на поверхности), уравнение (2а) примет вид 

#20 (х; х)-- 218 (х, у) = 0. 

Один из корней этого уравнения А равен нулю (он соответствует 
точке М,); для того чтобы и второй корень равнялся нулю, необхо- 
димо и достаточно условие 

 (х;у) =0, (1) 
или, подробнее, 

х1Ф, (У1, У» Ув», У) + х2Ф, (У Уз, Ув, У.) -- 

+ 3$: ру уу -Е ха (У, У У У) = 0. (2) 

Предыдущее уравнение, при постоянных У, У», Уз, У4, есть уравнение 
плоскости. Мы видим, таким образом, что все прямые М.М, касатель- 

т) Уравнение это внешне ничем не отличается от уравнения (4) $ 216; 
здесь, однако, ® обозначает билинейную форму четырех пар переменных, тогда 
как там @ — билинейвая форма трех пар переменных. 
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ные к поверхности, расположены на плоскости (2); всякая прямая этой 
плоскости, проходящая через Мь, касается поверхности. 

Поэтому плоскость (2) называется касательной плоскостью в точке Му. 
Касательная плоскость может быть неопределенной только в том случае, 
когда координаты точки /М, удовлетворяют одновременно уравнениям 

Ф,=Ф,=Ф, =Ф, =0; 
но мы знаем!), что это может быть только в случае, когда поверх- 
ность особенная, а точка Му ее двойная точка (или одна из двойных 
точек). 

В этом случае мы будем считать, что всякая плоскость (или прямая), 
проходящая через двойную точку — „касательная“. 

‚В неоднородных координатах х, у, 2 уравнение касательной пло- 
скости в точке (%, У», 20) поверхности второго порядка, заланной 
уравнением 

Е(х,у, 2) =0, (а) 
напишется, очевидно, так: 

хФ, (хо У» 2% -НУФа (Хо, У» 2, П-- 

-- 2$: (% Ум 2%) - Фа (%, У» 2% П==0, (2а) 
или еще, как легко провернть, 

(х— хо) Р (Хь Уо, 20) (У — о) Е» (хо» У» 20) -|- 

НЕ (г — 4) Рз (Хо Ув, 20) —. 0; (25) 

ср. конец $ 217. 
267. Поверхности с эллиптическими, гиперболическими и пара- 

болическими точками. Касательная плоскость, как и всякая другая, 
пересекает поверхность второго порядка по линии второго порядка 2), 
если только не принадлежит ей целиком; последнее может иметь место 
лишь в случае распадающейся поверхности. В этом параграфе мы исклю- 
чаем из рассмотрения распадающиеся поверхности. 

Линия второго порядка, по которой пересекается поверхность своею 
касательной плоскостью — всегда распадающаяся (мнимая или дей- 
ствительная) с двойной точкой в месте касания. 

В самом деле, пусть уу линия (второго порядка) пересечения поверхности 

Ф (х„, Хэ, Хз х,) = 0 (1) 

с касательной плоскостью в точке Мь(уь, У», У».У,); уравнение этой 
плоскости есть 

@ (х; у) = 0. (2) 
Пусть теперь М” (х/', №’, Хз, Х.') = 0 — любая точка линии 1. Так т 

эта точка опновременно находится на поверхностях (1) и (2), 
© (х’;х/) == Ф(х, хх, жд, х.)==0, 9 (х’; у) = 0. Кроме того, 8 (у; у) о 
ибо Му находится на (1). Итак, имеем 

2(х;х) =9 (м; у)=Я(у У-==0; 

1) $ 264, замечание 1. 
2) Не надо думать, что касательная плоскость имеет с поверхностью только 

одну общую точку; см. ниже. 
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это показывает (см. $ 265), что прямая М.М’ целиком принаплежит 
поверхности (1); так как эта прямая принадлежит и плоскости (2), то 
она является составной частью ‘у и, следовательно, “у — распадающаяся 
линия; очевидно, /М, является двойной точкой, ибо, как мы видели, 
прямые, соединяющие /М, с любой точкой на ‘у, принадлежат целиком 1. 

^ Черт. 164. Церт. 165. 

Легко видеть, что и обратно, если плоскость пересекает поверхность 
второго порядка по двум прямым, то она касается поверхности в точке 
пересечения М, этих прямых. Действительно, прямая, целиком принад- 
лежащая поверхности, есть частный случай касательной. Так как, далее, 

плоскость проходит через две касательные к поверхности в точке М, 
то она совпадает с касательной плоскостью, ибо эта последняя тоже 
должна содержать обе упомянутые касательные. 

Остановимся теперь на случае действительных поверхностей. Если 
касательная плоскость в (действительной) точке Му пересекает поверх- 
ность по двум мнимым (сопряженным) 
прямым, то точка Му называется эллип- 

тической точкой поверхности; в этом 
случае имеется только одна действительная ; 
точка пересечения (черт. 164); если пере- рой и 
сечение происходит по двум действитель- 
ным различным прямым, то точка назы- И 
вается гиперболической (черт. 165); нако- 
нец, если пересечение пронсходит по Черт, 166. 
двум совпадающим прямым, то точка на- 
зывается  мпараболической (черт. 166). 
Легко показать, что все точки одной и. той же поверхности второго 

порядка — одного и того же типа (эллиптические, гиперболические, па- 

раболические) и что тип этот вполне характеризуется внаком дискрими- 

нанта АД; мы исключаем, естественно, двойные точки особенных по- 

верхностей. 
Действительно, пусть М какая-либо точка поверхности и П — каса- 

тельная плоскость в этой точке. Примем М за вершину (0, 0, 0, 1) 

основного тетраэдра, а плоскость П— за плоскость х;==0. В точке 

М (0, 0, 0, 1) имеем 

Ф, —= 14, Ф, — 424, Ф. = Я 34 Ф, == 44, 

и уравнение касательной плоскости П в точке М напишется так: 

ацх, -|- вхо реа Е бы == 0. 
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.Так как плоскость эта должна совпадать с плоскостью хз = 0, то 

мы должны иметь 

а4=аа==аи==0, аи 501). (") 

Линия пересечения касательной плоскости х.==0 с поверхностью 
Ф (х, Х., хз, х.)=0 будет дана, в плоскости х,==0, уравнением 
Ф (№, х., 0, ха) =0, т. е. в раскрытом виде 

аль хи -|- За эхх азоха? == 0. 

Мы убеждаемся еще раз, что это — рэспадающаяся линия. Она будет 
парой различных мнимых, различных действительных или совпадающих 
(действительных) прямых, в зависимости от того, будет ли выражение р 
21@›—@1. больше нуля, меньше нуля или равно нулю 2). 

Составим теперь дискриминант А; принимая во внимание (*), получим 

а: @1о @з 0 

К ка (вла, — 2). 
@з1 @зо @зз ава в я ь 

оо а.0 

Следовательно, знак А противоположен знаку (аа — а1,). Мы знаем, 

далее, что знак А инварнантен. Поэтому мы под А можем подразуме- 

вать дискриминант, составленный при`любом выборе системы (проективных) 
координат. 

Итак, мы имеем слелующий результат: при А < 0, все точки по- 
верхности — эллиптические, при А>> О— все точки гиперболические, 
при А =0 — все точки параболические. Условие А = 0 характеризует, 
как мы знаем, конус (мы ведь не рассматриваем здесь распадающихся 

° поверхностей). Геометрически также совершенно очевидно, что каса- 
тельная плоскость касается конуса вдоль целой образующей и, следо- 

вательно, имеет с ним общими две совпалающие прямые. 
Возвращаясь к неособенным поверхностям, мы видим, чем разли- 

чаются геометрически поверхности категорий (а5) и (аз) 5 264: в первом 
случае — все точки поверхности эллиптические, во втором — гипербо- 
лические 3). 

В каждой точке неособенной поверхности можно провести опре- 
деленную касательную плоскость; поэтому через каждую точку поверх- 
ности категории (а,} проходят две действительные прямые, целиком ей 
принадлежащие („прямолинейные образующие“). 

Поверхиость категории (а) имеет со всякой действительной пло- 
скостью П действительные общие точки, ибо каждая ее образующая 
пересекает всякую плоскость (в собственной или несобственной точке). 
Поверхность же категории (а) имеет действительные общие точки не 
со всеми плоскостями; например, если взять уравнение поверхности 

1) Еели бы @и ==0, касательная плоскость была бы неопределенной, что 
может быть только в Двойной точке. 

2) См. Добавление, конец 5 13 (пример). 
8) Действительно, в первом. случае А << 0, а во втором А>0. 
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в виде (2) 6 264, то ясно, что плоскость х4’=—0 не имеет с нею ни 
одной общей действительной точки. 

Отсюда легко заключаем, что на поверхностях (а) нет действитель- 
ных прямых (мы это уже доказали раньше, в $ 264, упражнения). Этот 
же результат можно получить и так. Пусть существует, действительная 
прямая А, целиком расположенная на поверхности, Всякая плоскость П, 
проведенная через А, пересечет поверхность еще по одной действитель- 
ной пря мой А” (ибо в пересечевии должна получиться линия второго порядка, 
которая, наверняка, содержит, как составную часть, прямую АД). В точке Мо 
пересечения А и Д” плоскость П должна касаться поверхности. Но тогда 
точка касання — гнперболическая, а этого быть не может, если поверх-. 
ность — категории (а2). 

268. Касательный конус. Полярная плоскость и полюс. Танген- 
циальное уравнение. Поставим себе теперь такую задачу: дана точка 
М(у, У» Уз, У) пространства; найти все касательные, воторые можно 
провести через эту точку к данной поверхности второго порядка Г 
(точка № вообще не находится на Г). 

Пусть М (ж, Хо, Х, 4) точка касания какой-либо из касательных ММ, 
проведенных из № к Г. Взяв в уравнении (2а) $ 265 в качестве точек 
М’ и М” соответственно точки №М и М, получнм 

126 (уз у) -- 288 (х; у) =0, (*) 
ибо, по условию, точка М находится на Ги 9(х; х) =0. Один из 
корней этого уравиения № равен нулю (он дает точку М); для того, 
чтобы и второй был равев нулю (ведь только при этом условии пря- 
мая /ММ№ будет касательной), необходимо и достаточно условие 

8 (4; У) =0. (1) 

Кроме того, координата точки /М должна удовлетворять уравнению 
поверхности Г 

Ф (ма, хо, хз, х,) =0. (2) 

Если будем теперь рассматривать хи, ха, хз, х. как текущие коорди- 
. наты, то увидим, что искомые точкн касания М суть точки пересечения 
плоскости (1) с поверхностью (2). Это пересечение — линия второго 
порядка, которую мы обозначим через 1; касательные, проведенные 
к Г из М, составляют конус, с вершиной Ли направляющей у. Он на- 
зывается касательным конусом. 

Плоскость же (1) называется полярной плоскостью точки № отно- 
снтельно Г; № есть полюс плоскости (1). Плоскость (1) всегда дей- 
ствительная, если Л-— действительная точка. Но она может пересекать Г 
и по мнимой линии, и тогда касательный конус — мнимый. 

Уравнение полярной плоскости формально имеет тот же вид, что 
и уравнение касательной плоскости. Только здесь (у, Уз, Уз, У.) есть 
произвольная ностоянная точка пространства, а не непременно точка 
поверхности Г. 

Если № находится на Г, то полярная плоскость обращается в каса- 
тельную плоскость и касательный конус вырождается в ту же пло- 
скость. 
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Легко непосредственно составить уравнение касательного конуса. 

Действительно, пусть М (Хи, Хо, Хз, Х4) обозначает теперь какую-нибудь 

точку касательной, проведенной из № к Г (а не непременно точку ка- 

сания). Тогда вместо (*) будем иметь полное квадратное уравнение от- 

носительно #: я 

129 (у; у) 219 (х; у) -- 9 (х; х) =0. 

Для того чтобы прямая ММ была касательной, оба корня этого уравне- 

ния должны совпадать, а это равносильно условию 

О (х;х) 9 (х; у) — 9? (зу) =0. (3) 

Это есть уравнение, которому должна удовлетворять любая точка любой 

касательной к Г, проведенной из №. Следовательно, это есть уравнение 

касательного конуса. Мы видим, что конус этот — второго порядка. 

То, что уравнение (3) представляет конус с вершиной в точке М (У, У Уз» Уа), 

легко проверить и непосредственно, что мы предоставляем сделать чита- 

телю !). Не исключен, конечно, случай распадения конуса (3) ва две 

плоскости. 
Вернемся к уравнению полярной плоскости. В раскрытом виде оно 

напишется так: } 

их, - вхо -- изхз | иыха == 0, (4) 

где 

и = Ф, (1, У, Уз, У), И — Ф, (Уз, У Уз» У.), (5) 

из = Ф.(уьУ» Уз». а), Ш == Фа (уз»У2» Уз» У4). 

Формулы (5) определяют координаты #1, #», из, и полярной плоскости 

по координатам полюса. 
Если поверхность Г неособенная, то уравнения (5) однозначно раз- 

решимы относительно У1, у».У»’У. ибо в этом случае определитель А. 

отличен от нуля. 
Таким образом всякая неособенная поверхность второго порядка 

устанавливает обратимо однозначное соответствие между точками и 

плоскостями пространства. Это — частный вид корреляции (5 194), на- 

зываемый полярностью и характеризуемый аналитически тем, что 

коэфициенты подстановки (5) составляют симметричную таблицу (ср. 

аналогичные свойства полярности на плоскости в $ 219—221). 

Геометрнчески полярность характерна тем, что (в отличие от кор- 

реляции общего вида) она обладает следующим свойством: если точка М 

находится на полярной плоскости точки №, то точка № находится на 

полярной плоскости точки М это есть непосредственное следствие 

соотношення 

© (х;у) = (5;>), 

1) Можно, иапример, поступить так: обозначив через Ч (ж, х» хз, ха) левую 

часть уравнения (3), непосредственной подстановкой убедиться, что уравнения 

ий О = 0, №, =0, №, =0, Ч. ==0 удовлетворяются при х, == Ул, Ха == У» 

т 

Хз = Уь ха == Ув из чего будет следовать, что поверхность (3) особенная, с двой- 

ной точкой в №. 
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выражающего симметрию формы 9, т. е. симметрию таблицы под- 
становки (5). 

Две точки М и №, каждая из которых расположена на полярной’ 
плоскости другой, называются сопряженными. Также и две плоскости, 
каждая из которых проходит через полюс другой, называются сопря- 
женными. 

Можно дать другое, приводящее к тому же результату, опреде- 
ление сопряженных точек, вполне аналогичное определению 6 220. 
А именно, точки М и № сопряжены относительно поверхности Г, 
если они гармонически сопряжены с точками 2, В пересечения пря- 
мой ММ с Г. 

Совершенно так же, как в 5220, докажем, что геометрическое место 
точек, сопряженных с М (У, У, Уз.У.) относительно Г, дается уравне- 
нием О(х;у)=0, т. е. представляет собою полярную плоскость 
точки №. Е 

Аналогией автополярному треугольнику ($ 222) здесь является авто- 
полярный тетраэдр, вершины которого суть полюсы противоположных 
граней. Предоставляем читателю доказать возможность построения 
бесчисленного множества автополярных тетраэдров, либо непосред- 
ственно, исходя из приведенных выше свойств полюса и полярной пло- 
скости, либо доказав, что если уравнение поверхности приведено к кано- 
ническому виду ’ 

2 2 2 ы 2.2 в.х2 -- ах? Не. =0, 

то основной координатный тетраэдр будет автополярным. Это дает, 
вместе с тем, геометрическую интерпретацию приведения уравнения 
к каноническому виду. 

Вполне аналогично тому, что было сказано в $ 223, можно легко 
показать (предоставляем это читателю), что, в случае неособенных по- 
верхностей, координаты и, и», из, и. связаны уравнением второго по- 
рядка 

Ч (ил, иь, из» и) ==0, (6) 

где 

у (и, и, Из, и) == ьз Воли, Ё 

есть квадратичная форма, союзная с Ф (хи, х», Хз, Ха), понимая под 
этим, что коэфициенты в связаны с коэфициентами ау соотношениями 

Аз ==. (7) 

Уравнение (6) есть тангенциальное уравнение нашей поверхности. 
Так как оно —— второго порядка, то говорят, что поверхность — второго 
класса. Следовательно (неособенная), поверхность второго порядка есть 
в ТО же время поверхность второго класса (порядок и класс для других 
алгебраических поверхностей, вообще говоря, не совпадают). 
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|. АФФИННЫЕ СВОЙСТВА ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА. 
ЦЕНТР, ДИАМЕТРЫ 

` 

269. Пересечение с несобственной плоскостью. Аффинная клас- 
сификация. Так же, как и в случае линии второго порядка, мы положим 

в основу аффинной классификации поверхностей второго порядка рас- 

смотрение несобственных их элементов. 
В дальнейшем мы будем применять однородные и неоднородные 

декартовы координаты, причем мы будем обозначать однородные ко- 

ординаты через х, у, 2, Ь а неоднородные через х, у, 2. В соответствии 

с этим уравнение поверхности второго порядка Г напишется в виде 

Рид = 0 (1) 

в неоднородных координатах и в виде 

Ф (х, у, =, 0 =0 (1а) 

— в однородных. Обозначения здесь те же, что ив $ 262. 

Во всем дальнейшем мы будем считать, что не все коэфициенты 

при членах второго измерения в (Г) равны нулю; нначе поверхность (1) 

не была бы второго порядка. 
Найдем все несобственные точки этой поверхности, т. е. точки ее, 

расположенные на несобственной плоскости #==0 (точки пересечения 

поверхности Г с несобственной плоскостью). 
Полагая #=0 в (12а), получим уравнение (обозначения $ 262) 

Ф(х, у, 2) = ах? -|- 2аоху-- ау? -|-2азхе-- 2аауг -|- аз? ==0. (2) 

Несобственные точки поверхности ‘у определяются, следовательно, 

уравнением (2) совместно с условием #==0. 

Согласно принятому раньше условию ($ 174) мы будем говорить, что 

уравнение (2) определяет некоторую линию второго порядка на несоб- 

ственной плоскости. Эту линию мы обозначим теперь через Те»- 

Уравнение (2), взятое само по себе, прелставляет собою конус вто- 

рого порядка !) с вершиной в начале коорлинат О, пересекающей не- 

собственную плоскость по той же линии 1», что и даннзя поверх- 

ность Г; образующие этого конуса дают направления, в которых уда- 

лены несобственные точки поверхности Г; такие направления называются 

асимптотическими. Поэтому конус (2) называется конусом асимптоти- 

ческих направлений, проведенных из О. 
Вместо того чтобы рассматривать линию сх, можно рассматривать 

конус (2). Мы рекомендуем читателю при чтении дальнейшего текста 

этого параграфа высказывания © линии ус „переводить“ на высказы- 

вания о конусе (2); например, когда мы будем говорить, что Линия ‘со — 

распадается на две прямые, это будет одновременно означать, что 

конус (2) распадается на две плоскости. 

На расмотрении линии 1» (или, что сводится к тому же— конуса 

асимптотических направлений), в связи с той или иной проективной 

категорией ($ 264), к которой относится поверхность Г и основана 

1) См. $ 264, замечание 2. 
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приводимая ниже оффинная классификация поверхностей второго по- 
рядка. 

Существенно при этом будет ли линия 1. действительной, мнимой, 
нераспадающейся или распадающейся. Это всегда легко выяснить при- 
ведением формы ф (х, у, 2) к каноническому виду $’ (х', у’, 2’) = вх"? -|- 
-Н=у’?-|- в,2"2 при помощи линейной подстановки, что требует только 
применения простых рациональных операций (см. Добавление, $ 12). 

В частности, линия ус будет распадающейся тогда и только тогда, 
когда дискриминант 

1 @2 @ 

Ан=| ал @р2 @2в 

@51 @32 @3з 

формы $ (х, у, 2) равен нулю. 
Начнем с рассмотрения неособенных поверхностей, характеризуемых, 

как известно, условием 

и перечислим возможные случаи. 
Р. Линия ‘у нераспадающаяся и мнимая. Так как в этом случае 

поверхность Г не имеет ни одной несобственной действительной точки, 
то любая (действительная) плоскость пересекает Г по линии второго 
порядка, не имеющей действительных несобственных точек, т. е. по 
линии эллиптического типа !). Поверхность Г в этом случае называется 
эллипсоидом. Поверхность эта может принадлежать только к катего- 
риям (а!) или (а5) 5 264, ибо поверхность категории {а:) имеет со 
всякой действительной плоскостью (в частности с несобственной) дей- 
ствительные общие точки ($ 267). В первом случае эллипсоид— 
мнимый, а во втором — действительный. Эти два случая отличаются друг 
от друга тем, что в первом А >> 0, а во втором Ах 0. 

Итак, если линия 71°. — нераспадающаяся и мнимая, то пр АО 
имеем мнимый, а при А < 0 действительный эллипсоид. 

9°. Линия со —— нераспадающаяся и действительная. Поверхность Г 
может принадлежать только к категориям (а›) и (25) $ 264, ибо содер- 
жит действительные точки. Пусть П произвольная (действительная) пло- 
скость пространства. Если П пересекает линию ‘ух в двух действитель- 
ных различных точках 2), то линия пересечения П и Г-— гиперболи- 
ческого типа. Если П пересекает -.. в мнимых точках, то линия пере- 
сечения П и Г— эллиптического типа. Если, наконец, П пересекает у» 
в двух совпадающих точках, то линия пересечения П и Г— параболи- 
ческого типа. Следовательно, в пересечении поверхности Г плоскостями 
могут получиться линии всех трех типов. 

1) Еёли плоскость не касательна ку, то линия пересечения — нераспадающаяся, 
т, е. в нашем случае эллипс. Авалогичное замечание относится к случаям, 
перечисленным ниже. 

2) Пересечение плоскости П с линией второго порядка у дается пересече- 
нием линии 1 с прямою А пересечения П с плоскостью линии т. Если А ка- 
сается 7, то две точки пересечения совпадают. 6 

Н. И, Мусхелишвили, — 1946 
$1 
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Поверхность Г называется в этом случае гиперболоидом. Если гипер- 
болоид принадлежит к категории (а), т. е. имеет только эллиптические 
Точки, то он называется двухполостным; есла же он принадлежит к 
категории (аз), т. е. имеет только гиперболические точки, то он назы- 
вается однополостным (происхождение названий сделается ясным при 
изучении формы этих поверхностей). 

Итак, если линия у» — нераспадающаяся и действительная, то при 
А >> 0 имеем однополостный гиперболоид, а при АО — двухполостный. 

3. Линия ‘\»— распадающаяся и мнимая. В этом случае у» имеет 
единственную действительную точку — двойную точку @ линии те». 

Несобственная плоскость является касательной к Гв С. Всякая собствен- 
ная плоскость, проходящая через С, пересекает Г по параболе 1); все 
эти плоскости параллельны одной и той же прямой, а именно любой 
из прямых, в направлении которых удалена точка С. Всякая иная 
плоскость пересекает Г по линии эллиптического типа. се точки по- 
верхности — эллиптические (т. е. А < 0), ибо таковой является, напри- 
мер, точка С. 

Поверхность называется эллиптическим параболоидом. Она, как 
легко видеть, принадлежит к категории (а5). 

4°. Линия «< — распадающаяся и действительная. Она необходимо 

состоит из двух различных прямых 2). И вдесь несобственная плоскость 

касается Г в двойной точке С линии оо. 

Всякая плоскость, проходящая через С, пересекает Г по линии па- 
раболического типа. Всякая иная плоскость пересекает Г по линии 
гиперболического типа. Все точки поверхности — гиперболические. 

Поверхность называется гиперболическим параболоидом. Она, оче- 
видно, принадлежит к категории (аз). 

Запомним, что в случае эллипсоидов и гиперболоидов А 0, 
и в случае параболоидов А, =0. В обоих случаях А 52 0. 

Переходя к особенным нераспадающимся поверхностям (А==0, 
ранг А равен 3), заметим только, что с аффинной точки зрения уже 

следует отличать конус от цилиндра и что имеются различные виды 
цилиндров: эллиптический (направляющая — эллипс), гиперболический 
(направляющая — гипербола), параболический (направляющая — парабола); 
см. ниже $ 281, 282. 

270. Уравнение, определяющее пересечение поверхности второго 
порядка и прямой В неоднородных декартовых координатах. В даль- 
нейшем мы будем применять неоднородные декартовы координаты и 

поэтому начнем с составления уравнения, определяющего пересечение 
поверхности второго порядка 

Б (%, у, 2 ==0, @) 

1) Пересечение — линия параболического типа с несобственной точкой в д. 
Если бы линия пересечения была парой параллельных прямых (пересекающихся 
в С), то плоскость была бы касательной к Г в С. Но таковой является только 
несобственная плоскость. 

2) Если бы прямые эти совпадали, то несобственная плоскость касалась 

бы Г вдоль прямой и поверхность РГ имела бы параболические точки, что воз- 

можно только в случае особенных поверхностей ($ 267). 
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заданной уравнением в этих координатах, с прямою, заданной пара- 
метрически: 

х=ж--Х- $, уу-У-5, 2==д--Й.5, (2) 

где (хо, Ус, 2.) — некоторая точка прямой, (Х’ У, 7) —вектор ее на- 
правления, а $ — переменный параметр. Подставляя (2) в (1), получим 
квадратное уравнение: 1), служащее для определения $: 

ФСХ, У, 2) *--2 [ХР, (Жо, Уз, 20) УЕ, (Жо Ув» 20) 

-- 2Ёь (Жо, Уз» 2,)] 5-Е Е (Ж, 6, 20) ==0, (3) 

где попрежнему 
ф (Х, У, 2) =ац м -Н а УР аи 

--2а3У7--2а:2х--3а2ХУ. (4) 

Если | 

Ф(Х, 7,7) =0, (5) 

то по крайней мере один из корней $5, 5, предыдущего уравнения 

равен со, т. е. прямая пересекает поверхность в несобственной точке, 
а это значит, что она имеет асимптотическое направление (5 269). Мы 
могли бы получить этот результат и непосредственно из уравнения ко- 
нуса асимптотических направлений (2) $ 269. Действительно, выражая 
что несобственная точка, удаленная в направлении вектора (Х, У, 7), 
т. е. точка с однородными координатами (Х, У, 2, 0), принадлежит 
конусу (2) $ 269, непосредственно получим условие (5). 

271. Центр. Центром поверхности второго порядка называется точка, 
обладающая тем свойством, что все хорды, проведенные через нее, 
делятся ею пополам. 

Для того чтобы точка С (ху, Ус, 2) была центром поверхности, не- 
обходимо и достаточно, чтобы при всех возможных направлениях 
(Х, У, 7) средний коэфициент в уравнении (3) предыдущего параграфа 
равнялся нулю (ибо только тогда, для всех направлений, корни $; и $55 
этого уравнения удовлетворяют условию $, -- 5, == 0). 

А из этого следует, что координаты центра определяются уравне- 
ниями (ср. $ 228) 

Е, (%, у, 2) =0, Е» (х, у, 2) ==0, Рз (х, у, ®) =0, (1) 

или, подробнее, | 
ацх-Гау-аз2-Р аа — 0, 

азх--а»у-| азз2 -|- а, = 0, (2) 
азлх -|- @ьУ - аз2 - аз == 0. 

Если рассматривать в предыдущих уравнениях х, у, # как текущие 
координаты, то каждое из них представляет собою уравнение некоторой 
плоскости. Центр, следовательно, определяется как пересечение трех 
плоскостей (1). 

1) Обозначення см. в 6 262. 
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Если определитель системы (2) 

а: @12 @з 

Ац=| @л 422 @эз 

а @32 @35 

отличен от нуля, то имеется один и только один собственный центр. 
В этом случае поверхность называется центральной. 

В частности, эллипсоиды и гиперболоиды ($ 269) — центральные 
поверхности. у ; 

Если Аа==0, то плоскости (2) либо вовсе не пересекаются (в соб- 
ственных точках) и тогда центра (собственного) нет, либо пересекаются 
по одной прямой! и тогда имеется прямая центров, либо сливаются 
в одну плоскость и тогда имеется плоскость центров. 

Вводя несобственные элементы, можно обобщить понятие о центре, 
условно называя центром всякую точку (собственную или несобствен- 
ную), однородные координаты которой удовлетворяют уравнениям (2), 
приведенным к однородному виду 

ап -- азу-- @з2 | @1аё = 0, 
ах -|- @о5У-Е а5з2 -- аа == 0, (22) 
азх-- ау а::2  азаЁ == 0, | 

или, короче, 
Ф, (х, У, 2, #} =0, Ф:=0, Ф,=0. (1а) 

Не различая собственные и несобственные элементы, можно сказать, 
что поверхность имеет определенный центр, когда ранг таблицы 

@11 @15 @;з @14 
бо: @22 @23 @24 . (3) 

Я @зо @зз @за 

равен трем; прямую центров, когда ранг равен двум; плоскость центров, 
когда ранг равен единице. 

В случае неособенных поверхностей ранг таблицы (3) всегда равен 
трем; действительно, если этот ранг меньше трех, то А ==0, как в этом 
легко убедиться, разлагая определитель А по элементам последней строки. 

Отсюда, в частности, вытекает, что параболоиды имеют один един- 
ственный несобственный центр, ибо в этом случае А. —=0 и АО, 
и ранг таблицы (3) равен трем. Решая же систему (2а) по способу, ука- 
занному в Добавлении ($ ба), убеждаемся, что #==0. 

Заметим еще, что если имеется плоскость центров, то она не может 
быть несобственной. Действительно, если бы все плоскости (2а) совпа- 
дали с несобственной плоскостью, то мы имели бы @,==0 
($ ]—=1, 2, 3), что противоречит принятому раньше условию. 

Во всем дальнейшем, если противное не будет оговорено особо, 
говоря о существовании или несуществовании центра, мы будем иметь 
в виду собственный центр. 

Заметим, что центральные поверхности (т. е. имеющие один опреде- 

ленный собственный центр) характеризуются условием 

Аи 5-0. 
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Добавим, наконец, что если начало координат есть центр поверх- 
ности, то в уравнении ее отсутствуют члены первой степени, и 
обратно (ср. $ 228). 

272. Диаметральные плоскости. Найдем теперь геометрическое 

место середин всех хорд поверхности второго порядка, параллельных 
данному постоянному направлению (Х, У, 7); мы будем считать, что 
это направление — не асимптотическое. г 

Пусть М (хо, Ух» 20) какая-либо из точек искомого геометрического 
места. Точки. пересечения поверхности с прямою, проходящей через 
(Хо, Ус, 20) и параллельной направлению (Х, У, 7), даются корнями 
51, 52 уравнения (3) $ 270. Для того чтобы М, была серединой хорды, 
мы должны иметь 51-|- 5 ==0, откуда следует 

АР, (хо, У» 25) -- УЁ> (Ж» У 20) 2Р+ (хо Ув, 20) == 0. 

Предыдущее уравнение и есть уравнение искомого геометрического 
места, если рассматривать ху, Уз, 2, как текущие координаты. 

Обозначая хо, Ус, 20 просто через х, у, 2, перепишем это уравнение 
в виде 

ХЕ, (х, у, 2) -|- УР» (х, у, =)-|- РЕ» (х, у, 2) =0, (1) 

или, подробнее, 

Х(а 1х аьу-|-а1з2 -|- 14) -- У (ах--азу- авг 94) Ее 

+ 2 (ах - аъу- авзе -Ё аа) = 0, (Та) 
или еще 

Ех Му-- Мг К==0, (2) 

где для краткости введены обозначения: 

} 10 
Е=аих-назу- аз12 == 5 5х , ] 

| 1 4$ 

ду * (8) 

К = а.Х-Е аа! аа. (4) 

Легко показать, что коэфициенты [, М, №в (2) не могут быть 
равны нулю одновременно, если, как мы предполагаем, данное направле- 
ние (Х, У, 7) — не асимптотическое. 

Действительно, умножая равенства (3) соответственно на Х, У, Ди 
складывая, получим, очевидно, 

ЕХ-Е МУ-Н М2 =9(Х, У, 2). (5) 

Если бы [= М=М№М==0, то было бы $Ф(Х, У, 2)=0, т. е. 
(Х, У, 7) было бы асимптотическим направлением. 

Мы видим, таким образом, что уравнение (2), а следовательно, и (1) 
изображают некоторую плоскость; эта плоскость называется диаме. 
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тральной плоскостью, сопряженной с данным направлением (Хх, У, 2). 
Легко запомнить правило составления уравнения диаметральной пло- 

скости, сопряженной с направлением (Х, У, 7); это правило вытекает 
из (1): для того чтобы составить уравнение диаметральной плоскости, 
сопряженной с данным направлением, достаточно взять частные произ-‘ 
водные полинома Р(х, у, =) по х, уи =, умножить их соответственно 
на Х, У, 7, результаты сложить и сумму приравнять нулю. 

Укажем теперь следующее важное свойство диаметральных плоско- 
стей: все диаметральные плоскости проходят через центр (все центры) 
поверхности. Это непосредственно вытекает из вида уравнения (1), ибо 
центр (центры) представляет собою пересечение трех плоскостей 

Е. =0, Е,=0, Е, ==0. 

Если, в частности, имеется прямая центров, то все диаметральные 
плоскости проходят через нее. Если имеется плоскость центров, то все 
диаметральные плоскости сливаются с ней. 

Сказанное выше применяется, очевидно, и к случаю несобственных 
центров Если имеется один несобственный центр, то все диаметральные 

плоскости проходят через него и, следовательно, параллельны одной и 
той же прямой. Если имеется несобственная прямая центров, ТО все 
диаметральные плоскости проходят через нее и, следовательно, парал- 
лельны межлу собою. 

Вообще во всех случаях отсутствия определенного собственного 
центра все диаметральные плоскости параллельны одной и той же прямой. 

До сих пор мы считали, что направление (Х, У, 7) — не асимпто- 
тическое. Но мы можем обобщить понятие ‘диаметральной плоскости, 
определяя диаметральную плоскость, сопряженную с направлением 
(Х, У, 7), уравнением (1), при любых Х, У, 7, не равных одновременно нулю. 

Если (Х, ТУ, 7) — одно из асимптотических направлений, то диаме- 
тральная плоскость, сопряженная х ним, параллельна ему (т. е. параллельна 
направлению, с которым она сопряжена); это непосредственно следует 
из тождества (5). Из того же тождества следует, что если (Х, У, 7)— 
не асимптотическое направление, то оно не может быть параллельным 
диаметру, с ним сопряженному. 

Плоскость (2) может оказаться, при допущении, что (Х, У, 2) — 
асимптотическое направление, несобственной или неопределенной. 

273. Диаметральные плоскости и диаметры центральных поверх- 
ностей. Остановимся несколько подробнее на центральных поверхно- 
стях. Если поместить начало координат в центр, то уравнение диаме- 
тральной плоскости, сопряженной с направлением (Х, У, 7), примет вид 
(ибо в этом случае а. ==ам==ам==0, см. конец $ 271) 

Гх-|- Му-|- № ==0, (69) 

где [, М, М даются формулами (3) предыдущего параграфа. Так как в 
нашем случае А. -Е0, то уравнения (3) предыдущего параграфа одно- 
значно разрешимы относительно Х, 7, 2. Следовательно, всякая пло- 
скость (1), проходящая через центр, есть диаметральная плоскость, сопря-: 
женная с вполне оярелеленным нзправлением (Х, У, 2). : 
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‚ Всякая прямая, проходящая через центр, называется диаметром. 
Диаметр и диаметральная плоскость называются сопряженными, если 
диаметральная плоскость сопряжена с направлением диаметра. 

Пусть А — некоторый диаметр не асимптотического направления. При- 
мем его за ось Оз, а за плоскость Оху возьмем диаметральную плоскость, 
сопряженную с А. Взяв в качестве вектора направления ДА (т. е. оси Ог) 
вектор (0, 0, 1), получим для диаметральной плоскости, сопряженной 
с А, по формулам (3) предыдущего параграфа 2 = а, М == аль, М = аз. 
Так как, далее, эта диаметральная плоскость должна совпадать с пло- 
скостью Оху, то должно быть Г. == М ==0, т. е. аз = аз» == 0. 

Следовательно, уравнение поверхности примет вид 

ах? -- @22? - @3322 -- 2аоху -- @44 == 0. (2) 

Пересечем поверхность какою-либо плоскостью 2==й, параллельной 
Оху. Подставляя 2 —й в предыдущее уравнение, получим 

ах? -- 2а.ху-|- ау? + С==0, (3) 

ле С—а.--а:зй?. Уравнение (3) представляет на плоскости Оху 
проекцию линии пересечения на плоскость Оху, взятую параллельно Ог. 
Мы видим, что линия (3) — центральная, с центром в О. Следовательно, 
линия пересечения нашей поверхности с плоскостью 2 ==й — централь- 
ная, с центром на оси Ог. 

Отсюда мы выводим заключение: диаметр (неасимптотического на- 
правления) есть геометрическое место центров линий пересечения 
поверхности с плоскостями, параллельными диаметральной плоскости, 
с которою данный диаметр сопряжен. 

Аналогичные предложения (с некоторыми видоизменениями) имеют 
место и для нецентральных поверхностей. Во всех случаях диаметрами 
называют прямые, проходящие через (собственный или несобственный) 
центр. 

274. Диаметральные плоскости как полярные плоскости несоб- 
ственных точек. Аналогично изложенному в $5 232, можно определить 
диаметральную плоскость, сопряженную с направлением (Х, У, 7), как 
полярную плоскость несобственной точки (Х, У, 7, 0). Так же точно 
центр можно рассматривать как полюс несобственной плоскости. 

Из этих новых определений можно легко вывести все свойства диа- 
метральных плоскостей и центра, выведенные выше иным путем. Но на 
этом мы злесь останавливаться не будем. 

275. Асимптоты. Асимитотой поверхности второго порядка Г назы- 
вается всякая прямая, обе точки пересечения которой с Г совпадают в 
несобственной точке. Иными словами, асимптота есть касательная к Гв 
несобственной точке. 

Пусть № — некоторая точка пространства, П — ее полярная плоскость 
относительно Г и у— пересечение П и Г. Касательные, проведенные из 
№ к Г, соединяют М с точками 7. Те из касательных, которые касаются 
Г в несобственных точках, должны прохолить через те точки у, которые 
находятся на несобственной плоскости, Таких точек, вообще говоря, две 
(точки пересечения т с несобственной плоскостью), Следовательно, из 
цанной произвольной точки можно провести, вообще говоря, две асимп 
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тоты поверхности Г. Но если М находится в центре поверхности, то 
плоскость П (полярная плоскость точки М№ относительно Г) есть несоб- 
ственная плоскость; линия */ — целиком несобственная, и всякая прямая, 
проведенная через М и любую точку }, будет асимптотой. 

Следовательно, асимптоты, проведенные из центра, образуют конус, 
называемый асимптотическим конусом. Это, очевидно, конус асимпто- 
тических направлений, проведенных из центра. Не надо, конечно, забы- 
вать, что асимптоты могут быть мнимыми, а также несобственными. 

Ш. МЕТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА. ГЛАВНЫЕ ДИАМЕТРАЛЬНЫЕ ПЛОСКОСТИ. 
ПРИВЕДЕНИЕ УРАВНЕНИЯ К НОРМАЛЬНОМУ ВИДУ 

Во всем этом отделе, посвященном метрическим свойствам, координаты 
предполагаются прямоугольными, если противное не оговорено. 

276. Главные диаметральные плоскости и Клавные направления. 
Направление (Х, У, 7) называется главным (по отношению к данной 
поверхности второго порядка), если диаметральная плоскость, сопряжен- 
ная с ним, перпендикулярна к нему. Соответствующая диаметральная 
плоскость также называется главной. Она, очевидно, является плоскостью 
симметрии поверхности. 

Разыскание главных направлений есть одна из важнейщих задач в 
метрической теории поверхностей второго порядка, и мы теперь присту- 
паем к решению этого вопроса. 

Мы знаем из $ 272, что уравнение диаметральной плоскости, сопря- 
женной с направлением (Х, У, 2), имеет вид 

Гх-|- Му №-- К=0, (1) 

где (мы пишем теперь индексы в другом порядке) 

Г — аХ-|- @12 у 132, | 

М= ах - а» 7-Е а7, 

№М= аз Х - аз У-[ азз7. } 

Для того чтобы направление (Х, У, 7) было главным, т. е. плоскость 
(1) была перпендикулярна направлению (Х, У, 7), необходимо и доста- 
точно, чтобы величины Ё, М, М№ были пропорциональны величинам 
Хх, У, И, т. е. чтобы имели место соотношения 

Е=»АХ, М=АУ, М№М=^И, р (3) 

(2) 

где ^ — некоторое число; или, подробнее, 

а, Ха» У--алзй = АХ, ] 

ах а»У--аз2 == У, | (4) 
тан Х-Раву- ав2 = 2, 

или еще (перенося все члены в левую часть) 

(аи —^) ХРарУ- аз =0, 
а‚Х-- (а — Х) У ай =0, (4а) 
аи,Х-- @33 уУ-- (253 ре ^) й =0. 
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Таким образом величины Х, У, 7 должны удовлетворять системе 
уравнений (4а). Если определитель 

а, —^ ар @1з 
(0) = 421 @2—^ @ж (5) 

231 @32 @:3 — 

этой системы отличен от нуля, то единственным решением ее является 
Х==0, У=0, 7—0. Но, по условию, Х, У, Ё (координаты вектора 
направления) не должны равняться нулю одновременно. Значит, число Х 
должно удовлетворять уравнению 

(=. (6) 
Это уравнение третьей степени, ибо Д(Х») есть, очевидно, полином 

третьей степени: 

2) = $0852 5-5”. 
Нетрудно вычислить коэфициенты этого полинома. Действительно, 

очевидно, что члены, содержащие 23 и ^?, произойдут исключительно от 
произведения членов главной диагонали определителя Д(Х), т. е. от 

(а, —^) (а —^) (ав —*). 

Отсюда ясно, что коэфициент при »3 равен—1, а коэфициент при 
№2 есть а! -|-4.›-|- @зз. Далее, свободный член 5” в О(^) равен Д (0); 
значит, 

и = 21 722 933 |-> 

@з1 @32 @зз 

Последний определитель есть дискриминант формы $(х, у, г), кото- 
рый мы условились обозначать через А... Легко также найти выражение 
для 5', но оно нам не понадобится. 

Итак, имеем 
(>) = — №8 -- $25 - Аа, (7) 

где, в частности, 

5 =а -- а. аз. (8) 

Пусть Х обозначает один из корней уравнения 1) О (»)==0. Если 
теперь в системе (4а) подразумевать под Х это значение, то система эта 
будет, как известно, допускать решения (Х, У, 2), отличные от нуля. 
Таких решений будет даже бесчисленное множество, ибо если (Х, У, 2) 
есть одно какое-либо решение, то (АХ, АУ, А2), где Е — совершенно 
произвольный множитель, будет, очевидно, также решением. 

Однако два решения, отличающиеся друг от друга только общим 
множителем, мы не будем считать различными 2). 

1) Ниже будет показано, что все корни уравнения С (\) == 0 действительные. 
Но мы пока этим фактом не пользуемся. 

3) Решение (ЁХ, РУ, Ё/) дает, очевидво, то же направление, что и (Х, У, 7). 
Поэтому-то мы условились не считать различными решения, отличающиеся 
общнм множителем. 

; 
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Предположим, в частности, что Х есть действительный корень урав- 
нения О (4) =0. Тогда, очевидно, соответствующая система (4а) допу- 
скает действительное решение (Х, У, 7), ибо все коэфициенты этой 
системы — действительные числа. 

Направление, характеризуемое вектором (Х, У, 7), будет одним из 
искомых главных направлений. Исключение может представить только 
тот случай, когда направление (Х, У, 7) окажется асимптотическим, 
ибо в этом случае ему не соответствует диаметральная плоскость в соб- 
ственном смысле этого слова. Однако мы условимся называть главным 
направлением всякое направление, коэфициенты (Х, У, 7) которого 

удовлетворяют системе (4) или (4а); мы будем говорить, что это на- 
правление соответствует данному корню Х уравнения Д (3) = 0. 

Мы видели, что каждому (действительному) корню Х соответствует 
по крайней мере одно главное направление. Мы увидим ниже, что дан- 

ному корню, вообще говоря, будет соответствовать только одно главное 
направление. Но в некоторых случаях данному корню может соответ- 
ствовать и бесчисленное множество главных направлений. 

277. Некоторые общие предложения о преобразовании квадра- 
тичной формы трех переменных. Для облегчения чтения дальнейшего 
мы изложим здесь (иногда приводя и доказательства) те предложения о 
преобразовании квадратичных форм, которые доказаны в Добавлении 

для общего случая. Здесь мы будем вести изложение применительно к 
интересующему нас случаю квадратичной формы 

Ф(Х, У, А) ==аиА?-Нар? На: 22 -- Заур -|- 
+ 2а.х--2а»ХУ (1) 

трех переменных. 
Начнем со следующего замечания. Определитель 

@1—^  @15 13 
РО) = а) @2—^  @зз (2) 

Я а @3—^ 

есть дискриминант квадратичной формы 

При преобразовании прямоугольных координат величины Х, У, 
преобразуются, как мы знаем, подстановкой вида 

х=АХ ВУ +17", 
у пи ть и |. т’, (4) 

= А т и", 

причем 

хх" у" 2", 
т. е. подстановка (4) — ортогональная. Значит, определитель подстановки 

в 
А==| ттт, |= 1; 

я; по И 

(5) 
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это было доказано уже в 5 71"). 
При преобразовании (4) квадратичная форма Ф(Х, У, Г) преобра- 

зуется в форму 

| $’ (Х”, У, 2) =а хауза,” 2а:у’2’ -- 

—Н2а,2’Х-Н2а,ХУ,, (1а) 

где @\1,..., 43 выражаются вполне определенным образом через коэ- 

фициенты первоначальной формы ф(Х, У, 7) и коэфициенты [,..., /з 
подстановки (4), и форма $ преобразуется в форму 

УС’, У, Рух, И, 2-23). — (а) 
Дискриминанты форм (3) и (3а) равны между собою, на основании 

сказанного в Добавлении (5 14). Значит, 

, ; ше 

а —^ @12 @1з @11 —%. 012 213 

20)=| ад ав—Х аз |=| аш ар—№ а (6) 
аз ава @з-^ а:  @з2 @зз—^ 

при всяких ).. Итак, О (\) есть инвариант при ортогональных подстанов- 
ках, т. е. ортогональный инвариант. Если раскрыть этот определитель 
и расположить по стененям Х, т. е. написать (см. предыдущий параграф): 

ро — — 8-52 - $”). РА, (7) 

то $, 5', А... также должны быть инвариантами. Отметим, в частности, 
два инварианта 

. А, и 5=а, а - аз. (8) 

Инвариантами являются также корни уравнения 0 (») =0, ибо урав- 
нение это остается неизменным. 

Далее, весьма важно отметить, что ранг определителя О(») также 
остается неизменным при преобразованиях (4); доказательство см. в 
Добавлении, $ 11. Напомним, наконец, что (как показано в 5 11 До- 
бавления), система линейных уравнений 

1 04 вх ое @и— ®) ХазУ-авё 0, ] 
1 д а 5 5 =аХ- (аз — №) УЧ ав 2 =0, (9) 

10 
5 р =анХ-[ ба У- (аз—^)2=0, 

после подстановки (2) переходит в систему, эквивалентную следующей: 

1 0’ . . , 
зе =@„-—юЮ Хх’ а, У’ а 2’ = 0, 

ах у, ы 

ое ах {ау вы’. 

1) См. еше Добарление, $ 14 

А 



492 Гл. ХГ. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ПОВЕРХНОСТЕЙ [$ 277, 278 

Это значит, если Х, У, 7 удовлетворяют системе (9), то величины 
&', У, 2’, связанные с ними подстановкой (4), удовлетворяют системе 
(9а), и обратио, если Х”, У’, 2’ удовлетворяют системе (9), то соот- 
ветствующие Х, У, 7 удовлетворяют системе (9). 

278. Свойства корней уравнения О()) ==0 и соответствующих 
главных направлений. Теперь мы переходим к доказательству ряда 
предложений о корнях уравнения О (^) =0 и соответствующих главных 
направлениях. 

1. Все корни уравнения 0(\)==0 — действительные. В самом 
деле, пусть наше уравнение имеет мнимый (комплексный) корень ), = 
==«-|-й8. Тогда, на основании известной теоремы алгебры, оно будет 
иметь также сопряженный корень А, = —- 8. 

Пусть Х, У, 7, — какое-либо решение системы (4а) или (4) 
$ 276, соответствующие значению ).=А., т. е. пусть 

ах, ат, Раз, = МХ, 1 
421.Х -- @ло У, ы 2321 = ^, У, 2 (1) 

а, -|- аз У! -- аа 71 == ^,71. 1 

Пусть Хо, 7, 7,— числа, соответственно сопряженные с числами 
7,, 21. Числа эти будут, очевидно, удовлетворять системе 

ара, Рав, = №Х,, | 
але —|- в -- або —= А.Т, | (2) 

21.5 зо, | ав = А, 2», 

полученной из (1) путем замены фигурирующих в ней комплексных ве- 
личин сопряженными. Умножим теперь уравнения (1) соответственно на 
Хо, То, Со и сложим. Тогда получим 

(аи ар, а 321) Хь-- (аа: На», | а,37,) У.Е 

- (2:Х, - @з2 У, + аз 71) 72 =—- ^: (ХХ - У, У. | 2170). 

Поступая аналогично с системой (2), т. е. умножая уравнения (2) 
соответственно на Х,, У,, 7, и складывая, получим 

(аи аа ть Е аз 73) Х, Е (а, а У - аз 2) У, 

- (а Хь-Р аз, -- аз) 21 == (ХХ У, У, | 2,2). 
Левые части двух предыдущих равенств, очевидно, тождественны 

в силу того, что а,==ал. Поэтому, вычитая эти равенства, получим 

0. —^.) (х,х. -- У, У 2.7.) = 0. (3) 

Но величина Х,Х» -|- У У,-|- 2,7, необходимо отлична от нуля). 
Значит, должно быть \, — А» = («-|--В#) — («— В) =28-==0, т.е. В = 0. 
Значит, величина \), должна быть действительной, а это и требовалось 
доказать. 

Я, 1? 

*) Произведение комплексного числа а -|- 8 на сопряженное «-—й} равно 
а? -- В2, Значнт, если данное число не иуль, то пронзведение это будет похо- 
жительным. 
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2. Главные направления, соответствующие двум различным кор- 
ням уравнения 0(\), взаимно перпендикулярны. 

Действительно, пусть ^; и \» два различных корня уравнения Д (^) = 0; 
теперь мы знаем, что эти корни — действительные. Пусть (Х\, У,, 2,) и 
(Х„, У, 2,) — направления, соответствующие этим корням. Величины 
эти удовлетворяют соответственно системам (1) и (2), из которых, как 
мы видели, вытекает равенство (3). Но так как по условию ^, — А» -Е 0, 
то необходимо 

хх ИУ, 2,2. =0, (4) 

а это есть как раз условие перпендикулярности векторов (Х,, У, 71) 

и (Хо, У., 2,). з 

3. Если все три корня уравнения 0(\)=0 различны, то ка- 
ждому корню. соответствует только одно главное направление, так 
что имеются три и только три главных направления (которые, на 
основании предыдущей теоремы, будут взаимно перпендикулярны). Если 
направить новые оси координат Ох’, Оу’, О2’ параллельно этим 
трем главным направлениям, то квадратичная форма 

Фф (Х, У, 2) == аа оо у? --а:72 -- 2азв уг -- 2а1ех-Е 2012ХУ 

приведется к „каноническому виду“: 

$’ и, № 2”) == №57 Е ̂  у? -- №32". 

Действительно, мы знаем, что каждому из корией 1, ^ь, №, соответ- 
ствует по крайней мере по одному главному направлению. Если данному. 
корню соответствует несколько главных направлений (ниже мы увидим, 
что этого быть не может), то возьмем какое-либо одно из них, так что 
будем иметь три (взаимно перпендикулярных) направления (У, 2,, 
(Х., У» 75), (Хз, Уз, 73), соответствующих трем корням Х,, А», №. 

Направим оси Ох’, Оу’, О2' новой системы соответственно парал- 
лельно этим направлениям. Тогда квадратичная форма х(Х, У, 7) пе- 
рейдет в квадратичную форму новых переменных Х”, У’, /”, которую 
мы обозначим так: 

9’ (Х', У, 7) =ви Хх... 9арх’У”. 

Если Я, У, 7 суть новые координаты вектора 1, У,, 2, то они 
должны удовлетворять системе (см. конец предыдущего параграфа) 

(аи — 1) Ж- аз аз? 1 == 0, 

азь 1 - (а — ^1) У -|- ав == 0, (5) 
; ' ы # ‚г О 

азь А: -- 432 У; + (аз —^,) 21 =0. 
И ие, 

Но ведь при новой системе осей вектор Хь У, И! параллелен 

оси Ох’, т. е. мы должны иметь А! --0, У! = Д==0. 
Подставляя эти значения в (5), получаем 

: # г Г ы г 

(аи —^,) А! =0, ал М =0, аз ЛХ -==0, 
откуда следует 

7 

аи=», @1==0, аз =0. (6) 
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: г : 

Так же докажем, что 022=). @з==», и что все коэфициенты, 
содержащие различные индексы, обращаются в нуль. Таким образом 
форма $’ имеет вид 

9х, У, = хауза (т) 
(канонический вид). 

Система уразнений (4а) $ 276, определяющая главные направления, 
составленная применительно к новой системе осей, т. е. применительно 
к форме (7), принимает вид 

(и—2)М=0, 0,—№И==0, (,--^)2'=0. 
Эта система может -иметь решения только при Х, равном одному из 

значений Х., №», Х:, что мы уже знали раньше. Но отсюда вытекает еще 
такое следствие. 

При ). =), система эта обращается в следующую: 

0-Х=0, 0,—2)У=0, (—^,)2'=0. 

Так как ^, —Х и \ —)., по условию, отличны от нуля, то необ- 
ходимо 7’— 7” —0; величина же Х’ остается произвольной; мы ее 
должны взять отличной от нуля, ибо иначе было бы 

Ху" 7—0. 

„Значит, корню Х==\, отвечает одно и только одно направление 
(Х', 0, 0), т. е. направление оси Ох”. Так же точно докажем, что кор- 
ням № и )з отвечает только по одному направлению (а именно, напра- 
вления осей Оу’ и О”). 

Таким образом наше предложение 3 доказано вполне. Оно является 
частным случаем предложения, изложенного в следующем пункте. 

4. Каждому простому корню уравнения Ш (^) =0 соответствует 
одно, вполне определенное главное направление. Двойному корню соот- 
ветствует бесчисленное множество главных направлений (а именно, 
главными направлениями, соответствующими двойному корню, будут все 
направления, перпендикулярные к главному направлению, которое соот- 
ветствует корню, отличному от данного двойного); наконец, если урав- 
нение имеет один тройной корень, то все направления будут глав- 
ными. Во всех случаях существует по крайней мере одна тройка 
взаимно перпендикулярных главных направлений и если придать 
новым осям координат эти направления, то форма $ обратится 
в форму 

$’ = мх-- 5 у’ + 2.27, (8) 

где 1, \», Х; —"корни уравнения О (^) ==0, которые могут быть и рав- 
ными между собою. 

Докажем это предложение. Пусть ^, один какой-нибудь корень урав- 
нения О(\)=0, все равно, простой или кратный. Возьмем новую 
систему осей, направив О” параллельно главному направлению, соответ- 
ствующему этому корню (или параллельно одному из них, если таких 
направлений несколько); оси Ох’ и Оу’ направим произвольно (но так, 
разумеется, чтобы они были перпендикулярны к Од’ и между собою). 
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Тогда совершенно так же, как при доказательстве предыдущего пред- 
ложения, найдем, что 

аз =), аз —=0, аз == 0. 

Значит, при данном выборе осей будем иметь 

$’ (', 1", 2) = 572 - аих" + ао” У’ | аз”. 

Но из предыдущего мы знаем !), что путем подходящего поворота 
осей Ох’у’ в их плоскости (при этом координата 7’ не изменяется) 
квадратичную форму двух переменных 

а, Х”? -|- 24. ХУ’ -Р ау? 

можно привести к каноннческому виду 

Ху. 
Мы для простоты снова обозначили через Х’, У”’ новые координаты 
относительно повернутой системы. Итак, путем подходящего выбора 
осей квадратичная форма Ф приводится к каноническому виду 

р = АХ му, 2”. 

Относительно \; и Х, мы пока не знаем, являются ли они корнями 
уравнения О (^) =0. Но это весьма легко показать. Действительно, со- 
ставляя определитель 0) (\) применительно к форме $’, получим тожде- 
ство 2) 

—А 0 0 

О (\) = о ^_^ 0 ==(^, —^) 05 —^) 0: —^). 

0 0 .—^ 

Следовательно, %., ^», Х, суть корни уравнения ДО (^) ==0, 
Рассмотрим теперь отдельно три случая. 
а) Все корни ^,, А», №, различны. В этом случае, как мы уже знаем, 

каждому корню соответствует только одно главное направление; это 
вытекает также из нижеследующего. 

Для нахождения координат Х!, У, 7, главного направления (в ста- 
рой системе осей), соответствующего корню Х,, следует решить систему 

(а: — 2.) Х, аль, -|- а1з 21 = 0, 

а, + (аз — №) У. ай. =0, | (9) 

авт А: + аз, -- (ав — №.) 71 =0. 

Ранг определителя [)(^,) этой системы равен двум, ибо определи- 

1) Это доказано в $ 253. Независимо от доказанного в $ 253 можно дока- 
зать упомянутое предложение, применяя прием, изложенный в настоящем па- 
раграфе, к квадратичной форме двух переменных 

$ (Х, У =ал № - 25 ХУ - аж. 

2) Вспомним, что определитель С’ (^) остается нензменным при преобразо- 
ванни координат. 
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тель О (^,), составленный применительно к преобразованной форме (8), 
есть 

оо 0 
2а)=| 0-м о 

- | 0 бои 

и ранг его !), очевидно, равен двум, ибо Д(^,) =0, а определитель 
второго порядка 

с 0—2.) 08 —^,) 
о о а. 

отличен от нуля, ибо 7. Х„, А. различны, по предположению. 
Значит, одно из уравнений системы (9) есть следствие двух других, 

которые дают вполне определенные значения для отношения величин 
Хь У, 7, т. е. вполне определенное главное направлёние. 

Так же найдем главные направления, соответствующие корням А! и ̂ ,. 
Эги три направления, как мы знаем, будут взаимно перпендикуляр- 
НЫМиИ. ь 

Ь) Два корня № и ^, равны между собою, а третий ), не равен им: 

м = Е. 

При ^ =). мы получим, как и в предыдущем случае, вполне опре- 
деленное главное направление (Х,, Уз, 73). 

При 2. =^, =», ранг определителя Г) (»,) системы (9) будет равен 1, 
ибо определитель 0 (^,), составленный применительно к преобразован- 
ной форме, будет 

0 

0 

сэ> ео> ЖА 

и ранг его, очевидно, равен 1. 
Значит, в системе (9), два из уравнений будут следствиями одного 

единственного, которое мы, для краткости, запишем так; 

АХ-+- ВУ-- С2 =0. (10) 

Мы получаем, таким образом, бесчисленное множество главных на- 
правлений, соответствующих двойному корню ^, ==%.. Этими направле- 
ниями будут, очевидно, все направления, перпендикулярные ̀  вектору 
(А, В, С). Но так как все эти направления должны быть перпендику- 
лярны к вектору (Х., У», 23), то выходит, что векторы (А, В, С) и 
(Х„, У, 2.) параллельны и что главными направлениями, соответствую- 
щими двойному корню Х, ==)., являются те и только те направления, 
которые перпендикулярны к направлению (Х., У, 73), соответствую- 
щему простому корню ^,. Выбрав произвольным образом одно из них 
(Хь У, 2.) и затем взяв какой-нибудь вектор (Х», У», 22), перпен- 
дикулярный к обоим векторам (^\, У, 7.) и (Х» У» 23), получим 

1) Вспомним, что ранг О(\) не меняется при преобразовании. 
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тройку взаимно перпендикулярных направлений. Взяв оси координат 
параллельными этим направлениям, приведем форму © к каноническому 
виду (8). Е 

с) Наконец, если А! =^, =). то ранг определителя системы (9) 
равен нулю, ибо все элементы определителя 2) (),), составленного при- 
менительно к преобразованной форме (8), будут равяы нулю. Значит, 
система (9) удовлетворяется тождественно всяким направлением (Х, У, 2); 
всякое направление будет главвым. В этом случае форма Ф имеет кано- 
нический вид (8) при всяком выборе (прямоугольных) осей координат, 
в частности, м в исхолной системе, ь 

Итак, мы имеем следующую алгебраическую теорему: При помощи 
ортогональной подстановки, всякая квадратичная форма трех пере- 
менных может быть приведена к каноническому виду 

о ыы --22, 
2де \., №», \, — корни уравнения О ()) == 0, все действительные. Вместе 
с тем мы имеем способ действительно произвести указанные преобразо- 
вания. 

279. Преобразование уравнения поверхности при замене декар- 
товых координат. В следующих параграфах мы займемся упрощением 
уравнения поверхности второго порядка путем замены прямоугольных 
координат, Предварительно заметим следующие обстоятельства (сказан- 
ное в этом параграфе справедливо и в случае декартовых координат 
общего вида): 

1°. При переносе начала координат 

хех’ -|-0, УБУ-Ь 2-1 
полином Е(х, у, 2) изменяется следующим образом: 

Е (ха, УВ, { Еу=аах2 ар у” -|- аззг/ 2 -|- 
—- 243 у'2’ -- 2азг’х’ ах -Е 2, (а, В, у)х'-|- 

-- 22, (@, В, ДУ -2Е, @, В, 7+ Е, В 7, а) 
т. е. при переносе начала координат в точку (а, В, 7) полином 
Е(х, у, 2) преобразуется так: коэфициенты при членах второго изме- 
рения остаются без изменения; коэфициенты при первых степенях, 
новых переменных х’, у’, 2’ равны соответственно значениям част- 
ных производных 2Р,, 2Е;, 96. в точке (х, В, 1); наконец, свободный 
член есть значение полинома Е(х, у, 2) в той же точке. . 

2°. Не выписывая формул, дающих изменение коэфициентов поли- 
нома Р(х, у, 2) при изменении координатных векторов, без изменения 
начала, заметим только, что в этом случае свободный член остается без 
изменения, члены второго измерения преобразованного полинома проис- 
ходят исключительно от членов второго измерения первоначального, и 
аналогично ведут себя члены первого измерения. 

280. Ортогональные инварианты. Так же, как и в случае линий 
второго порядка, основную роль в вопр се преобразования уравнения 
поверхности второго порядка играют инварианты. 

Прежде всего легко показать, что „большой дискриминант“ поли- 
нома Р(х, у, 2) —так мы будем называть дискриминант А формы 

Н. И. Мусхелишвили. — 1946 32 
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Ф (х, у, 2, Весть инвариант при преобразовании прямоугольных 

координат. Действительно, мы знаем, что формулы перехода имеют вид 

же РБУ-НЫ 
у = тих’ ть у’ {ть НВ, (п 

&=пих' пу’ п Е т, 

где а, В, 1— координаты нового начала О’, а ([1, ти, И), (2, т», по), . 

(1, ту, п.) — косинусы направления новых осей О’х'’, О’У’, О’2' отно- 

сительно старых. 

Рассмотрим наряду с ними подстановку: 

= ху г На 

у == иих' -- ть у’ Е тг" -- В (1а) 

= тих’ пу Ёп’ -1Ь 
[= Е. 

При #—===1 получим подстановку (1), и форма Ф обратится 

в полином Р(х, у, 2). 
Определитель подстановки (1а) равен 

| ии та т: |= 1. (2) 
Н, П› ВТ о жа 
ооо 1 в 2 

Отсюда заключаем, что дискриминант А есть инвариант, ибо при 

преобразовании формы Ф_(х, у, 2, ) подстановкой (1а) дискриминант, 

как мы знаем, умножается на квадрат определителя подстановки, кото- 

рый равен единице. 

Далее, мы знаем, что дискриминант квадратичной формы 

Ф(х, у, 2) =аих-На»зу-р аз? -|- Заз уё-- 2алах-|- 2аэху, (3) 

представляющей собою совокупность членов второго измерения в поли- 

номе Р(х, у, =), т. е. определитель | 

@11 915 @15 : 

А4—=| @21 @;2 аз (4) 

| @з1 @зе @3 

[»малый дискриминант“ полинома Р(х, у, 2)| есть инвариант при под- 

становках вида (1), если а==В ==‘ ==0. Но, очевидно, величины а, В, т 

вовсе не влияют на коэфициенты членов второго измерения. Значит, Аа 

есть инвариант при всякой подстановке вида (1). 
Кроме того, мы видели, что корни 1, А», №, уравнения 

а: —^ @ 12 @18 

О (^) — @1 @5 — ^ @23 =0 (5) 

Чт @; 2 аз —^ 

также остаются неизменными. Значит, А1, А», А. суть инварианты (в про- 

тивоположность инвариантам А, А, —это иррациональные инварианты). 
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Итак, мы нашли следующие ортогональные инварианты полинома 
ЕС, у, 2) (т. е. инварианты при преобразовании прямоугольных осей): 

А, Ааа, ^, ^, ^. (6) 

Ранги определителей А и Да; также остаются неизменными, и их 
поэтому следует причислить к инвариантам. 

Мы увидим, что перечисленные инварианты вполне определяют вид 
поверхности (1). 

Замечание. Легко видеть, что 

Ад= А * №, (7) 

ибо А.: есть свободиый член уравнения (5), т. е. уравнения (7) $ 277. 
Это следует еще из того, что, составляя инвариант 4. применительно 
к форме <, приведенной к каноническому виду ^,х?-1|- 7, У--^,2?, будем 
иметь 

оо 

Аа =|0 > 0 |= ^^). 

оо [2 

281. Приведение уравнения поверхности второго порядка к нор- 
мальному внду. 1. Центральные поверхностн. Начнем с поверхностей, 
имеющих определенный (собственный) центр, т. е. таких, что 

Ац-К0. (1) 
Пусть О’ (а, В, 7) — центр поверхности, который мы умеем находить. 

Перенеся начало координат в эту точку, т. е., произведя подстановку 

хх’ а, уу ЕВ, == 1, 

мы приведем Р(х, у, 2) к виду (5 271) 

Р(х, У’, 2) =аих?-- ау? ага -- 

-- 2а3 2’ -- 2аи2х'-|- Зах’ у’ аа, 

где исчезнут члены, содержащие первые степени координат. Мы знаем, 
г 

7 кроме того (5 279), что ам==Р (а, В, у). Но легко найти ал, и не вы-. 
числяя Р(а, В, 1). Действительно, составляя инвариант Д применительно 
к полиному (2), получим 

е 

91: ао аз 0 

@51 @. аз 0 , ‚ А. А=| 1 98 == 444Аа4 и, значит, @4=—”. @з1 @32 @35 0 А 
000 ам 

Итак, при перенесении начала в центр, уравнение Е(х, у, 2) =0 
триводится к виду 

# у и : А ах" ау? -- авг"? -- За |-2аг’х -- 24, ху’ -- а 0. (3) 

Далее, найдем три главных взаимно перпендикулярных направления 

* 
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нашей поверхности, по правилам, указанным в $ 278, и возьмем новые 

оси О*, О’т, О’ по этим направлениям, оставляя начало неизменным. 

Подставив вместо х’, у’, 2 их выражения через Е т, © мы приведем 

уравнение (3) к виду 
А 

р и (4) 

(свободный член не изменяется, так как, при повороте осей, х”, у’, =— 

суть линейные и однородные функции от Ь т, 0. Так как Аа ЗЕ 0, то 

№1, №», Ав все отличны от нуля, ибо №}. ̂ з== Ала"). 

Пусть сперва А-/`0. Тогда уравнение (4) можно переписать в виде 

Е? -|- Кир -- №? =1, (5) 

__ №Аа 
А > 

где 

==— 4. (6) 

Вид поверхности зависит от знаков величин А, А», Е. Могут пред- 

ставиться слелующие случаи. 

а) Ё,, Ё», Ёз все положительны. Полагая 

получим уравнение 

это-— уравнение действительного эллипсоида (см. $ 269, 15); в самом деле, 

поверхность эта — нераспазающаяся (А-Е0) и имеет действительные 

точки. Линия 8 ($ 269) имеет уравнение 

|321 12 (2 ы 

Ри =® 

она — нераспадающаяся и мнимая.. 

Ь) А,, №, № все три отрицательны. Тогда, подобно предыдущему, 

получим уравнение 

это, очевидно — уравнение мнимого эллипнсоиди. 

с) Одно из чисел А,, и» Аз отрицательно, другие положительны. 

Мы можем считать (изменив, если нужно, нумерацию), что Е > 0, 

Е > 0, А: < 0. Полагая 
1 1 1 

В = п Ва = г 8 =— и, 

получим уравнение 
в о @ 
о 

это — уравнение однополостного гиперболоида (см. $ 269, 2°). В вамом 

1) См. $ 280, замечание. 
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деле, эта поверхность принадлежит к категории (а.) $ 264, ибо в одно- 
родных координатах (Ё, \, ©, т) ее уравнение напишется так: 

ЛИНИЯ уе имеет уравнение 

Е 2 ) 
Г в 0: 

она — нераспадающаяся действительная. 
4) Два числа А;, Ё›, №, отрицательны, олно — положительно. Мы 

можем, например, считать А, < 0, А, < 0, Ё; > 0. Полагая 

1 1 1 К, = — и, А, 
с? ' 

получим уравнение 

вт о 73 

в а Ш. 
т. е. уравнение двухполостного гиперболоида (см. $ 269, 27), как легко 

убелиться (ср. предыдущий случай). 
Пусть теперь А ==0. Тогда уравнение (4) примет вид 

м-р -Е № =0 

и, в зависимости от знаков ^., »„, ^., получим, подобно предыдущему, 

уравнения одного из двух видов 
Е2 р ие: 

аз -- 12 Не ее — о 

(мнимый конус; в этом случае , №, Аз— все одного знака), или 

[5 Я ве 

(действительный конус; в этом случае №1, №, »; не все одного знака). 

Этим исчерпываются поверхности второго порядка, имеющие опре- 

деленный центр. 

282. Приведение уравнения поверхности второго порядка к нор- 

мальному виду. 2. Поверхности без определенного центра. Предпо- 
ложим теперь, что 

Ац=0, (1) 

т. е. что поверхность или не имеет центра!) или имеет их бесчисленное 

множество. В этом случае один или два корня уравнения Д(*)=0 

равны нулю, ибо, как мы знаем, ^,-^.-А, = Аа. Будем считать, что 

А; =0. 

Теперь мы начнем с того, что найлем три главных взаимно перпен- 

дикулярных направления и повернем оси координат так, чтобы они сде- 

1) Та-есть центр несобственный, 
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лались параллельными этим направлениям. Тогда совокупность членов 
второго измерения примет вид - 

№”? + №2", 

а уравнение Р (х, у, 2) = 0 преобразуется в следующее: 

ЕЖУ, = ых ут --2а к" -- Защ 2 аа == 0 (2) 
(своболный член не изменится, ибо мы производим поворот осей без 
изменения начала). Составляя дискриминант А для преобразованного 
полинома РЁ’ (х’, у’, 2’), получим 

К 30: 0. а 

оо, 
= ай 

А 0:0 0. ба. (8) 

а бар баз а 

Пусть сперва А - 0. Тогда ^, Е 0, ^, 0, а. 0. 

Перенося начало координат в некоторую точку (а, В, у), т. е., пола- 
гая х’==ё-на, у’-=щ-ЕВ, 2 =6-Р- 1, преобразуем уравнение (2) 
к виду 

мои зак -- 2 аи --ы 2 (ан) чаи Не + 
Нл" -- 2ана- 2аВ - За = 0. 

Подберем теперь а, Вит так, чтобы ма-Наи=0, №8 -- ами ==0, 

аа | Ка? -- №. Зале -|- 28 -- 2ал == 0. 

Это всегда можно сделать: первые два из предыдущих условий опре- 
деляют а и В, а третье!) определяет ‘у. После этого наше уравнение 
примет вид 

Ме 2 =0.. (4) 

Если Х, и \, одного знака (это будет при А < 0), то (переменив, 

в случае надобности, направление оси & на обратное) можно считать, 

что 

и уравнение (4) примет вид 

соответствующая поверхность — эллиптический параболоид. 

1) Третье условие, в силу первых двух, упрощается и сводится к следую- 

щему: Г Ех: - РееАеНеНА у“ 

аи + ад -- аа + 2а4 т = 0. 
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Действительно, в нашем случае линия '\о› (см. $ 269, 3°) 

Еа ‚р 
3 И 180 
Р ыы 

’ 

распадающаяся и мнимая. 
Если № и ^, — различных знаков (это будет при А > 0), то таким же 

способом получим уравнение 

Р>Р 1 
т. е. уравнение гиперболического параболоида, ибо линия у, распадаю- 

щаяся и действительная (5 269, 4°). Так как на основании (3) 

и-ЖУ —5, (За) 

то ри 4 можно вычислить, не производя преобразования координат. 

Рассмотрим, наконец, случай, когда А == 0. В этом случае аз № == 0. 

Значит, одно из чисел №,^„@„ равно нулю. Если №, и Х. оба 

отличны от нуля, ад == 0, и уравнение (2) обращается в уравнение. 

с двумя переменными х, у; значит, оно изображает цилиндр, образую- 

щие которого параллельны оси Ог. В частности, цилиндр этот может 

распадаться на две плоскости (действительные или мнимые). Исключая 

этот случай (он характеризуется тем, как мы знаем, что ранг опреде- 

лителя Д равен 1 или 2) будем иметь один из следующих случаев: 

1) \ и^» одного знака; тогда уравнение (2) представляет, очевидно, 

на плоскости Оху, эллипс и путем переноса начала координат ему 

можно придать вид 
Е2 +2 

а. 

В этом случае поверхность — эллиптический цилиндр (действитель- 

ный или мнимый). 

2) ^. и». различных знаков; тогда получим аналогично 

Е: 
№ 

2 

т. е. гиперболический цилиндр. 
3) Одно из чисел ^, и »› равно нулю’); тогда мы будем иметь 

параболический цилиндр или совокупность двух параллельных пло- 

скостей (действительных или мнимых). В самом деле, наше уравнение (2) 

приводится к виду (если, например, )., ==0) 

№2 2х -Н2а4у’-- 2аг' Нан =0. 

Возьмем новую систему осей ОЁ"б такую, что Ощ совпадает с Оу’, 

а система ОЗ повернута относительно системы Ох’=’на угол в. 
Тогда будем иметь 

У’=ч, х’==с0$а —С що, 2’==ёзша-|- 6 с05а, 

1) Оба корня 7, и ^. нулю быть равны не могут, ибо в противном случае 

мы бы имели уравнение поверхности не второго, а первого порядка. 
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и предыдущее уравнение примет вид 

№ - 28 (аи, соза-|- аз 51 т 2ач-- 26 (— ата -|- а., соза) |. 
ац==0. 

Выбирая угол & так, чтобы 

7 , ; г а ху __ @ — @азша-|- @., с05&=0, т.е. ое 
44 

мы приведем уравнение к виду 
2 и : к, т = 2а4Е-|- 2: т-Раи==0. 

Если а; / 0, то мы можем, путем переноса начала в плоскости Оч 
привести уравнение к вилу 

== 2рЁ 

и поверхность — пораболический цилиндр. Если же аи ==0, то, как 
легко видеть, поверхность есть совокупность двух параллельных пло- скостей. Этот последний случай отличается от параболического тем, что ранг определителя А равен 1 или 2 (что, вообще, характеризует распа- дение поверхности на две плоскости). 

283. Приведенне уравнения поверхности второго порядка к нор- мальному виду. 3. Сводка результатов. Резюмируя изложенное в предылущих параграфах, можно сказать следующее. 
1. Поверхность второго порядка распадается на две плоскости тогда и только тогда, когда ранг определителя А равен | или 21). 2. Если исключить случай распадения, то все остальные возмож- ные случаи сводятся к указанным в нижеследующих ‘двух таблицах, где №, №», в обозначают корни уравнения ШО.(^) ==0 и (в случае А- 0) 

МАн р Ач == — 34 2 
НЫ - 

А = — А › Е Ю А 

1. А 0 (неособенные поверхности). 

Аи -Е0: Центральные поверхности А; = 0: Поверхности без центра 
(имеется один несобственный 

центр). 
Пр, №, А, положительны: дей- 1 А<0. Эллиптический па- 

ствительный эллипсоид. раболонд. 
1а) №1, №,, №, отрицательны: мни- 

мый эллипсонд. 
2)- Среди А, А», А; два положитель- 2) А>>0. Гиперболический па- 

ных; однополостный гиперболоид. | раболоид. 
3) Среди А,, А„, №; два отрицатель- 

ных: двухполостный гиперболоид. 

(имеется один собственный центр). 

*) Нулю ранг равен быть не может, так как тогда все коэфициенты данного равнения должны были бы быть равны нулю, 
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П. А==0. Особенные поверхности (конусы и цилиндры). 

А. -Ё 0: Центральные поверх- Ал = 0 (\, =0): Поверхности без 
ности определенного центра 

(имеется один собственный (имеется прямая центров, собствен- 
центр). ная или несобственная). 

1) ^.,, А», А; одного знака: мни- 1) %, ^» одного знака: эллипти- 
мый конус. ческий цилиндр (действительный 

ИЛИ Мнимый). 
2) №, А», №, различных зна- 2) ^,, Хз различных знаков: ги- 

ков: действительный конус. перболический цилиндр. 
3) ^! или ^. равно нулю: пара- 

болический цилиндр. 

Замечания. 1. Для определения, к какому из перечисленных ви- 
дов принадлежит данная поверхность, нет необходимости решать уравнение 
РО) =— № $$ ^-- А, =0; достаточно определить только знаки 
корней Х1, », \. (которые, как мы знаем, всегда действительные). Определе- 
ние знаков можно произвести, например, по известному правилу Декарта !). 

2. В случае поверхности без определенного центра (А, =0), один 
из корней уравнения О(^)==0 равен нулю; два другие определяются 
квадратным уравнением: — 2 -|-- $) -|- 5” == 0. 

3. В случае распадающейся поверхности второго порядка, которая 
характеризуется тем, что ранг определителя А равен единице или двум, 
достаточно разложить полином Р(х, у,г) на два линейных множителя 
по способу, указанному в Добавлении ($ 13), для того чтобы получить 
уравнения плоскостей, на которые распадается поверхность. 

283а. О правиле знаков Декарта. Скажем несколько слов о правиле зна- 
ков Декарта, на которое мы сослались в замечании 1 к таблицам предыдущего 
параграфа. 

Пусть дано ‚алгебраическое уравнение л-й степени 

в п—1 
Ух) = "ах +... Ра =0, (1) 

в котором некоторые из коэфициентов могут быть равны нулю. Если все 
коэфициенты отличны от нуля, то уравнение называется полным. Если два со- 
седних коэфициента имеют разные знаки, то говорят, что имеет место пере- 
мена знака; если же два соседних коэфициента имеют одинаковые знаки, то 
говорят, что имеет место постоянство знака. При этом имеются в виду только 
коэфициенты, отличные от нуля. Например, в уравиении 

5 — 33 — 242 -|-1=0 

имеют место две перемены знака (первый и второй члены, третий и четвертый 
члены) и одно постоянство (второй и третий члены). 

Пусть р — число перемен знака, а 4 — число постоянств. Ясно, что р-|а= 
= — 1, где т — число коэфициентов, отличных от нуля. В полном уравне- 
нии р а= п. 

Правило Декарта, в общем случае, гласит: число положительных корней 
уравнения } (х) =0 равно числу перемен знака, или меньше него на четное 
число 2). Отсюда очевидно следует: число отрицательных корней равно, числу 

1) См. следующий параграф. 
3) Доказательство этого правила дается в курсах алгебры, 



506 Гл. Х|. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ПОВЕРХНОСТЕЙ [$ 283а 

перемен знака в уравнении Л (— х) =0, или мевьше него на четное число. Если 

# (<) =0— полное уравнение, то каждой перемене знака отвечает постоянство 

знака в уравнении / (-—х) =0, и каждому постоянству — перемена (ибо из двух 

соседних членов один всегда четной, а другой нечетной степеви, так что при 

замеие х на —х, один меняет знак, а другой нет). Поэтому можно в случае 

полного уравнения утверждать; число положительных корней равно числу 

перемен знака или меныше него на четное число; число же отрицательных 

корней равио числу постоянств знака или меньше него на четное число. 

Отсюда, палее, следует: если все корни полного уравнения —действительные, 

то число положительных корней в точности равно числу р перемен знака, 

а число отрицательных — числу 4 постоянств1). Таким образом правило Де- 

карта вполне решает вопрос о знаках корней, если данное уравнение полное и 

если заранее известно, что все кории его — действительные. Последнее обстоя- 

тельство как раз имеет место в интересующем нас случае характеристического 

уравнения О (0) =0. Легко, далее, видеть, что в нашем случае уравнения 

третьей степени с действительными корнями всегда имеет место предложение: 

число положительных корней в точности равно числу перемен знака. 

Действительно, в случае полного уравнения, это уже доьазано. В случае непол- 

ного уравнения число перемен равно 0, 1 или 2 (ибо число коэфициентов не 

превосходит трех). В первом и втором спучае предложение очевидно. В слу- 

чае же двух перемен знака, число положительных корней согласно общему 

правилу может быть илн 2 или 0. Докажем, что последнее не может иметь 

место. Действительно, тогда уравнение должно было бы нметь три отрицатель- 

ных корня и, следовательно, в уравнении О (— ^) =0 должно было бы быть 

по крайней мере три перемены знака, что иевозможно, ибо уравнеиие — непол- 

ное. При доказательстве последнего пункта мы не учли, что наше уравнение 

может иметь корни, равные нулю. Но и в этом случае, как легко непосред- 

ственно проверить (мы предоставим это читателю), правило остается в снле. 

1) Действительно, если бы число положительных корней было меньше р, 

или число отрицательных меньше 4, то число всех действительных корней 

было бы меньше р + 4=1, что противоречит условию 



ГЛАВА ДВЕНАДЦАТАЯ 

ИССЛЕДОВАНИЕ ФОРМЫ ОТДЕЛЬНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

ВТОРОГО ПОРЯДКА. ПРЯМОЛИНЕЙНЫЕ ОБРАЗУЮЩИЕ. 

КРУГОВЫЕ СЕЧЕНИЯ 

1. ИССЛЕДОВАНИЕ ФОРМЫ ОТДЕЛЬНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

284. Перечень нормальных уравнений отдельных поверхностей. 
Мы убедились в предыдущих параграфах, что самое общее уравиение 
поверхности второго порядка (с действительными коэфициеятами) путем 
надлежащего выбора осей прямоугольных координат, может быть при- 
ведено к одному из нижеследующих видов (ри 4 обозначают положи- 
тельные величины): 

А. ыы поверхности второго порядка 

1. 

1а. — 

2 

8 

4. 

5 

7. 

Та. 

р +» ин, = ==1 (действительный эллипсоид). 

х, -- > + = — — 1 (мнимый эллипсоид). 

= -- > — > —1 (однополостный гиперболоид). 

р + 5. а Е — —1 (двухполостный гиперболоид). 

г ЕВ >= =—=22 (эллиптический параболоил). 

= — > — = (гиперболический параболоид). 

В. Нераспадающиеся особенные поверхности второго 
порядка 

и а р а — 0 (действительный конус второго порядка). 

ты к, -- ЕЕ 5: —0 (мнимый конус второго порядка). 

Е --* —1 (действительный эллиптический цилиндр). 

Е 5: = —1 (мнимый эллиптический цилиндр). 

Е ри = 1 (гиперболический цилиндр). 8. 

9. У? =2рх (параболический цилиндр). 
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С. Распадаю щиеся поверхиости второго порядка 

Распадающаяся поверхность второго порядка есть совокупность двух 
плоскостей, которые могут быть и мнимыми сопряженными. Плоскости 
могут быть параллельными, а также и совпадающими. 

285. Сечения поверхностей второго порядка параллельными 

плоскостями. В следующих параграфах мы будем изучать форму пере- 

численных выше действительных поверхностей (за исключением цилин- 

° дров, ввилу простоты их формы), применяя метод сечения параллель- 

иыми плоскостями. . 
Следующее простое предложение облегчит нам это изучение. 

Линии пересечения поверхности второго порядка параллельными 

плоскостями подобны и, больше того, гомотетичны. Исключение мо- 

жет представить случай, когда в сечении получаются гиперболы; 

любые две такие гиперболы будут или гомотетичны или одна из 

них будет гомотетична с гиперболой, сопряженной с другой. 

Мы имеем в виду сечения, являющиеся действительными нераспадаю- 

щимися кривыми. 
Действительно, возьмем плоскость Оху параллельной нашим секущим 

плоскостям. Пусть 

Ех, у.) =0 (1) 

есть уравнение данной поверхности, а 2 = й — уравнение секущей пло- 

скости. Подставив 2 =й в предыдущее уравнение, получим уравнение 

Е < у, В) —0, (2) 

которому должны удовлетворять координаты х, у линии пересечения т. 

Значит, уравнение (2), рассматриваемое как уравнёние линии на пло- 

скости Оху, представляет проекцию *’ линии пересечения на плоскость 

Оху. Члены второго измерения в уравнении (2) суть 

211? 2а12ху -- а2У? 

и не зависят, очевидно, от #. Следовательно, в уравнениях линий у. 

соответствующих различным значениям й, коэфициенты при членах 

второго измерения одинаковы, а это и доказывает наше утверждение 

(см. 5 260). 
286. Конус второго порядка. Начнем с рассмотрения поверхности 

ы у? 28 

га о @) 

Мы знаем, что это есть конус с вершиной в начале координат. 

Так как уравнение (1) содержит только квадраты переменных, оче- 

видно, что плоскости координат являются плоскостями симметрии ко- 

нуса („главные диаметральные плоскости“), оси координат — осями сим- 

метрии („оси“), а начало (вершина) — центром симметрии („центр“). 

Чтобы ближе изучить форму нашего конуса, пересечем его пло- 

скостью 2==й, параллельной ‘плоскости Оху (# обозначает постоян- 
ную). 
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В пересечении получится линия 

12 

юм Е 0, 

2 : й 
или, по разделении на -.: 

х? з 

Е 3 = 1, (2) 

где для краткости положено 

‚ _ а ‚= А 
с с 

Следовательно, пересечение есть эллипс, с по- 

луосями а’, 6’ и с центром на оси Ог. 
При различных # получим различные эллипсы, 

которые все подобны между собою. 
Пусть 1 обозначает какой-либо из них. Тогда, 

очевидно, наш конус можно рассматривать как 

геометрическое место прямых, проходящих через О Черт. 167. 

и через эллипс ‘у, который будет служить напра- 

вляющей. 

В частности, если а==2, то конус будет прямым круговым!) или 

конусом вращения, который рассматривают в элементарной геометрии. 

Конус состоит из двух полостей, расположенных по обе стороны от 

вершины (черт. 167). Плоскости, проходящие через вершииу конуса, 

по отношению к нему разделяются на три категории: 

а) плоскости, пересекающие эллипс т в двух различных точках; эти 

плоскости, очевидно, пересекают конус по совокупности Двух прямых 

(образующих); 

) плоскости, не пересекающие эллипса ^у; эти плоскости, очевидно, 

имеют с конусом только одну общую точку (вершину); 

с) плоскости, имеющие с 1 только одну общую точку, или, лучше 

сказать, две совпадающие точки. Каждая из этих плоскостей, очевидно, 

имеет с конусом только одну общую прямую (лучше — две совпадаю- 

щие прямые). Такая плоскость (обозначим ее через П) пересекает 

плоскость эллипса ‘у по прямой, являющейся, очевидно, касательной к 7. 

Таким образом плоскость П проходит через образующую конуса и 

через касательную к ‘у (проведенную через точку пересечения образую- 

щей с конусом). Такая плоскость является касательной к конусу; упомя- 

нутая образующая является прямой касания плоскости и конуса. 

Рассмотрим теперь пересечение нашего конуса с плоскостями, не про- 

ходящими через вершину. Мы знаем, что в пересечении получатся ли- 

1) Мы увидим ниже ($ 297), что всякий (нераспадающийся) конус второго 

порядка можно рассматривать, как „наклонный круговой конус“. 
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нии второго порядка. Посмотрим, какие линии могут получиться в пере- 
сечении. 

Если плоскость, проходящая через вершину и параллельная данной 
секущей плоскости, принадлежит к категории Ъ), то, очевидно, данная 
плоскость пересекает только олну полость конуса, причем пересекает 
все образующие. Пересечение есть, следовательно, замкнутая конечная 
линия второго порядка, Т. е. эллинс. 

Если плоскость, проходящая через вершину и параллельная данной, 
принадлежит к категории а), то, очевидно, данная плоскость пересекает 
обе полости конуса; значит, линия пересечения состоит из двух раздель- 
ных ветвей, т. е. эта линия есть гипербола. 

Наконец, если плоскость, параллельная данной и проходящая через 
‘вершину, принадлежит к категории с) (т. е. касается конуса вдоль 

одной из образующих), то данная 
плоскость пересекает только одну 
полость конуса. Так как, далее, 
одна из образующих конуса ей па- 
раллельна, то линия пересечения 
простирается в бесконечность (со- 
стоя из одной ветви). Значит 
линия пересечения — парабола. 

Таким образом мы еще раз 
установили, что эллипс, гипербола 
и парабола суть лииии пересече- 
ния конуса второго порядха (в част- 

Черт. 168. ности прямого кругового) с пло- 
скостями. 

287. Эллипсоид. Рассмотрим теперь эллипсоид, представляемый урав- 
нением 

х2 у? 22 

яты ные. (1) 

Ясно, что плоскости координат суть плоскости симметрии („главные 
диаметральные плоскости“), оси копрдинат — оси симметрии („оси“), а 
начало — центр симметрии („центр“) поверхности. 

Очевидно, также, что для всех точек поверхности будем иметь 

[х| «а, |у|<Ь, [2|<с. 
Значит, вся поверхность заключена внутри прямоугольного паралле- 

лепипеда с ребрами 2а, 26, 2с, грани которого параллельны плоскостям 
координат и отсекают на осях Ох, Оу, Ог соответственно отрезки --а, -Ь, -Ес (черт. 168). гы 

Мы знаем, что всякое пересечение поверхности (1) с плоскостью 
есть линия второго порядка; так как линия пересечения, на основании 
только что сказанного, не может простираться в бесконечность, то 
она — эллипс. Итак, сечения поверхности (1) плоскостями суть эллипсы, 
как мы уже видели раньше (5 269). 

Ясное представление об ее форме можно получить, рассматривая ее 
пересечение с плоскостями, параллельными плоскостям координат. 
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Плоскость Оху (т. е. 2=0) пересекает ее по эллипсу, уравнение 

которого в плоскости Оху есть 
х2 У? = . (2) 

Плоскость Ох2 (у==0) пересекает ее по эллипсу, уравнение кото- 

рого в этой плоскости есть 

х? 22 
а = (3) 

и, наконец, плоскость Оу2 — по эллипсу, уравнение которого в этой 

плоскости есть 

1. (9) 

Эллипсы (2), (3), (4) называются „главными эллипсами“. Рассмотрим 

теперь пересечения нашей поверхности с плоскостями, параллельными 

плоскости Оху. Пусть 
2=й 

— одна из этих плоскостей. Подставляя 2==й в (1), получим уравнение 

х? у? 2», 1 |2 

Гы = а’ 

которое, если его рассматривать как уравненне линии в плоскости Оху, 

представляет уравнение проекции рассматриваемой линии пересечения 

на плоскости Оху. 
Эта линия будет, очевидно, действительной только при 12] < с. 

2 Г. 
Перепишем предыдущее уравнение, разделив его на 1 —-с;, так: 

х2 у? 

я = =1, (5) 

где, для краткости, положено 

аа 1 ыы. Бу 1 в. 
с- [5 

Таким образом линия пересечения есть эллипс с полуосями а’, 6’ 
и центром на Ог. При А==0 получим а’==а, 6' =, т.е. главный 

эллипс (2). При возрастании й от 0 до с, полуоси а’, &’ убывают; 

эллипс (5) уменьшается, оставаясь подобным самому себе, и при й=с 

сжимается в точку С, расположенную на оси О2. 
Таким образом плоскость г == с касается эллипсоида в точке С. 
Симметричную картину получим при убывании й от 0 до —с; пло- 

скость 2 = —с касается эллипсоида в точке С’ (0, 0, — с), расположен- 

ной на оси Ог. 
Совершенно аналогичные результаты получим, рассматривая пересе- 

чение плоскостями х=йи у==А. 
Плоскости х=--а и у=-ф касаются поверхности в точках 

А (а, 0, 0), А’(—а, 0,0), В(0,6,0), В’ (0, —6, 0). 

(6) 
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Точки А, А”, В, В’, С, С' называются вершинами эллипсоида, отрезки 

АА’, ВВ’, СС, а также их длины 2а, 28, 2с — осями его, величины же 

а, в, с — полуосями. 
Если а>ь>с, 

то а есть большая, Б — средняя, с — малая полуоси. 

В частном случае, когда а==6, все эллипсы (5) обращаются 

в окружности. Ясно, что в этом случае наш эллипсоид может быть 

получен вращением эллипса АС А’С' с ‘осями | АА'| =2а и | СС == 

вокруг оси С’С. Такой эллипсоид называется эллипсоидом вращения. 

Он называется вытянутым, если с > а, и сплюснутым, если с < а. 

Наконен, если а==2==с, то эллипсоид обращается в сферу. 

Упражнения и дополнения 

1. Написать уравнение плоскости, касательной к эллнисоиду (1) в точке 

(Хо Ук, 20). 

ОТВЕТ. 
^^ 

@2 

УУс 220 __ 
+ |2 - 62 =1. 

2. Составить уравнение диаметральной плоскости, сопряженной с направле- 

нием (Х, У, 27). 

ОТВЕТ. Ах Уу 72 

3. Вывести условие того, чтобы уравнение второго порядка Е(х, у, 2) =0 

выражало сферу, т. е. приводилось бы к виду 

(фа —+е-—в—К=0, 
где К =--:? (при верхнем знаке имеем действительную сферу, при инжнем — 

мнимую). 
ОтвеТ. Методом, аналогичным изложенному в $ 2839, покажем, что необхо- 

днимыми и достаточными условиями являются следующие (в прямоугольных 

координатах) 
а = а = а: 0, ал == а = ав =0; 

при этом К дается формулой 
2 2 2 

ата Е аа -| 934 — 411444 
2 

а11 

При К>>0 имеем действительную сферу, при К<0— мнимую. При К =0 

ураввение приводится к виду 

(«фа 6 =0. 
Это „сфера нулевого радиуса“ или „изотропный конус“. 

Выведениое условие можно заменить и следующим: для того чтобы поверх- 

ность Е(х, у,2) =0 представляла сферу, необходимо и достаточно, чтобы она 

проходила через сферическую окружность (8 175), т. е. чтобы ее пересечеиие 

с несобственной плоскостью было мнимой несобственной окружностью. 

Доказательство предоставляем читателю. 

288. Однополостный гиперболоид. Нормальное уравнение этой по- 

верхности имеет вид 
х2 73 22 

т а) 
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Она симметрична относительно плоскостей („главные диаметральные 

плоскости“) координат, осей координат („оси“) и начала координат О, 

которое будет ее центром (черт. 169). 
Пересечение этой поверхности с плоскостью Оху есть эллипс 

хз 7. 

ав (2) 

хз 22 

и с плоскостью Оу2 — гипербола 
У 22 

в в=! (За) 

(„главные гиперболы“). Если пересечь 
нашу поверхность плоскостью 2==й, то 
получим линию, проекция которой на 
плоскость Оху дается уравнением 

х?2 5? 12 

ая! а» 
ИЛИ 

2 

а-я == (4) а? р? 

Черт. 169. 

и=у 1+", г=Бу а. (5) 

где 

Это есть эллипс с полуосями а’, 6’; пересечение существует при 
всяком й. При # =0 получаем горловой эллипс (2). 

При возрастании |Ёй| полуоси а’, В’ беспредельно возрастают, а 

эллипс (4) беспредельно увеличивается, оставаясь подобным горловому 

эллипсу. Ясно, что поверхность состоит из одной полости, простирающейся 
в бесконечность по обе стороны от плоскости Оху. 

Вершины А, 4’, В, В’ горлового эллипса называются вершинами 
нашего гиперболоида. Отрезки АД’ и ВВ’, а также их длины |АА'| = 2а 
и |ВВ'| =26 называются поперечными осями его. Отрезок длины 2, 
с серединой в @, расположенный по оси Ох, а также его длина назы- 
вается продольной осью. 

Ясное представление о форме гиперболоида в удаленных точках дает 

одновременное рассмотрение асимитотического конуса 

х® У? 22 

де 0 (6) 

(Это — действительно асимптотический конус, так как он предста- 
вляет собою конус асимптотических направлений с вершиной в центре; 
см. 6 275.) 

Н. И. Мусхелишвили. 1946 33 
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Пересечение этого конуса с плоскостью 2==й есть, как мы видели, 

эллинс с центром на оси Оз и полуосями 

и а|й| а" — Ь#|. 
С 

и __ 
› Г = с 2 

этот эллипс подобен эллипсу пересечения гиперболоида с той же пло- 

скостью. 
Так как, на основании формул (5), а” < а’, 5” <, то первый 

эллипс заключен внутри второго. Значит, конус (6) заключен целиком 

внутри гиперболоида (т. е. в той части пространства, где проходит 

ось О2). 
Далее, легко показать, что при беспредельном возрастании |#|, раз- 

ности а’ — а” и 6”— 6” стремятся к нулю. 

Например, 

ВИ вЫ 22 ай| а’ — а” = «1 ег. гея 

Умножая и деля правую часть на 

12 а|й| 
а у! -- Е ' ) 

получим, после очевидных упрощений, 

Е ыы 

откуда и следует, что Шт (а’— а”) =0. 
> со 

Таким же образом докажем, что 

1т (’— 5”) =0. 
вс 

Из сказанного следует, что эллипсы пересечения нашего гипербо- 

лоида и конуса (6) стремятся слиться при возрасгании Й, т. е. что 

в достаточно далеких частях пространства конус сколь угодно близко 

примыкает к гиперболоиду. 

Если а==6б, то эллипсы (4) обращаются в окружности, ‘и гипер- 

болоид (1) может быть получен вращением гиперболы (3) или (За) 

вокруг поперечной оси. Такой гиперболоид называется однополостным 

гиперболоидом вращения. 
В $ 269 было показано, что среди пересечений гиперболоида 

с плоскостями имеются линии всех трех типов (эллиптического, гипербо- 

лического, параболического). Легко это показать и аналитически (см. 

упражнения). 

Упражнения и дополнения 

1. Доказать, что линии пересечения гиперболоида (1) с плоскостями, парал- 

лельными плоскостям Оу2 и Охг, суть гиперболы (в частном. случае — совокуп- 

ности двух прямых, если плоскости проходят через вершины горлового эллипса). 
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Д оказательство. Проекция на плоскость Ох2 линии пересечения 

с плоскостью у = й дается уравнением 

хз 22 12 

а а 
Это есть гипербола, при |#й|5 В, или совокупность двух прямых, при 

й = -ЕЬ. Аналогично для сечений плоскостями х == й. 
2. Доказать, что линии пересечения гиперболоида {1) с любыми плоскостями, 

параллельными оси О2, суть гиперболы (в частности — совокупности двух пере- 
секающихся прямых). 

Доказательство. Так как пересечение гиперболоила с плоскостями, 
параллельными плоскости Оу2, уже рассмотрено в предыдущем упражнении, 
можно считать, что секущая плоскость ие параллельна зтой плоскости. Пусть 
уравнение ее есть у == тх -- А. Подставляя предыдущее выражение для ув урав- 
нение гиперболоида (1), получим уравнение 

выражающее проекцию рассматриваемого сечения на плоскость Ох2. Козэ- 
фициенты 1!) 4, @» при 42, 2? в этом уравнении равны соответственно 
1 т? 
Ра в. =. Коэфициент 2а.3 прн хг равен нулю. 

1/1 т? 
Значит Дзз = @ц@оо — а, = — а (= + =) < 0 и, следовательно, рассматри- 

ваемая проекция — линия гиперболического типа, т. е. либо гипербола либо 
совокупность двух пересекающихся прямых. Такого же вида должна быть и 
проект, руемая линия, а это и доказывает наше утверждение. 

3. Доказать, ч'0 среди линий пересечения гиперболоида (1) с плоскостями 
имеются линии всех трех типов (эллиптического, гиперболического и параболи- 
ческого), и чго линия пересечения с данной плоскостью — того же типа, что и 
линия пересечения асимитотического конуса с той же плоскостью. ь 

Доказательство. Линии пересечения с плоскостями, параллельными 
оси О2, уже изучены (они — гинерболического типа). Рассмотрим линию пере- 
сечения с плоскостью 2 == шх -- пу -|- А, не параллельной оси О2. 

Подставив это выражение для 2 в уравнение (1), получим уравнение 

. д у (тх пу Е А), 
а? я 2 62 а (7) 

дающее проекцию линин пересечения на плоскость Оху. 
Коэфициенты при членах второго измерения в этом уравнении суть ?): 

1 т? а. — 2тп 1 22 
ма» ба о Дь б-р с} 

зиачит: 

1 1 /т2 2? 
Азз — @ 145. — 21, — а2Ь2 сз (: + ) Я 

‚Ясно, что, придавая подходящее значение т и м, можно удовлетворить лю- 
бому из трех условий: А; >0, А =0, Аз 0, т. е. получить в проекции 
линию любого из трех типов. Того же тина будет и линня пересечения. 

Ясио, далее, что Азз не изменится вовсе, если в правой части (7) заменить 
единицу нулем (или любой другой постоянной). Значит, тнп лииии пересечения 
будет тот же, если вместо данной поверхности взять ее асимптотический конус. 

1) Злесь мы применяем обозначения 5 208, поменяв ролями у и 2. 
2) Мы применяем обозначения 6 208. 
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4. На основании сказанного в предыдущем упражнении, показать, что пло- 
скости, параллельные касательным плоскостям асимптотнческого конуса (и только такие плоскостн), пересекают гиперболоид по параболам. 

289. Двухполостный гиперболоид. Нормальное уравнение этой 
поверхности имеет вид 

аа. (1) 
Поверхность эта обладает теми же свойствами симметрии, что и рас- 

смотренные в предыдущих параграфах; плоскости Оух, Огх, Оху явля- 
ются плоскостями симметрии („главные диаметральные плоскости“), оси’ 

Ох, Оу, Ог— осями симметрии („оси“); 
точка О-- центр симметрии („центр“). 

Плоскость Оху не пересекает поверхно- 
сти, ибо при 2==0 получим уравнение 

№ у 
аН=— 

представляющее мнимый эллипс. Плоскости 
Ох2 и Оуг пересекают поверхность соответ- 
ственно по гиперболам 

Ефае-ь (2) 
И 

а, @) 
Черт. 110. („главные гиперболы“, из которых на 

черт. 170 изображена первая). 
Пересечем поверхность плоскостью 2=р. В пересечении получится 

линия, проекция которой на плоскость Оху дается уравнением 

2 у № 1 

а 

Значит, пересечение действительное, если [#| 2с, мнимое, если 
[№ | < с. 

Предполагая |#| > с, перепишем предыдущее уравнение в виде 

нь (4) 

= а =—1, ИУ "1. (5) 

` Значит, пересечение есть эллипс с центром на оси Оли с полу- 
осями а’, 5’. При возрастании |№|, эллипс этот беспредельно возрастает, 
оставаясь подобным самому себе. 

Когда Й стремится к с, то @’ифБ’ стремятся к 0, и эллипс сжимается 
в точку С (0, 0, с), расположенную на оси Ог. Если же № стремится 

где 
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к (—с), то эллипс сжимается в точку С’ (0, 0, — с). Плоскости 2 ==-с, 

2———с касаются гиперболоида в этих точках, называемых верши- 

нами его. 1 
Отрезок СС’, а также его ‘длина 2с называется продольной осью 

двуполого гиперболоида; отрезки, длиною 2а и 2 (а также их длины), 

расположенные соответственно по осям Ох и Оу (имея середины в на- 

чале О), называются поперечными осями. 
Между плоскостями #==с, 2 ==——с нет точек гиперболоида; следо- 

вательно, он состоит из двух раздельных полостей. 
Введем в рассмотрение, как в предыдущем параграфе, конус 

хз 2 23 

ПН — в==0, (6) 

который является асимптотическим и для нашей поверхности. 

Легко видеть (ср. предыдущий параграф), что наша поверхность за- 

ключена целиком внутри этого конуса, и что она беспредельно прибли- 

жается к нему в частях, достаточно удаленных. 
Если а = В, то наш гиперболоид естьдвухполостный гиперболоид вра- 

щения, получаемый вращением гиперболы с продольной осью [СС’ | == 

и поперечной осью 2а==96 вокруг оси СС. 
Часто бывает полезно одновременное рассмотрение однополостного 

и двухполостного гиперболоидов 
хз у? 22 

вгив=! 

2 5? 22 

ая 
уравнения которых различаются только знаком в правой части. Эти 

гиперболоиды называются сопряженными по отношению друг к другу. 

На основании сказанного в предыдущем и этом параграфах, эти по- 

верхности имеют общий асимптотический конус 

0 

который разделяет их, так что первая находится вне асимптотического 

конуса, а вторая внутри. 

Поперечные и продольные оси уних одни и те же. Этим выясняется 

геометрический смысл „продольной оси“ однополостного и „Попе- 

речных осей“ двухполостного гиперболоидов. 

Упражнения и дополнения 

1. Показать, что сечения двухполостного гиперболоида плоскостями, парал“ 

лельными плоскостям координат Охг, Оу2 суть гиперболы. 

2. Показать, что в пересечении двухполостного гиперболоида с плоскостямн 

могут получиться конические сечения всех трех типов. Показать, что сечения 

данною плоскостью данного двухполостного гиперболоида, однополостного гипер- 

болоида, сопряженно!о с ним, и их общего асимптотического конуса суть ЛИНИИ 

одного и того же типа. 
Доказательство то же, что в упражнениях 2 и 3 предыдущего пара- 

графа. 
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290. Эллиптический параболоид. Эта поверхность имеет нормальное 
уравнение 

х2 2 

оч =», () 

где ри д—-постоянные одного знака. Мы будем считать, что р>0, 

а> 0. 
Плоскости Ох2 и Оуг являются, очевидно, ее плоскостями симметрии 

(„главные диаметральные плоскости“), ось Ох — осью симметрии („ось“). 
Конус асимптотических направлений, с вершиной в О, 

2 2 

7. ==0 (2) 
р 4 

распадается на две мнимые сопряженные плоскости, пересекающиеся 
по (действительной) прямой О. Следовательно, единственным действи- 
тельным асимптотическим направлением является направление Оз, 

т. е. направление оси поверхности. Это 
направление встречает несобственную пло- 
скость в точке с однородными координа- 
тами (0, 0, 1, 0) —единственной несоб- 
ственной точке поверхности. Несобствен- 
ная плоскость касается поверхности в 
этой точке ($ 269). Предлагаем читателю 
доказать это еще раз, составив однород- 

ное уравнение поверхности (1} и написав 
уравнение касательной плоскости в точке 
с однородными координатами (0, 0, 1, 0). 

Эта точка является также несобствен- 
ным и единственным Центром поверхно- 

сти, как легко проверить и непосред- 
ственно, составляя уравнения, определяю- 

щие центр. 
Все диаметральные плоскости парал- 

лельны поэтому оси Ог (предлагаем чита- 
Черт. 171. телю проверить это непосредственно, со- 

ставив уравнение диаметральных плоско- 
стей). 

Все точки поверхности расположены по одну сторону плоскости Оху, 
со стороны => 0, ибо при 2 < 0 уравнение (1) не имеет действительных 
решений (черт. 171). 

Плоскости Охг и Оуг пересекают поверхность по параболам 

= 9 и у 2942 (3) 

(„главные параболы“) с параметрами р и 4 и осью 0-2. Величины р ий 
называются параметрами нашего параболоида. 

Рассмотрим пересечение нашей поверхности с плоскостями 

2=й,. 
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параллельными плоскости Оху; мы должны считать, как было сказано, 

Е_>> 0. Проекция пересечения на плоскость Оху дается уравнением 

х2 у? 

—-+- = 
р ы 4 я 

ИЛИ 

№2, У 
. ав = 1, 

где 

а=У Эри, 6=У24й; (4) 
значит, пересечение есть эллипс с полуосями а, 6 и центром на оси 

Ог. При возрастании й, этот эллипс беспредельно возрастает, оставаясь 

подобным самому себе. 
При й, стремящемся к 0, эллипс сжимается в точку О; плоскость 

Оху касается параболоида в этой точке, называемой вершиной его. 

Рассмотрим теперь пересечение нашей поверхности с плоскостью 

х==ху, параллельной плоскости Оуг. В пересечении получаем линию, 

проекция которой на плоскость Оуг дается уравнением 

А 22 — хм 2 
Ч Р 

или 

У = 29 (2—2), (5) 
где 

х? 

2 = Эр ; (6) 

Следовательно, искомое сечение есть парабола с параметром 4, ось 
которой параллельна Ог и вершина которой расположена в плоскости 

Охг. Координаты (хо, 20) вершины связаны соотношением (6), и, следо- 
вательно, вершина расположена на параболе х? — 2рг. 

Заметим, что параметр параболы (5) (т. е. величина 4) не зависит 
от положения секущей плоскости х ==х,. Значит, все параболы, полу- 
чающиеся от Пересечения с плоскостью х == х, конгруэнтны. 

Совершенно аналогичный результат получим, рассматривая пересе- 
чение с плоскостями, параллельными плоскости Охг. 

Из сказанного вытекает следующее предложение: 

Эллиптический параболоид есть поверхность, описанная неизмен- 

ной параболой, вершина которой скользит по другой неизменной па- 

раболе, плоскость которой перпендикулярна к плоскости подвижной 

параболы, а ось имеет то же направление. Параметры р и 4 упомя- 
нутых парабол суть параметры данного параболоида. 

Мы видели ($ 269), что плоские сечения эллиптического парабо- 

лоида суть либо эллипсы либо параболы; аналитическое доказательство 

этого факта приведено в упражнениях. 

Упражнения и дополнения 

1. Доказать, что линии пересечения эллиптического параболоида (1) с пло- 
скостями, параллельными оси Ог, суть параболы. ' 
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Доказательство. Высказанное утверждение почти очевидно, ибо легко 
видеть, что линня пересечения должна быть линией (второго порядка), прости- 
рающейся в бесконечность и состоящей из одной ветви, а это может быть 
только парабола. 

Аналитически это можно показать так. Предполагая, что секущая плоскость 
не параллельна плоскости Оу2, напишем ее уравнение в виде 

уУу=тх Е 

и подставим это значение ув (1); получим уравнение ;* 

х?, (тх Е Е}? 
о — 22 =0, 
Р ® Ч 

или 

1 "”) ЗтЕх 22 
х —2 — =0, 

| я 9 т 9 а 9 

выражающее проекцию линии пересечения на плоскость Ох2. 
Так как дискриминант 1) А,. =0, то эта проекция параболического типа. 

В том, что проекция есть парабола, можно убедиться, составив дискримннант 

1 т 0 т 

п а 
д= 0 0-1 |=- (5+), 

т _) № . 
4 Я 

который, очевидно, отличен от нуля. 
Отсюда легко заключить, что и сама линия пересечения есть парабола. 
2. Доказать, что сечения эллиптического параболоида плоскостями, не парал- 

лельными оси О2, суть эллипсы. 
Доказательство. Если 2 = тх - пу- Е есть уравнение секущей пло- 

скости, то уравнение проекции линии пересечения на плоскость Оху имеет вид 

К — аих у =0. 

1 
Для этой линии а значит это — эллипс (действительный илн 

` 

мнимый), который может выродиться и в пару мнимых сопряженных прямых. 
Итак, плоские сечения эллиптического параболоида суть либо параболы 

(упражнение 1) либо эллипсы. 

291. Гиперболический параболоид. Нормальное уравнение этой 
поверхности имеет вид 

() 

где р > 0, 9 > 0. Плоскости Ох2 и Оуг являются плоскостями симметрии 

(„главные плоскости“), ось Ог-—— осью симметрии („ось“). 
Конус асимптотических направлений с вершиной в О 

и (2) 
распадается на две действительные плоскости. Двойная прямая поверх- 
ности (2), т. е. прямая О2 пересекает несобственную плоскость в точке 
с однородными координатами (0, 0, 1, 0); в этой точке несобственная 

1) Мы применяем здесь те же обозначения, что в $ 208, поменяв ролями 
уи 2. 
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плоскость касается поверхности (это следует из сказанного в $ 269, а 
также весьма просто проверяется непосредственно). Точка эта является 
в то же время единственным и несобственным центром поверхности, как 
показывает непосредственная проверка. Поэтому все диаметральные пло- 
скости параллельны О2. 

Сечение поверхности плоскостью 2==0 есть совокупность двух 
прямых 

0 те 1. =0 (2а) 
р 9 Ур Уч 

(А’ ил” на черт. 172). Сечения поверхности главными плоскостями суть 
параболы 

х?==2рг и у==— 242 (3) р 
т 

3% 

(„главные параболы“), с параме- № 
трами р, 4 и осями, направленными 
параллельно оси Ох в противопо- 
ложные стороны. 

Сечение плоскостью 2=й _- 
имеет проекцией на плоскость -^ 

Оху гиперболу 
а 

Е]. (4) 
РВ 208 

Если #0, то продольная 
ось гиперболы направлена по Ох, 
а поперечная-—по Оу. А 

По величине полуоси этой ги- 
перболы равны 

‚— И2рё и 6 =У 941. (5) Черт, 172. 

При возрастании # полуоси беспредельно возрастают. Все эти гипер- 

болы подобны и подобно расположены. 
При й < 0, уравнение (4) можно переписать так: 

хз у? ха у? 

о пра = 

откуда видно, что мы имеем гиперболу, сопряженную с гиперболой, 
получающейся при положительном Й с тем же абсолютным значением. 

Эти гиперболы также подобны и подобно расположены. 
Проекции всех гипербол (как при й_> 0, так и при й < 0) на пло- 

скость Оху имеют одни и те же асимптоты, а именно, прямые (2а). 
Поверхность имеет вид, изображенный на черт. 172. 
Сечение поверхности плоскостями х== ху суть параболы, проекции 

которых на плоскость Оу2 даны уравнением 

У р) х — =— 02 Е 

4 чи р’ 
ИЛИ 

У = — 249 (2—4), (6) 
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где 

20 = 5 в (7) 

Все эти параболы конгруэнтны и имеют параметр 9. Вершина параболы, 
чолучающейся в сечении, расположена на главной параболе х2 =2р2 
{в плоскости Ох2), а ось направлена противоположно Ог. 

Совершенно аналогичный результат получим при пересечении пло- 
скостями у — у. 

Отсюда следует свойство гиперболического параболоида, совершенно 
аналогичное свойству эллиптического параболоида (см. конец предыду- 
щего параграфа), с той только разницей, что в нашем случае оси под- 
вижной и неподвижной парабол направлены в противоположные сто- 
роны. 

Легко показать, что все плоские сечения гиперболического парабо- 
лоида суть линии гиперболического или параболического типа (см. упраж- 
нения 2 и 3). 

Упражнения и дополнения 
1. Показать, что если взять новые оси Ох", Оу', направленные по прямым (2а), а ось О= оставить без изменения, то в новых осях, вообще косоугольных, уравнение гиперболического параболоида примет вид 

х'у! = Аг, 
где, в случае необобщенных координат, 

=Р+Я., 
2 

Доказательство. Достаточно заметить, что при указанном выборе осей будем иметь тождество 
х2 3? 4х! у 

р 9 рР+а 
ср. $ 203. 

2. Показать, что сечения параболоида {1) плоскостями, параллельными оси О2г, суть либо параболы, либо прямые. 
Доказательство. Пусть у— шх -- А есть секущая плоскость. Проекция 

сечения на плоскость Охг дается уравнением (ср. упражнение |] предыдущего параграфа): 
2 2 (5 пи) а ВИАх т 

р Й Ч 4 1 
Значит, Ду. =0, т. е. линия — параболического типа. Дискриминант А == о + с ый 
о: Если т? г. то мы имеем параболу; если же м = Е Ут, то урав- 
нение проекции обращается в уравнение первой степени, выражающее прямую. В этом случае можем сказать, что мы имеем две прямые пересечения, из ко- 
торых одна несобственная. 

3. Доказать, что линии пересечения гиперболического параболоида (1) с плоскостями, не параллельными оси 02, суть линин гиперболического типа. 
Доказательство. При обозначениях, аналогичных обозначениям упраж- нения 2 предыдущего параграфа, получим уравнение 

2 2 

2—2 (тп 0, 
р 9 

для которого Аз; = — а < 0; следовательно. линия пересечения —гиперболиче- 

<кого типа. 
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И. ПРЯМОЛИНЕЙНЫЕ ОБРАЗУЮЩИЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

В этом отделе мы займемся разысканием действительных прямых, 

целиком расположенных на данной поверхности второго порядка. Так 

как в случае особенных поверхностей (конус, цилиндр, совокупность 
двух плоскостей) решение этого вопроса совершенно элементарно, мы 
займемся в дальнейшем только неособенными поверхностями второго 

порядка. 
$ 292. Общие замечания. Мы уже видели ($ 267), что поверхности 

с эллиптическими точками (таковыми являются эллипсоид, двухполостныйги- 

перболоид, эллиптический параболоид) не могут содержать действительных 

прямых и что, напротив, поверхности с гиперболическими точками (та- 
ковыми являются однополостный гиперболоид и гиперболический парабо- 
лоид) содержат бесчисленное множество действительных прямых. 

Мы увидим ниже, что однополостный гиперболоид и гиперболический 
параболоид могут быть (двумя способами) образованы движением прямой 
(мы все время имеем в виду действительные прямые). Поэтому-то прямые, 
принадлежащие этим поверхностям, называются прямолинейными обра- 
зующими, а сами поверхности — линейчатыми. 

В том, что на эллипсоиде, двухполостном гиперболоиде и эллиптическом 
параболоиде нет действительных прямых, можно еще непосредственио 

убедиться следующим элементарным путем 1). 

В случае эллипсоида это очевидно, ибо эта поверхность целиком 

находится на конечном расстоянии и не может содержать целую прямую ?). 
Также и в случае двухполостного гиперболоида 

р то 

Мы знаем, во-первых, что сечения его плоскостями, параллельными пло- 
скости Оху, суть эллипсы. Значит, на нем не может быть прямых, парал- 
лельных плоскости Оху. Всякая же прямая, пересекающая плоскость Оху, 

не может быть расположена целиком на нашей поверхности, ибо поверх- 

ность эта не имеет точек вблизи плоскости Оху. Аналогично и для 

эллиптического параболоида. 
Заметим, наконец, имея в виду дальнейшее, следующее обстоятель- 

ство: для того чтобы прямая, заданная параметрически (через # обозна- 

чен параметр): 

х==х-- ХЬ у==Уо-Е УЬ == 71 (1) 

целиком принадлежала поверхности Р(х, у, 2) =0, необходимо и до- 

статочно, чтобы (см. $ 270) 

Ф(Х, У, 2) ==0, ХЕ, (хь У 20) -|- УР» (жь У» 20) | 
| ЕРз (*о, Ус 20) =0, ‹ (2) 

В(%» У 20) =0. 

1) В упражнениях этого параграфа дается еще одно доказательство этих 
утверждений. 

2) Прямая не может только частично принадлежать поверхности: мы знаем, 

что если прямая имеет с поверхностью второго порядка больше двух общих 
точек, то она принадлежит поверхности целнком. 
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Разыскание прямолинейных образующих сводится к исследованию 
предыдущих уравнений. Отметим, что из первого уравнения следует, что 
все прямолинейные образующие имеют асимптотические направлеиия, 
что ясно и непосредственно. 

Упражнеиия и дополнения 

Показать, исходя из уравнений (2), что эллипсоид, двухполостный гиперболоид н 
эллиптический параболоид не имеют прямолинейных (действительных) образующих. 

Доказательство. В случае эллипсоида, заданного нормальным уравне- 
нием, уравнение ф(Х, У, 7) =0 имеет только одно действительное решение 
Х=У=7=0, не удовлетворяющее условиям задачи (ибо, по условию, по 
крайней мере одно из чисел Х, У, 7 отлично от нуля). 

В случае двухполостного гиперболоида первое из уравнений (2) дает 

Хз, У? 272 

2+ е-=% 
откуда видно, что 2-Ё0. Значит, прямолинейная образующая не может быть 
параллельна оси Ог. Взяв за точку (хо, У, 20) точку ее пересечения плоскостью 
Оху, будем иметь 2о =0, и тогда третье из уравнений (2) примет вид 

2%, 50 
Ты 

оно не имеет действительных решений, и утверждение наше доказано. 
В случае эллиптического параболойда 

х2 у? 

— += — 22=0 
р ы Ч 

имеем 
Хх у 

та” 
откуда следует Х = У==0, и, значит, 720. Второе же из уравнений (2) дает 
(так как А, = —1): —ЯЙ-=0, что противоречит предыдущему. 

293. Прямолинейные образующие однополостного гиперболоида. 
В случае однополостного гиперболоида 

№, т? Ххо Ууо _ 720 __ 
Ре кр 

2 2 2 

хо Уо 20 1 
= Ня а ==1. @) 

Первое из этих уравнений показывает, что 2-Е О (иначе было бы 
Х==У==7==0); значит, искомая образующая пересекает плоскость Оху. 
Взяв в качестве точки (хо, Ус, 20) точку пересечения, будем иметь 25 == 0. 

Так как, далее, нас интересуют не сами величины Х, У, Я, а их 
отношения, и, кроме того, мы знаем, что 7-20, то мы можем для упро- 
щения формул положить еще #==с. 



й 
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Тогда уравнения (1) примут вид 

Хз уз Ххо У | 

а м 
И а. 
зы 

525 

(3)` 

Наша задача состоит в том, чтобы найти общее решение уравнений 

(2) и (3). 
Уравнение (3) выражает попросту, что точка (хх Ус 0) расположена 

на горловом эллипсе. Представим этот эллипс параметрически, полагая 

хо=ас0$ф, Уо== Оф, (4) 

Будем считать, что ф заключается в пределах от О до 2т, что дает 

все точки горлового эллипса. Подставляя эти значения во второе из 

уравнений (2), получим 

и, 
ф РР а 

или у 
м с. у 
ая ® 65059 ° 

Обозначая временно общее значение предыдущих отношений через », 

будем иметь 
Х== а^зшф, У==-6\с0$$, 

и подставляя эти значения в первое из уравнений (2), получим 

281, =, 

откуда, наконец, В 
Х=-Разшф, У==--6с0$$, 

где одновременно берутся либо верхние, либо нижние знак 

Формулы (4) и (5) дают самое общее решение уравнен 

выражая его через вспомогательный параметр $. 

Мы видим, что через каждую точку горлового эллипса, ха 

(5) 

ий (2) и (3), 

рактери- 

зуемую данным значением ф, проходят две прямолинейные образующие, 

коэфициенты направления которых суть соответственно 

(-Разшф, —6 08$, с) и (—аэтф, {6 с0$Ф, с). 

Параметрически эти две образующие представляются уравнениями 

х==асозф-- мо, у=ёзтф— 2 с08ф, 2 == 

х=ас0$ф-—— ап, у=бзшф-|- #0 с0$ф, 2 ==6# 

(для каждой данной образующей ф есть постоянная величина, 

переменный параметр). 

(6) 

(7) 

а #— 
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Если исключить # из уравнений (6) или (7), получим приведенные урав- 
нения этих прямых 

х=асозф-|-2- пФ, у=зто— 2 В созф, (ба) 

х==ас0$0 2 Япф, у=ьзтф- 2 ^. 05. (7а) 

Легко показать, что обе образующие (6) и (7), проходящие через 
данную точку (хо, Ус) горлового эллипса, находятся в плоскости, про- 
холящей через касательную к горловому эллипсу в этой точке и пер- 
пендикулярной к его плоскости. 

Для этого достаточно показать, что проекции образующих (6) и (7) 
на плоскость Оху являются касательными к горловому эллипсу в точке 
(Хо, Уо). Уравнение этой касательной имеет вид 

Хо | ЗУ 
аа в =1, 

или, принимая во внимание, что х, = 4с0$$, у, = фзшф: 

х с0$$ | узшу _ 
а ко Ь ==1. (8) 

Уравнение проекции образующей (ба) на плоскость Оху получим, 
исключая 2 из уравнений (ба). Для того чтобы произвести это исклю- 

с0зф РН 
чение, достаточно первое из них умножить на ‚ второе на АР и 

сложить, что даст как раз уравнение (8), а это и доказывает наше 
утверждение относительно образующей (ба). Так же докажем его и от- 
носительно образующей (7а). 

Легко, далее, доказать, что рассматриваемые образующие одинаково 
наклонены к касательной к горловому эллипсу, т. е. составляют равные 
углы с осью Ох. Действительно, острый угол ‘), образованный каждым 
из векторов (а зтф, — 6 со$ф, с) и (— азтф, Ьсозф, с), которые пред- 
ставляют собою векторы направлений наших двух образующих с осью 02, 
дается формулой 

со у = - —=. (9) 
У а? яп ф -|- 62 со5? -{ 62 

Угол же @ между этими образующими дается формулой 

= а2 5102 ф -- 62 с052 ф — 62 

с0$9 = аа зи ф - В? с032ф -|- 62 * бо 

В частном случае гиперболоида вращения, когда а==6, мы полу- 
чаем для ‘у постоянное значение, определяемое формулой 

——“__ ии ву=“ 
ее “1 

не 

Возвратимся к общему случаю. Мы видим, что на однополостном ги- 
перболоиде имеются две системы прямолинейных образующих (черт. 173а, 

С05 у = 
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173Ъ): образующие (6)`или (ба), которые мы будем, для краткости,”на- 
‚ зывать образующими первой системы, и образующие (7) или (7а), ко- 
торые мы будем называть образующими второй системы. 

Докажем теперь некоторые основные свойства этих образующих. 
: 1. Две любые образующие одной и той же системы не пересекаются 
и не параллельны (т. е. не принадлежат одной и той же плоскости). 

Пусть, действительно, 

а. я |! 
х=ас0$$-|-2-, Упф, У=Ь по — 2 с08$ 

а <: : [и 
х=ас08-- 2-5, У=ЬЗтЬ— 2--- с05 

‚ две образующие первой системы. Для того чтобы эти прямые заключа- 

Черт. 173. Черт. 173Ъ. 

лись в одной и той же плоскости, необходимо и достаточно условие 
(см. $ 156) 

а (с0$ф —с0$4) 6 (5тф— т) 

0— < (5 9—1) — ^^ (03 о — с05%) 

=— 44 | (с059— 03) (ше— 14 |, 
а это возможио только в случае 

с0$ф == с0$%, зшф == 31%, 

Так как по условию ф и $ заключены между О и 2п, то из преды- 
дущего следует ф==%. Значит, две различные образующие первой си- 
стемы не могут удовлетворять предыдущему условию. Так же докажем 
это утверждение относительно двух образующих второй системы. 

2. Каждая образующая первой системы пересекает кажлую образую- 

щую второй системы (или параллельна ей). 
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Действительно, пусть 

а _ : [1 
х=асо5ф-|-2. зшф, у=бзто— 2. с0$Ф (10) 

любая образующая первой системы, и 

а : [1 
х=ас0$у—2-— 34, у==фзт ф--2-; 6037 (11) 

любая образующая второй. Условия пересечения (в конечной или бес- 
конечно удаленной точке) 

а (со$ф— с0$4) Ь (пф— $15) 

< (то--я Ф) — 2 (созф-- 084) —-8 

удовлетворяется тождественно, ибо определитель в левой части равен’ 

а: { (с032ф — с0$? 4) | ($ш2ф — 9124) } =— Ч (оз —|- 

{512 $ 

а это и доказывает наше утверждение. 
В частности, образующие двух систем могут пересекаться в беско- 

нечно удаленной точке, т. е. быть параллельными. Именно, каждой об- 
разующей одной системы параллельна одна и только одна образующая 
другой системы. 
а: Действительно, для параллельности наших образующих (10) и (11) 
должно быть 

с05ф — вы 9) = -— 9? (1—1) =0, 

Зшф==-— $11, с0$ф== — с0$$, 

откуда ф=Фф---п-|- 2Ёп (где Е — целое число). 
Полученная зависимость между ф и % показывает, что эти две обра- 

зующие проходят через точки горлового эллипса, расположенные на 
концах одного и того же диаметра. 

3. Через каждую точку гиперболоида проходит по одной образую- 
цей каждой системы. Пусть, действительно, (ху, Уз, 20) любая точка 
гиперболоида, так что 

2 2 
%0 3 20 

те 
Е (12) 

Покажем, что через нее проходит одна (и только одна) образующая 
первой системы. Для того чтобы образующая (ба) проходила через точ- 
ку (хо, Ус, 2о), необходимо и достаточно, чтобы 

Ж==ас0$ф-|- 20 = ф, Уз ф— 20-® 605$. 

Решая предыдущую систему относительно созф и зто (мы временн 

ыы. 
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: рассматриваем со$ф и зшф как несвязанные между собою неизвестные), 
. получим 

Хо _ 020 Ув + №020 : 

а вс. : ь ас 
с0$ ф = 2} а © (13) 

о а 
В 

Е Для того чтобы существовал угол ф, удовлетворяющий обоим этим 
` равенствам, необходимо и достаточно, чтобы сумма квадратов правых 

частей равнялась 1; эта сумма квадратов равна 

Вы 52 2 2 
0 20/25, 05 2, % 
а? + Ь2 0262 ыы 2262 а2 92 

2 \2 22 . 
20 о 

(1+5) Рая 

Но последняя дробь равна единице, в силу уравнения (12). Итак, 
формулы (13) дают одно, вполне определенное значение ф, заключенное 

между О и 2мт, а это доказывает наше утверждение. 
Точно так же доказывается утверждение относительно образующих 

второй системы. 

} 4. Заметим, наконец, что любые три образующие одной и той же 
’ системы не ‘параллельны одной и той же плоскости. Действительно, про- 
: ведя через начало О три прямые, параллельные данным образующим, 

мы получим три различные образующие асимптотического конуса. Эги 
три образующие не могут быть расположены в одной и той же плоско- 
сти, ибо иначе выходило бы, что плоскость эта пересекает конус вто- 
рого порядка по трем прямым, что невозможно. 

Из сказанного следует, что однополостный гиперболоид может быть 
(лвояким образом) описан движением прямой. Для ббльшей ясности за- 
метим сперва следующее. 

Пусть даны три прямые Д,, А„, А„, из которых никакие две не рас- 
положены в одной плоскости. Существует бесчисленное множество пря- 
мых, пересекающих все три прямые; именно, через каждую точку А од- 
ной из прямых А, А», Аз проходит одна и только одна прямая, пере- 
секающая и две другие (здесь имеются в виду и возможные пересечения 
в бесконечно далеких точках). 

: Действительно, пусть Д какая-либо точка, взятая, например, на пря- 
‹ мой Д,. Прямая, проходящая через А и пересекающая прямые Д., Ду, 

необходимо расположена в плоскостях П”и П”, проведенных через А 
и через прямые Д,, Д.. Такие плоскости, очевидно, не могут быть па- 
раллельными (они имеют обшую точку А), не могут и совпадать (ибо 
тогда А) и А, были бы расположены в одной плоскости). Значит, пря- 
мая пересечения плоскостей П’и П” всегда существует и, очевидно, 
удовлетворяет поставленным условиям. 

. “Возвратимся теперь к нашему гиперболоиду. Возьмем на нем три 
‚ образующие Д,, А», А, одной и той же системы, скажем, первой. Вся- 
‚ кая прямая А’, пересекающая все три прямые Д,, А., Д., будет необхо- 
‚ Димо образующей второй системы. Действительно, пусть Д есть точка 

р Н. И. Мусхелишвили. 1946 34 

о лы 

“ 
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пересечения Д” с одной из прямых Д,, Д», Аз. Мы знаем, что через А 
проходит одна и только одна образующая второй системы; эта образу- 
ющая пересекает все три образующие Д,, До, А. (см. выше, 2). Но так 
как через А может проходить только одна прямая, обладающая этим 
свойством, то наша образующая совпадает с А’, а это и доказывает 
наше утверждение. 

Если перемещать А вдоль одной из образующих Д,, Д», Аз, то пря- 
мая А’, проходящая через А и пересекающая все три образующие АД,, 
А», Аз, будет описывать наш гиперболоид !). 

Итак, наш однополостный гиперболоид есть поверхность, описанная 
прямой А’, пересекающей при своем движении три образующие одной 
и той же системы. Так как три образующие Д,, А», ДА; могут быть 
взяты произвольно как из первой, так и из второй системы (но все три 
из олной и той же), то существуют два способа получения данного ги- 
перболоида, как поверхности, описанной непрерывным движением 
прямой. 

Ниже ($ 295) будет доказано, что если даны любые три прямые, не 
параллельные олной и той же плоскости, и такие, что любые две из них 
не расположены в одной плоскости, то точки прямой, пересекающей все 
три данные прямые, описывают некоторый однополостный гиперболоид.` 

Сделаем, наконец, еще одно замечание относительно однополостного 
гиперболоида вращения. В этом случае (а ==6) горловой эллипс обра- 
щается в (горловую) окружность. 

Пусть М некоторая точка этой окружности и А-— образующая од- 
ной из систем, проходящая через М. Мы знаем, что А заключается 
в плоскости, перпендикулярной к плоскости Оху и касательной в М 
к окружности. Значит, А перпендикулярна к радиусу ОМ; кроме того, 
мы знаем, что она составляет постоянный угол с плоскостью окружности. 

На основании сказанного очевидно, что если мы рассмотрим фигуру, 
состоящую из оси О2 и прямой А, и будем вращать эту фигуру вокруг 
О2, то прямая А опишет наш гиперболоид вращения. 

Вообще, если взять фигуру, состоящую из двух не пересекающихся, 
не параллельных и не взаимно перпендикулярных прямых, и эту фигуру 
вращать вокруг одной из прямых, то другая, очевидно, опишет однопо- 
лостный гиперболоид вращения. 

294. Прямолинейные образующие гиперболического параболоида. 
Обратимся к разысканию прямолинейных образующих гиперболического 

* параболоида 
х2 2 
Пе 1 Е 2 ‚ @) 

1) Мы получим таким образом все точки данного гиперболоида. Действи- 
тельно, пусть, например, А перемещается по прямой Д,. Если Мо любая точка 
гиперболоида, то всегда существует образующая Д' второй системы, проходящая 
через Му. Эта образующая, как мы знаем, непременно пересечет 4, в некоторой 
точке Ас. Значит, когда А дойдет до А», мы получим прямую 4’, проходящую 
через Мо. Надо добавить, впрочем, что образующая второй системы, проходя- 
щая через Мо, может быть параллельна Д, (такая образующая, мы знаем, будет 
Только одна); значит, чтобы получить действительио все точки, следует рассма- 
тривать и бесконечно удаленное положение А, считая, что ему соответствует 
образующая второй системы, параллельная А.. : 
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Мы знаем, что из плоскостей, параллельных плоскости Оху, только 

сама плоскость Оху пересекает поверхность (2) по прямым; остальные 

пересекают ее по гиперболам. Значит, всякая прямолинейная образую- 

щая поверхности (1) пересекает плоскость Оху (или расположена в ней). 

Поэтому в параметрическом представлении образующей 

х=жю-ЕХЬ у=у-|- У 2=2-- 2 

мы можем всегда считать 2. =0, взяв за точку (х» Ус, 20) точку об- 

разующей, находящуюся на плоскости Оху. 

В соответствии с этим уравнеиия (2) $ 292 примут вид 

№ № Хю У х г 

>. — —— == 0, А. — 0, О = (2) 

р 9 Р 9 Р 9 

Последнее из этих уравнений дает 

28 ар 
Ув — Уа’ 

или, обозначая через >. общее значение этих отношений, 

Хи = *. УР ‚ №—= АУ 9. (3) 

Далее, первое из уравнений (2) дает 

Е. 
Ур Уч 

Мы видим, что ни Х ни У не могут быть равны нулю, ибо иначе 

из предыдущего уравнения и второго уравнения (2) следовало бы Х== 

— У—.Й =—0, что невозможно. Так как нас интересуют только отно“ 

Хх 

шения величин Х, У, 7, то мы можем считать —;— — 1; тогда в силу 
ТР 

последней формулы будем иметь 

х=Ур, У=ТУР. (2) 
Исключим временно случай, когда И==0 (которому соответствуют 

две образующие, расположенные в плоскости Оху). Тогда, очевидно, в 

формулах (3) и (За) надо одновременно брать либо верхние, либо ниж- 

ние знаки, ибо иначе, в силу средней формулы (2), получилось бы 

й=0. 
Подставляя значения (3) и (За) в среднее уравнение (2), получим 

Я =2^. 

® — Итак, окончательно получаем 

ж => УР, 5=-Е^Уа, 
Х=УР, 

У= Е Уа, й = 2), 

где одновременно берутся верхние или нижние знаки. 
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Для каждого данного значения Х будем иметь две образующих 

х=ХУр-ЕёУр, у=хУч—#У4, 2=2% — (4) 
И 

х=^Ур--ёУр, у=—хУа-Е:У4, 2=2 (5) 
Исключая /, получим приведенные уравнения образующих 

х=хУр-- УР, у=^Ич—И Я, (4а) 
и 

хАУр-ЬРа, у=-уч-УТ, = (а) 
Мы временно исключили случай 7 = 0, которому соответствуют две 

образующие, расположенные в плоскости Оху. Но легко видеть, что и 
эти образующие мы получим, положив Х==0 в уравнениях (4) и (5), 
которые при эгом дают 

х=Ир, у=р—ЕУЧ, 2=0 
и 

х==Ир, у==ЁУ9, ==0, 
ИЛИ 

х у х У === —-=, &=0 И Е #=0. 

Ур У Ур Уй 

Условимся считать, что и уравнения (44), (52) изображают те же 
самые образующие при 7. =0. Тогда можно утверждать, что, придавая Х 
все возможные значения в (4а) и (52), получим все возможные обра- 
зующие нашего параболоида. 

Будем называть образующие (4а) образующими первой системы, а 
образующие (52а) образующими второй системы. 

В противоположность случаю гиперболоида, все образующие одной 
И ТОЙ же системы параллельны одной и той же плоскости. Именно, об- 
разующие первой и второй систем соответственно параллельны пло- 
скостям 

А вы ров, В > 
которые проходят через ось параболоида и через две образующие, про- 
ходящие чер:з вершину. 

Чтобы доказать это, например, относительно образующих первой си- 
стемы, достаточно разделить уравнение (4а) соответственно на Ури 
Ус и сложить. Тогда получим уравнение плоскости 

бр ВУ ыы 
т 

которая необходимо содержит нашу образующую и очевидно параллельна 
первой из плоскостей (6). Аналогично для образующих второй системы. 
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Отсюда, между прочим, следует, что образующие первой и второй 

систем различны, ибо они параллельны различным плоскостям (6)"). 

Легко, далее, доказать следующие 

свойства образующих (4а), (5а), 

аналогичные свойствам образующих 

гиперболоида (черт. 174). 

1. Две образующие одной и той 

же системы не пересекаются и не 

параллельны. Действительно, если бы 

две образующие первой системы 

г. =} 

х=^Ур Ра 

у) Ут —У 1: 
и я 

х=рУр и 2, 

т 
у = У ——_—2 

В ЖЕ. Черт. 174. 

пересекались или были параллельны, то мы имели бы (ср. предыдущий 

параграф): 
. 

Ур@—ь) Уч 0.—в) 

Ур [1 1 У (1 Е а У О-В) 
но это может быть только при А ==. 

2. Две образующие различных систем всегда пересекаются (или па- 

раллельны). Действительно, пусть даны образующие двух систем: 

И 
а Ус 

хХ=рУР Ра, у=фвУч-Е 5» 2. 

Условие пересечения состоит в равенстве нулю определителя 

УРО—в Уачо- 

УР (1—1) 99141) | 
2 № о аи" 

легко проверить, что этот определитель действительно равен нулю при 

всяких Хи р. 

1) Образующая ве может быть одновременно параллельна обеим плоско- 

стям (6), ибо ова была бы параллельна их пересечению, т. е. оси О2. Но обра- 

зующих, пграллельных оси О, очевидно, не существует. Действительно, если 

бы в уравнегиях (2) было х—=’уУ==0, то было бы 2 = 0, что невозможно. 



534 Гл. ХП. исследование ФОРМЫ ОТДЕЛЬНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ [$ 294, 295 

3. Через каждую точку параболоида проходит по одной образующей 
каждой системы. Действительно, пусть (Ху, Ус, 20) какая-либо точка па- 
раболоида. Чтобы образующая (4а) проходила через нее, Х. должно удовле- 
творять условиям: 

Хо==А УИ, =^Ич— УЧ, 

Деля первое из этих уравнений на Ур, а второе на Уз и скла- 
дывая, получаем 

тих У == ( вы —} 
2\Ур ^Уа/, 

легко непосредственной подстановкой убедиться, что это значение Х удо- 
влетворяет обоим предыдущим уравнениям, в силу соотношения 

х8 _ 
р < 9 

Совершенно аналогично для образующих второй системы. 
Из сказанного вытекает (ср. аналогичные заключения в предыдущем 

параграфе), что если взять три какие-либо образующие одной системы, 
то прямая, пересекающая эти три образующие, будет сама образующей 
второй системы и при своем движении опишет всю поверхность. 

В нашем случае вместо этого способа образования поверхности 
можио указать и другой, более простой. 

Пусть А, и А, две какие-нибудь образующие одной системы, ска- 
жем, первой. “Тогда любая образующая второй системы пересекает обе 
образующие Д; и А. и параллельна неподвижной плоскости 

== 22. 

Отсюда заключаем, что гиперболический параболоид может быть 
образован движением прямой, пересекающей две неподвижные прямые 
и остающейя параллельной неподвижной плоскости. 

Таких способов образования данной поверхности два, в зависимости 
от того, что мы можем описывать ее движением образующей первой 
или второй системы. В первом и во втором случаях движущаяся прямая 
будет, соответственно, параллельна одной или другой из плоскостей (6), 
которые поэтому называются направляющими плоскостями парабо- 
лоида. 

295. Построение линейчатой поверхности второго порядка по 
трем заданным образующим. Пусть произвольно заданы три прямые 
А, А», Аз такие, что любые две из них не расположены в одной и той 
же плоскости. Докажем, что прямая ДА, пересекающая эти три прямые 
и скользящая по ним, опишет либо однополостный гиперболоид (если Д‚, 
А›, Аз ве параллельны одной и той же плоскости), либо гиперболи- 
ческий параболоид (если А., А», Аз параллельны одной и той же пло- 
скости). 

Действительно, возьмем на каждой из прямых Д/, Д», Дз по три точки 
(произвольным образом). Мы знаем ($ 263), что всегда существует по- 
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верхность » второго порядка, проходящая через эти левять точек, Так 

как эта поверхность имеет по три общих точки с каждой из прямых 

А:, А», А., то она целиком содержит эти прямые. 

Так как среди поверхностей второго порядка только однополостный 

гиперболоил и гиперболический параболоид могут содержать три прямые, 

не расположенные попарно в одной плоскости, то, значит, проведенная 

поверхность есть либо однополостный гиперболоид, либо гиперболический 

параболоид, и А!, А», ДА. принадлежат одной и той же системе обра- 

зующих. 
Из свойств образующих упомянутых поверхностей вытекает, что мы 

будем иметь гиперболоид, если А,, Аь, Аз не параллельны одной и той 

же плоскости, и в противном случае — параболоид. 

Далее, из сказанного в двух предыдущих параграфах вытекает, что 

прямая Л, скользящая по Д,, А,, А, опишет поверхность У, а это и 

доказывает все наши утверждения. 

Точно так же легко доказать, что если даны две прямые А!, А», не 

расположенные в одной и той же плоскости, и плоскость П, не парал- 

лельная ни одной из них, то прямая ДА, скользящая по А:, Аз и парал- 

лельная П, опишет гиперболический параболоид. 

Для доказательства достаточно взять три прямые А’, А", А”, па- 

раллельные плоскости П и пересекающие обе прямые Д,, А». На осно- 

вании сказанного выше мы можем всегда построить поверхность вто- 

рого порядка, имеющую А’, А”, А’”’ образующими одной и той же 

системы, и эта поверхность будет необходимо гиперболическим парабо- 

лоидом. 
Прямые А, и А» будут двумя образующими этой поверхности, и 

прямая, скользящая по ним, будучи параллельна плоскости И, опишет 

эту поверхность. 

Ш. КРУГОВЫЕ СЕЧЕНИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

296. Предварительные замечания. Со многих точек зрения пред- 

ставляется интересным выяснить, в каких случаях в сечении поверхности 

второго порядка плоскостью получается окружность („круговое сечение“). 

Прежде чем перейти к разысканию круговых сечений, отметим сле- 

дующее важное обстоятельство. Если некоторая плоскость П пересекает 

данную поверхность второго порядка по окружности то и всякая пло- 

скость, параллельная П, пересекает эту поверхность по окружности (если 

сечение есть действительная линия). Это предложение есть непосредствен- 

ное следствие предложения $ 285, но мы докажем его еще раз, приме- 

няя тот же прием, что ив $ 285. 

Выберэем временно такую систему (прямоугольных) координат, чтобы 

плоскость Оху была параллельна плоскости П. Тогда уравнение плоско- 

сти П в этой системе имеет вид 

2 =. (1) 

Пусть уравнение данной поверхности в этой системе осей есть 

ал 1х? | @2зУ? - азз2? -- Заэзу2 -- 2авех - 2азху-- 

_ 5 2аих -{ 24з4У - 2аза2 -- аа ==0. (2) 
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Полагая 2==й, получим уравнение проекции рассматриваемого се- 
чения на плоскость Оху. 

В этом уравнении коэфициентами при х?, У? и ху будут соответ- 
ственно 41, а», 24.. Для того чтобы рассматриваемая линия была 
окружностью, необходимо и достаточно, чтобы 

@11 = 4», а == 0. (3) 

Это условие, как видим, вовсе не зависит от й, так что если оно 
соблюдено при данном значении й, то оно будет соблюдено и при вся- 
ком другом, а это и доказывает наше утверждение. 

Надо все же помнить, что и при соблюдении условия (3) пересече- 
ние может быть мнимым. Если ограничиться рассмотрением только дей- 
ствительных линий, то надо говорить, что все плоскости, параллельные П 
И пересекающие данную поверхность по действительным линиям, пере- 
секают ее по окружностям. 

Из предыдущего следует еще одно важное следствие: если в уравне- 
ниях лвух (отнесенных к какой-либо одной и той же системе осей) по- 
верхностей второго порядка члены второго измерения одинаковы, то 
плоскости, пересекающие одну из них по окружности, будут пересекать 
по окружности и другую. 

Действительно, в этом случае члены второго измерения в обоих 
уравнениях остаются одинаковыми, если перейти к любым другим осям 
координат !), в частности к таким (прямоугольным) осям, при которых 
плоскость Оху параллельна плоскости, пересекающей одну из поверхно- 
стей по окружности. Но в этой системе для одной из поверхностей бу- 
дем иметь условия (3); значит, эти же условия будут иметь место и для 
другой, а эт0 и доказывает наше утьерждение. 

На основании этого можно, например, сразу сказать, что для двух 
сопряженных гиперболоидов и их асимптотического конуса плоскости, 
производящие круговые сечения, будут одними и теми же. 

Здесь слелует сделать оговорку, аналогичную сделанной выше: может 
случиться, что плоскость пересекает одну из рассматриваемых поверхно- 
стей по окружности, а другую не пересекает вовсе (пересекает по мни- 
мой окружности). Но если она пересекает и другую по действительной 
линии, то линия эта будет окружностью. 

297. Круговые сечения центральных поверхностей второго по- 
рядка. Начнем с разыскания круговых сечений центральных поверхно- 
стей второго порядка: эллипсоида, обоих гиперболоидов и конуса. 
Исключая временно случай конуса, уравнения всех этих поверхностей 
можем представить в виде 

а (1) 

Пусть имеется какая-либо плоскость, пересекающая поверхность (1) 
по окружности. Тогда параллельная ей плоскость, проходящая через на- 

1) Мы предполагаем, что уравнения нащих поверхностей приведены к виду Е(х, у, =) =0 и что, при замеие осей, мы ограничиваемся заменой х, у, 2 в поли- номах Р(х, у, 2) их выражениями через новые координаты (не производя со- кращения или умножения уравнений на постоянные множители). 
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чало координат (центр), также будет пересекать нашу поверхность по 
окружности (на основании сказанного в предыдущем параграфе), если 
только последнее сечение — действительная линия. Но, очевидно, в слу- 
чае эллипсоида и однополостного гиперболоида всякая плоскость, прохо- 
дящая через центр, пересекает поверхность по действительной линии. 

. Таким образом в случае эллипсоида и однополостного гиперболоида мы. 
можем ограничиться разысканием плоскостей, производящих круговые 
сечения, проходящих через центр. Все остальные плоскости круговых се- 
чений будут параллельны им. | 

Итак, пусть имеется круговое сечение, плоскость которого проходит 
через начало. Пусть радиус сечения есть г. 

Построим сферу с центром в начале, имеющую радиус г. Сфера эта 
проходит, следовательно, через наше круговое сечение. Уравнение этой 
сферы напишем в виде 

2 у? 22 

а Ра Ё (2) 

Точки искомого кругового сечения должны одновременно удовлетво- 

рять уравнениям (1) и (2), а следовательно, и уравнению, получаемому 
вычитанием их, т. е. уравнению 

пе е-юи-ь © 
Поверхность второго порядка, представляемая уравнением (3), есть 

конус с вершиною в начале координат, который содержит в качестве 
составной части плоскость, производящую наше круговое сечение. Дей- 
ствительно, если (%, Уз, 20) есть какая-либо точка нашего кругового 
сечения, то она принадлежит конусу (3), и значит, вся прямая, прохо- 
дящая через начало координат и эту точку, принадлежит поверхности (3). 
Следовательно, эта последняя содержит все прямые, выходящие из О и 
расположенные в плоскости кругового сечения, которая, таким образом, 
целиком принадлежит поверхности (3). 

Но мы знаем, что в этом случае поверхность (3) должна распадаться 
на две плоскости; а для этого необходимо и достаточно, чтобы дискри- 
минант квадратичной формы в левой части уравнения (3), зависящей 
от трех переменных х, у, 2 был равен нулю. Но этот дискриминант есть 

Итак, должно быть 

(я) (5-я) (-в)=50. © 
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Рассмотрим теперь в отдельности случай эллипсоида и гиперболоида- 

1. В случае эллипсоида имеем 

а= а, В==5?, ]==08. (5) 

Будем считать, что 
а>ь с. (6) 

Уравнение (4) дает три значения для г: 

г=а, Г=фЬ, Г==С. 

При г==а уравнение (3) принимает вид 

Так как коэфициенты при у? и 2? имеют один и тот же знак, то 

предыдущее уравнение удовлетворяется только точками оси Ох (т. е. 

при у=2==0), и значит, не представляет совокупности двух действи- 

тельных плоскостей (оно представляет совокупность двух мнимых пло- 

скостей, пересекающихся по действительной прямой). Такой же результат 

получим при г= с. 
Остается рассмотреть случай, когда г==5. В этом случае уравне- 

ние (3) принимает вид 

1 1 1 1 

(в) (в-=)7=6 
или 

и" 
Так как 

о > 
то предыдущее уравнение дает совокупность двух действительных плоскостей 

И 11 т ГРИ 

хУн-=—Уа-в-6 хХУ=-+:Уз—#=% ® 

проходящих через среднюю ось эллипсоида и одинаково наклоненных 

по отношению к большой (или малой) оси. 
Все прочие круговые сечения производятся плоскостями, параллель- 

ными этим двум плоскостям. 
Итак, имеется два ряда круговых сечений; плоскости их параллельны 

одной из плоскостей (7). На черт. 175 изображен главный эллипс в 

плоскости Охг и следы плоскостей (перпендикулярных к плоскости Охг), 

производящих круговые сечения. Эти следы образуют два ряда парал- 

лельных хорд нашего эллипса. Ясно, что центры круговых сечений на- 

ходятся на серединах этих хорд. Значит, центры круговых сечений одного 

и т0го же ряда расположены на одной и той же прямой, а именно на 

диаметре главного эллипса в плоскости Охг, сспряженном с направле- 

нием следов соответствующих круговых сечений. Прямые АА’ и ВВ', на 
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которых расположены центры круговых сечений, пересекают эллипсоид 

в четырех точках А, 4’, В, В’, которые называются точками закруг- 

дения или омбилическими точками. 

В случае сплюснутого эллипсоида вращения (а=в> с) плоско- 

сти (7) сливаются в одну, 2=0, и мы получаем только один ряд кру- 

говых сечений, перпендикулярных К 0Си вращения; омбилические точки 

(их будет теперь только две) совпадают с концами оси вращения, В слу- 

чае вытянутого эллипсоида вращения (а> ==) получаем аналогичный 

результат. Наконец, в случае а=6==с эллипсоид есть сфера и всякое 

сечение является круговым. В этом 

случае все точки поверхности — 

омбилические. 

2. В случае однополостного ги- 

перболоида имеем 

а—а, 8=5?, у=— С. 

Значит, для г можно взять только 

два действительных значения: г =4 

и г==6. Предположим, что а>. 

Тогда, аналогично предыдущему, 

легко установить, что поверхность (3) Черт. 115. 

распадается на две действительные 

плоскости только в случае г==а; уравнение ее в этом случае будет 

инь 
Оно распадается на два линейных: 

1 1 1 1 1 1 1 

У з-в—2У э+ 7% зу в ВУ +20. ® 

Значит, круговые сечения производятся двумя плоскостями (8), прохо- 

дящими через большую ось горлового эллипса и одинаково наклонен- 

ными к плоскости этого эллипса. Все прочие круговые сечения произ- 

водятся плоскостями, параллельными упомянутым. Таким образом мы и 

здесь имеем два ряда круговых сечений. 

Следы плоскостей, производящих круговые сечения, на плоскости Оуг 

образуют два ряда параллельных хорд главной гиперболы в плоскости Оу. 

Центры круговых сечений расположены, очевидно, на диаметрах этой 

гиперболы, сопряженных с упомянутыми хордами. Так как хорды пере- 

секают гиперболу в действительных точках, то эти диаметры не пере- 

секают ее (пересекают сопряженную гиперболу). 

В случае однополостного гиперболоида вращения (а = 5) обе плоско- 

сти (8) сливаются в одну, 2 — 0, и мы имеем только один ряд круго- 

вых сечений, перпендикулярных к оси вращения, с центрами на ней. 

3. Рассмотрим теперь двухполостный гиперболоид 

1. ©) 

Легко видеть, на осиовании сказанного в $ 296, что плоскость вся- 
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кого кругового сечения этого двухполостного гиперболоида будет плос- 
костью кругового сечения однополостного гиперболоида, сопряженного 
с ним, уравнение которого есть . 

2 х? ОЕ: . 
т ыы с") 

Обратно, плоскости, производящие круговые сечения в гипербо- 

лоиде (**), производят также круговые сечения в гиперболоиде (*), если 
только пересекают его по действительной линии, 

Значит, круговые сечения двухполостного гиперболоида производятся 

теми плоскостями, параллельными одной из плоскостей (8), которые вообще 

встречают нашу поверхность. И тут мы имеем два ряда круговых сечений. 
Прямые, соединяющие центры этих окружностей, расположены, как 

было показано выше, в плоскости Оу2 и пересекают данный двухполостный 

гиперболоид (*) в четырех точках, называемых точками закругления или 

омбилическими точками. 
В случае двухполостного гиперболои3а вращения (а == 8) оба ряда кру- 

говых сечений сливаются в один и омбилические точки (их будет теперь 

две) совпадают с вершинами гиперболоида. 
4. Легко также найти круговые сечения конуса 

х2 У? 22 
к (#**) 

Действительно, на основании сказанного в $ 296 эти круговые сече- 

ния производятся теми же плоскостями, что и круговые сечения одно- 

полостного гиперболеида (%*). Е 
Если рассматривать одно из круговых сечений как направляющую, 

то мы видим, что всякий конус второго порядка (***) может быть рас- 

сматриваем как „наклонный круговой конус“, т. е. как геометрическое 

место прямых, проходящих через неподвижную точку и неподвижную 

окружность. 
В случае а==6 („прямой круговой конус“) оба ряда круговых сече- 

ний сливаются в один. 

298. Круговые сечения эллиптического параболоида и эллипти- 

ческого цилиндра. Нам остается рассмотреть только круговые сечения 

эллиптического параболоида и эллиптического цилиндра, ибо гиперболи- 

ческий параболоид, а также параболический и гиперболический цилиндры 

не могут иметь круговых сечений. Действительно, мы знаем, что все 

плоские сечения гиперболического параболоида — линии параболического и 

гиперболического типов. Также очевидно, что параболический и гипер- 

болический цилиндры не могут иметь круговых сечений. 

Итак, рассмотрим эллиптический параболоик 

2. а) 

На основании сказанного в 5 296, плоскости, производящие круго“ 

вые сечения в поверхности (1), производят также круговые сечения в 

эллиптическом цилиндре : 
Кез ка у 

РР =]. 2 Е (2) 
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На основании сказанного в том же $ 296, мы можем ограничиться 

разысканием сечений, плоскости которых проходят через начало коор- 

динат. Пусть г радиус одного из таких сечений, и 
> х2` 2 22 

три 8) 
уравнение сферы с центром в начале координат, проходящей через это 

сечение. Вычитая (3) из (2), получим уравнение 

1 1\.2 1 ТА. 22 
тя) х +(е-в)у—#=0, (4) 

которому должны удовлетворять все точки искомого сечения. Как и в пре- 
дыдущем параграфе, заключаем, что г должно удовлетворять уравнению 

(ря) (4) я=6 
откула следует, что 7? ==р, или 7? = 4. 

Пусть р> 4. Тогда, как легко видеть, при /2==4 конус (4) не рас- 
падается на действительные плоскости. Остается предположить, что г? == р. 
Тогда уравнение (4) может быть переписано так: 

и представляет две действительные плоскости 

1 Г У т Й. 1 1 у т 
——_—_—_ 2 —=0 и И —=0 

у р р 7 4 р г Р з (5) 

прохолящие через большую ОСЬ поперечного сечения цилиндра, которое 

есть эллипс 

1 г. ай. 2—1 

ра . 

и одинаково наклоненных к плоскости этого поперечного сечения. 
Все прочие круговые сечения производятся плоскостями, параллель- 

ными одной из плоскостей (5). Мы имеем, значит, и здесь два ряда 
круговых сечений, одинаково наклоненных к поперечному сечению ци- 
линлра. В случае кругового цилиндра оба эти ряда сливаются в один. 

Вернемся к параболоиду (1). На основании сказанного, круговые 
сечения в нем производятся плоскостями, параллельными олной из пло- 
скостей (5) и встречающими данную поверхность. 

Следы круговых сечений на плоскости Оуг дают хорды параболы 
у? = 242. центры круговых сечений расположены на серединах этих хорд, 

т. е. на диаметрах, сопряженных с их направлениями. Мы имеем, таким 

образом, на плоскости Оу2 лве прямые, параллельные оси, на котерых 

расположены центры круговых сечений. Прямые эти пересекают парабо- 
лоид в двух точках, называемых омбилическими. 

В случае параболоила вращения (р==49) имеется только один ряд 

круговых сечений с центрами на оси вращения. `Омбилическая точка 
только одна -— вершина параболоила. 



ДОБАВЛЕНИЕ 

ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ СВЕДЕНИЯ О ЛИНЕЙНЫХ И КВАДРАТИЧНЫХ 

ФОРМАХ 

В этом Добавлении мы излагаем те свойства линейных, квадратичных и би- 

линейных форм, которыми мы пользуемся в процессе изложения. Мы считаем 

что читатель знаком с элементами теории определителей. Все же в отделе 1 мы 

напоминаем некоторые основные свойства определителей, приводя иногда и до- 

казательства. 
1. ОБ ОПРЕДЕЛИТЕЛЯХ И ТАБЛИЦАХ 

1. Некоторые свойства определителей. Мы считаем известным, что пред- 

ставляет собою определитель п-го порядка 

а: ар. . т 

Е ах бо. - - @п (1) 

1 @2 + - * @т 

который составлен из 7? элементов, расположенных в таблицу 

аа а - - -@й 

а%. . .@ ал 22 п (2) 

ал @п2- Чт, 

состоящую из п строк и п столбцов. Каждый элемент обозначен одной буквой 

(в нашем случае а) с двумя индексами (значками), первый из которых указы- 

вает номер строки, а второй -- номер столбца, которым прииадлежит данный 

элемеит. 
Напомним теперь следующие понятия. 

Если из определителя (2) вычеркнем строку с номером Ё и столбец с номе- 

ром #, т. е. строку и столбец, пересекающиеся на элементе ак, то мы получим 

определитель (п — 1)-го порядка, называемый минором элемента а}, в опреде- 

лителе А. 
„Минор, взятый со знаком, выбранным по определенному правилу, которое 

мы сейчас укажем, называется алгебраическим дополнением элемента ат. 

Правило это заключается в следующем: если фи Е одинаковой четности"), 

то перед минором берется знак (--); если же Ти различной четности ?), то 

берется знак (— ). у 

Например, в определителе третьего порядка 

аи @12 @з 

ал @22 @23 

@з1 @32 @зз 

1) То-есть оба нечетные или оба четные. 

2) То-есть одно из иих четное, а другое иечетное. 
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минорами элементов последней строки (т. е. элементов 031 @3> @зз) являются со- 

ответственно определители второго порядка. 

@5 @зз @1 @13 

@22 @э3 

@11 @13 
‚ 

а @23 аа @2а 

а алгебраическне дополнения тех же элемеитов соответственио суть 

@5 @зз @11 @1з __| 4141 @1а 

Аз = ‚ Ав=— , 

@2 @2 а @зз ал @2 

Вообще через Аж мы будем обозначать алгебраическое дополнение эле- 

мента а; в определителе. А. 
Определитель называется симметричным, есяи ау; = ал, т.е. если элементы, 

расположенные симметрично относительно „главной диагонали“ (идущей сверху 

вниз И слева направо), равны между собою. Легко видеть что в случае сим- 

метричного определителя 
А;— Аз. 

Мы считаем также известным свойства оиределителей, приводимые ниже 

(иногда с краткими доказательствами): 

1°. Если в определителе поменять ролями строки и столбцы (т. е. заменить 

строки столбцами с теми же номерами и обратно), то определитель не изменит 

величины. 
9°, Если поменять местами две строки (или два столбца), то определитель 

изменит знак на обратный. 
3°. Если в определителе две строки (или два столбца) одинаковы, то опре- 

делитель равен нулю (эго свойство есть, очевидно, непосредственное следствие 

предыдущего). 

4°. Определитель А равен сумме элементов какой-либо строки (или столбца), 

умноженных на соответствующие алгебраические дополнения. Выравим это пред- 

ложение формулой. 
Пусть, например, мы взяли строку с номером Е; тогда по только что ска- 

занному 
А=ан Ав, аыАю +. .-- @рлА рп» (3) 

или, короче, 
п 

А = У анАн 
{За) 

1=1 

(суммированне по значку 2). 

Аналогично, если возьмем столбец с номером Е, то будем иметь 

п 

А=аь Ав - аль Ак +... апьАпе = ХУХаАиь (4) 
1—1 

Формулы (3) и (4) выражают разложение определителя по элементам 

Е-й строки или Ё-го столбца. 

Если в правой части формулы (3) заменить элементы Е-й строки ар» ак - .-› @йп 

элементами ал, а» - -.› @т какой-либо другой строки, с номером |, то мы по- 

лучим уже не определитель А, а определитель, в котором две строки одинаковы 

{а нменно, Ё-я строка нового определителя будет тождественна с {-Й). Значит, 

этот новый определитель будет равен нулю. Таким образом имеем 

анАн  авАю +... атАвп = 0 (если 17 #)- (5) 

Результаты (3) и (5) можно выразить одной формулой: 

А, если [= А, 

0, если 13 Ё. анАм + ао Аьь |
... атАл — | 

(6) 
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Точно так же, исходя из разложения определителя по элементам Ё-го столбца, 
получим 

А, если [=А, 

аль Е ак - . - - | атАль == (7) 
0, если 15} Е. 

5°. Если элементы какого-либо столбца определителя представлены каждый 
в виде суммы двух величин, то данный определитель есть сумма двух определи- 
телей, получаемых из данного, если в упомянутом столбце оставить только пер- 
вые слагаемые или только вторые. Это непосредственно вытекает из формулы (4). 
ие предложение получится, если мы поменяем ролями строки и 

столбцы. 

Примеры: 

аа @р аз Ваз @11 @12 @з ан @ю В 

аа @о аз | Вы | 2 @з @3 |+| @л @а 63 

а: @з2 @зз Е 6зз 23: @з2 @3з аа @2 63 

ат @12 @1з Чи @;2 @з 2: @312 @13 

б21 а аз =| бя @>2 аз |+| @4 @2 аз |. 

а + Ва аз + 62 @з - 6 | | @ @з2 3 бы ба В 

6°. Если все элементы одной какой-либо строки (столбца) определителя 
умножить на один и тот же множитель, то весь определитель умножится на тот же 
множитель. 

Определитель не изменится, если к элементам одной строки (столбца) при- 
бавить элементы другой строки (столбца), умноженные на один и тот же мно- 
житель. 

71°. Рассмотрим два определнтеля 

@11 @12. . о @т Ва Ва. . - бы 

ЕН Век аа В ВЕ: оса 

Я@пл ат. ‹ Я би био. . - би 

одного и того же порядка п. Произведение АВ этих определителей может быть 
представлено также в виде определителя 

Са 2. ‹. - бт 

ЕР а ве 

Сил Спа - - - бл 

п-го порядка, элементы которого составляются по следующему правилу: эле- 

мент с1, есть сумма произведений элементов {-й строки определителя А на со- 
ответствующие элементы А-й строкн определителя В, так что 

п 

ст == анбы 4 @вбь +... атбь == УуавЬь. (8) 
ь 5=1 

Так как определитель не изменяется при замене строк столбцами и обратно, 

то предыдущее правило можно видоизменять различным образом, производя 

в определителях А, В, С замену строк столбцами и обратно. Например, если 

применить правило (8), предварительно заменив в определителе В строки столб- 

цами и обратно, то получим 
п 

сь = ав - авбоь +... абв = У акб, (9) 
5—1 

т. е, вместо „построчного“ умножения (8), мы получим умножение элементов 

строк первого определителя на соответственные элемеиты столбцов второго. 
| | 
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О таблице 

. С бе. - бт 

Са Си - + + бп 

элементы которой составлены из элементов таблиц 

41. . - @т в. - бт 

о 3 те ЧИ о ден 

ат. - . @т Вт. . об 

по одному из указанных правил (8) или (9), говорят, что она получена из двух 
последних таблиц путем их перемножения (в первом случае — построчного, а но втором — умножением строк на столбцы). 

2. Ранг определителя или таблицы. Из элементов таблицы (2) $ 1 мы можем составить не только определитель АД, порядка п, Но и ряд других опре- делителей, вычеркивая известное количество любых строк и такое же количе- 
ство любых столбцов. Все такие определители (включая и А) мы будем называть 
определителями, составленными из Таблицы (2) 5 1. 

Если опрелелитель А отличен от нуля, то говорят, что ранг таблицы ра- 
вен п; если же Д == 0, то ранг будет меньше л. А именно, ранг таблицы опре- 
деляется следующим образом: если среди определителей порядка г, составлен- 
ных из таблицы (2) 6 1, есть по крайней мере один, отличный от нуля, а все определители высшего порядка равны нулю, то говорят, что ранг таблицы 
равен г. 

Часто, вместо того чтобы говорить о раиге таблицы, говорят о ранге опре- 
делнтеля А. 

Таблица (2) $ 1 есть „квадратная“ таблица, состоящая из равного числа 
Сток и столбцов. Понятие ранга можно распространить и на „прямоугольную“ 
таблицу | 

1 @2 аз. . -@п 

@1 @22 аз. . . @2п 
(1) 

Япа то @тз. - . @т 

состоящую из т строк и п столбцов, причем т может отличаться от п. Из этой 
таблицы вычеркиванием ряда строк и столбцов (в таком количестве, чтобы 
оставшаяся таблнца была квадратной) можно составить ряд определнтелей. Если 
среди них есть хоть один определитель порядка г, отличный от нуля, но все 
опрелелители порядка выше г равны нулю, то говорят, что ранг таблицы (1) 
есть г. Ясно, что ранг таблицы ие может быть больше, чем наименьшее из двух 
чисел т, и. . 

Для того чтобы установнть, что ранг таблицы равен г’, достаточно найти 
в этой таблице хотя бы один определитель порядка г, отличный от нуля, и, 
кроме того, показать, что все определители той же таблицы, порядка (71), 
равны нулю. Действительно, тогда будут равны нулю и все определители по- 
рядка (г-- 2), в чем можно убедиться, разлагая их по элементам какой-либо 
строкн или столбца. Также убеждаемся, что равны нулю определители порядка 
(Г-- 3) ит. д, т. е. все определители порядка выше г. 

Докажем теперь одно предложение, которое понадобится нам в дальнейшем. 
Условимся говорить, что дьнная строка есть линейная комбинация других 
данных строк, если она получается умножением этнх последних на некоторые 
числа н сложением 1). 

1) „Умножить строку на число“ значит умножить каждый элемент строки 
на это число. 

Н. И. Мусхелишвили. — 1946 35 
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Например, если при помощи двух строк 

ап, @р, --., Я т, 

ал, @в,.-*, @т 

составить строку 

лан + Вал, --., лат Ват, {2) 

то эта последняя есть линейная комбинация двух предыдущих. Предложенне, 

которое мы хотим доказать, заключается в следующем: 

Ранг таблицы не изменится, если приписать к ней строку, являющуюся 

линейной комбинацией каких-либо строк данной таблицы. 

Пусть, например, к таблице (1) ранга г приписана строка (2). Локажем, что 

все определители г -|- 1-го порядка этой таблицы равны нулю. Действительно, 

если данный определитель Г-|- 1-го порядка целиком принадлежит старой 

таблице, то он равен иулю (ибо ранг старой таблицы есть г). Возьмем теперь 

какой-нибудь ' определитель Г-- 1-го порядка, содержащий элементы новой 

строки: 
Чт, Яр, + бай 

ар, Чл, - бл 
(3) 

ла, вар, Хар, Е ра, --. у + ал 

На основании сказанного в $ 1 (5°) определитель этот равен с мме: р 

бк, Чл, ры Яр, 1 Яр ь, Ч, Сы ба | 

а; а; а; а; а а; 

) Нл Бо * * ПН - 1 > ПЫЁ --1 

др Ч... бы ар Ч, ... Ил 

Но оба предыдущих определителя равны нулю либо в силу того, что в’ них есть 

одинаковые строки, либо в силу Того, Что они — определители г -{- 1-го порядка, 

принадлежащие таблице (1). 

Таким образом определитель (3) равен нулю. С другой стороны, в старой 

таблице, а следовательно, и В нов-й, имеется определитель порядка 7, отличный 

от нуля. Следовательно, ранг новой таблицы равен рангу г старой. 

Ясно, что ход рассуждения останется таким же, если приписанная строка 

получена комбннацней не двух, а любого числа строк. 

Совершенно аналогичное предложение получим, заменив строки столбцами. 

Следствие. Отметим непосредственное следствне предыдущего предло- 

жения: если все строки таблицы суть линейные комбинацни г строк, и если 

в этих последних содержнтся определитель порядка г, не равный нулю, то ранг 

таблицы равен г. Действительно, р:нг таблицы, составленной из упомянутых 7 

строк, равен, очевидно г. Но ранг этот останется неизменным, если к этой 

последней таблице приписать любое число строк, являющихся линейными комби- 

нациями взятых строк. 
3. Решение системы линейных уравнений с определителем, отличным 

от нуля. Напомним, наконец, как решается система и линейных уравнений 

анх, + аз +. . „1 атхв = в, 

В Е АО а) 

апаха Е атаха |. . | апп в = бт 

с л неизвестными Х1, Хз, -.› › п» где @1, --.› @ля» ба> *.. › бп —— заданные 

величины. 
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Мы рассмотрим пока тот простой случай, когда определитель 

ал. - -@п 

А = й 

ат: - - @т 

составленный из коэфициентов при неизвестных, отличен от нуля. 

Умножим уравнения (1) соответственно на 

Ак, Ак, = 9 Апь, 

т. е. на алгебраические дополнения элементов @1ь, @2ь,. . +› @пь Е-го столбца, 

н сложим. Коэфициенты при х; в левой части полученного равенства будут, 

очевидно, 
ва вай... + ашАпь; 

но эта сумма равна нулю, при всех значениях ? кроме значения =, когда 

она обращается в Д; см. 6 1, формула (7). 

Значит, в левой части остается единственный член, равный Ах»; таким 

образом будем иметь 
Ахь — Дурву - Арво + ... -- Альп В {2) 

1 

А 

Придавая & значения 1, 2,. . ., п, получнм такнм образом вполне опре-. 

деленные значения для всех неизвестных. Непосредственной их подстановкой 

в (1) убеждаемся, что система наша действительно удовлетворена. 

Решение (3) можно, очевидно, переписать и так: 

откуда 

хь == (Аль | Азьво-Н - . - + Ап»). (3) 

ал @о- - аль в @ьы- * п 

в а Чт. - "ль бп Чл. > + Чтв (4) 

ал @12. $. - @т к 

@т @п2. $ -@т 

т. е. х» выражается дробью, знаменатель которой есть определитель коэфициен- 

тов при неизвестных системы (1), а числитель — определитель, получающийся 

из предылущего, заменой Ё-го столбца столбцом свободных членов В, 65, .--, би. 

Отметим, что величины хь выражаются линейно и однородно через сво- 

бодные члены 8,6... .-,› в; это следует непосредственно из (3). 

В частности, если &1=8= ... =8=0, то, как показывает любая 

из формул (2), (3), (4), будем иметь 

ЖЕ. =... = хи =0. 

Следовательно, если определитель А отличен от нуля, то линейная и одно- 

родная система 
азия ах, +. - + Натхи = 0, 

атл: | алзха | - ‹ + -Р @пвХв = 0 

допускает только „нулевое“ решение; хи: == х. ==... = хп = 0. 

Случай, когда А == 0, будет рассмотрен ниже ($6, 7). 
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ь И. ЛИНЕЙНЫЕ ФОРМЫ 

4. Алгебраические формы. Линейные формы. Алгебраической формой 

иескольких перемеиных 1, Х2, +-- › Хп Называется целая рациональная и 

однородная функция этих переменных. Напомним, что целая рациональная 

функция называется однородной, если все члены ее — одной и той же степени, 

или, как говорят, одного измерения. Число, показывающее степеиь (измерение) 

каждого из членов формы, называется ее порядком или также измерением. 

Формы первого порядка называются ‘линейными, второго порядка — квадра- 

тичными и т. д. 
Лннейная форма Х переменных №1, Хо»... › Хп имеет ВНД 

= а,х: + ах +. о * + @ихь, (1) 

где а:, @2, ...» аи — постоянные коэфициенты формы. Например, 3х 4-22 

есть линейная форма переменных х, У, 2. 

Линейная форма равна тождественно нулю (т. е. при всех значениях пере 

менных) тогда и только тогда, когда все коэфициенты @1, 42, .--› @п РАавны 

нулю. Действительно, если }=0 тождественно, то полагая, например, ж=1, 

Ха = Жв= ... = хп==0, получим а =0; также докажем равенство нулю 

остальных коэфициентов. Обратно, если все коэфициенты равны нулю, то, оче- 

видно, } = 0 тождественно. 

5 ‘Система линейных форм. Зависимые и независимые линейные 

формы. Особый интерес представляет изучение совокупности иескольких лИ- 

нейных форм. 
Пусть имеем т линейных форм #1, №, -.. › Ут, определяемых равенствами 

` 

= анж -- арх | и 

рю = анла - ах Е - + - | @лХь @) 

{т= аа ата ‹ - - -НатпХи- 

Коэфициенты мы снабдили двумя значками, первый из которых указывает 

номер формы, а второй — номер переменной, на которую умножается данный 

коэфициент. 
Формы Д , 12, -.- › Лт Называются линейно зависимыми, если существуют 

такие числа №1, №,...›^т (3 которых по крайней мере одно отлично 

от нуля), что имеет место тождество 1) 

м» № - ... + Ат т == 0. (2) 

Если же таких чисел №, :.., м Найти нельзя, кроме ^. = № =... = 

=) =0, то наши формы называются линейно независимыми. 

Происхождение этих названий понятно: если имеет место тождество (2), то 

будем иметь, считая, например, Аш 3 0: 

т=л № + ... ЧН Ёт Ут» 
(3) 

г » ^ 
1 т—1 

В Зе . зу а 

т. е. {м есть линейная комбинация остальных ?). При этом мы считали, что 

т)_>2. Определение линейной независимостн и зависимосги, основанное на (2), 

применимо и к одной единстве ной форме (т=1); в этом случае, очевидно, 

форма „линейно независима“ тогда и только зогда, когда она не равна тожде- 

ственно нулю. 

1) То-есть равенство, справедливое при всяких значениях перемениых 

у Ха» --.› №: 

2) Некоторые нз величин Ё, Ёа, ++ - » Ат (и даже все . вместе) могут 

быть равны нулю. : 
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В качестве простого примера отметим еще случай двух форм 

Л =анх, фах +... атхи и аня + ао +... + @2лхп. 
На основании только что сказанного, эти две формы зависимы тогда и только 
тогда, когда имеет место одно из тождеств 

В=А/, или Д=РЪ, (*) 
где Ки #А'—постояиные, отличные от нуля. Если, например, форма 1, не равна 
тождественно нулю, то наверное нмеет место первое из предыдущих равенств; 
если ]› не равна тождественно нулю, то иаверное имеет место второе из этих 
равенств. Если же обе формы АД, /) не равны тождественно нулю, то имеют 
место оба эти равеиства 1), 

Из тождества =АЙ, т. е. из тождества анх +... пхп = 
=А(анл. |. . .-Рамх,) вытекает | 

вл = Рад, @л == Ра, ..., 92. = К@лп, ы (=®) 
т. е. что коэфипиенты формы № пропорциональны коэфициентам формы 7. 

Докажем теперь следующее важное предложение: 
Формы 1, /„,..., Ли независимы тогда и только тогда, когда ранг таб- 

лицы их коэфициентов 

@11 @12 ... @п 

421 @2 „.- @п (4) 

Ятл @то + -. тп 
равен числу форм, т. е. т. 

Общее: если ранг таблицы (4) равен г т, то любые Р-НЕ (#=1,2....) 
форм, взятых из данных форм 

Л, ео У ы (5) 

зависимы между собою; среди форм (5) можно всегда выбрать г независимых 
друг от друга форм; все остальные формы (5) будут линейными комбина- 
циями этих г форм. 

| Действител но, пусть г есть ранг таблицы (4), так что по крайней мере один 
определитель порядка г, составленный из эгой таблицы, отличен от нуля. Не 
нарушая общностн, мы можем считать, что 

аа @...@ 

Я @22...@5р 
= се (6) 

@ @;2.-.@ть 

(Для этого в случае надобности, достаточно переставить номера`у /,, =, ..., т 
и у переменных ху, Х»..., Хл.) Докажем, что формы Д, /ь,..., }, — независи- 
мые. Действительно, предположим, что существует тождество 

АЛЬ... Л, = 0, (7) 

№ (ал, + ах, +... Н ати) + 

№ (алж ах, |... @тхи) 

или, подробнее, 

+ № (@нх, + арх +... + @тхи) =0. 

1) Так как, по условию, формы Л, , /. — зависимы, имеем », Л» =0, где 
№1, №» — некоторые постоянные, не равные одновременно нулю. Если каждая из 
форм 11, Л не равна тождественно нулю, то, очевидно, ни одно из чисел №, № 
не может равияться нулю, и мы имеем оба равенства (*). Если же, например, 
Ё не равна тождественно нулю, а /„ — тождественный нуль, то имеем первое 1 , 2 р 
из равенств (*) при А = 0. 
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Так как, по предположению, предыдущее равенство есть тождество, то все 

коэфициенты при Хь Х»..-› Хп должны быть равны нулю, т. е, мы должны 

иметь 
+ № | --. + №ая =0, ан 

ва › . ох . о . о ... 

Залп -- №э@ов - - {{ Х,ат == 0. 

Но так как определитель коэфициентов прн ^,,..., № В первых г уравне- 

ниях отличен, по условию, от нуля 1), то, на основании сказанного в $ 3, мы 

должны иметь №, =) =... = ^, =0. Значит, тождество (7) не может иметь 

места, если хоть одно из чнсел ^; отлично от нуля; а это и доказывает, что 

формы №» №, .--, , — независимы. 

Покажем теперь, что все остальные формы /,-- 1» Л. 42 суть линей- 

ные комбинации формы ах Ре 

Пусть 7; есть одна низ форм Лт». * = /п- Составим определитель 

а1 @:2-.-@т В 

ад @2...@ № 

ад а» @п Х 

ан ав а П 

который, как мы видим, получается из Р прибавлением одной строки и одного 

столбца, и докажем, что он тождественно равен нулю. 

Действительно, подставляя вместо р,....Х» Н их значения, получим 

ан ар..-@иг @нХ1 + @12%2 + ..- + @иХв 

а @2...@ @а Аа 4 ах +... + 92" в 

В оо оо еее еее 

ад @р...@т @нж Г ра +... ай 

ак аь.--@ы @их | @р% + --. 2 4иХя 

На основании 6 1, 5°, предыдущий определитель можно представить как 

сумму п слагаемых 

а11 @12-..@т @п 21 @12.--@т Яап 

@02 .-.@2е ал й а2 @%..- @р @п 

о 
Е С 

ан @р.-.@ь @и ар Чр---@г @т 

Но все определители, фигурирующие справа, равны нулю, лнбо в силу 

того, что у них два одинаковых столбца, лнбо в силу того, что они суть опре- 

делители ("-|- 1)-го порядка таблицы (4), ранг которой г. 

Итак, имеем тождественно 
р =9. 

Разлагая определитель О; по элементам последнего столбца, получим 

БР = Л + - ... А, - ру, 

где 4, №» № ...,^м О) СУТЬ алгебраические дополневия элементов Руа». Ле 

в Р; (причем О здесь имеет то же значение, что выше). 

Значит, из Оу =0 следует 

РАМА +... НМ =0; 
(8) 

1) Это есть тот же определитель р, в котором строки заменены столбцами. 
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так как р 0, то, деля обе части на О, получаем (обозначая через А, Ё».. .›Ёь 

постоянные) 
н=ВЛ +... + В (ва) 

т. е. форма /; есть лннейная комбинация форм Хи, №» ...,Ё» а это и доказывает 

наше утверждение. 
Остается показать, что любые (г-- Е (Е=1,2,...) форм, выбранные из 

р, №, --.э/т Зависимы. Это почти очевидно на основании сказанного. Действи- 

тельно, таблица коэфициентов выбранных форм есть часть таблицы (4); поэтому 

ранг ее не может превосходить ранга этой таблицы, Т. е. 7. Пусть Г’ =г есть 

ранг этой новой таблицы. Тогда, на основании сказанного выше, выбран- 

`ные нами формы суть линейные комбинации некоторых 7’ форм из их числа, 

т. е. эти формы зависимы. 

Наше прелложение таким образом вполне доказано. Из него вытекает еще 

одно предложение, которое необходимо заметить: ранг таблицы (4) равен ма- 

ксимальному числу независимых друг от друга форм, которые можно вы- 

брать из форм Хь/з» + - + „ть 
Отметим, что зависимость (8) можно кратко записать так: Ду = 0, или 

ал @10. т Л 

ан @.--@р № 
ПН = (9) 
ан @т. Я Ь 

@и а5... Я й 

Следствне. Из сказанного непосредственно вытекает следствие, являю- 

щееся обращением следствия, приведенного в конце 5 2. А именно, мы покажем, 

что еслн ранг таблицы 
@11 912. --@т 

Ча @2 - -- @п (4) 

@та @тз- + - @тв 

равен г(г< т’г<< п), то любая ее строка есть линейная комбинация любых Г 

строк, содержащих определитель порядка г, отличный от нуля. 

Действительно, будем считать, например, что в первых г строках имеется 

определитель порядка г, отличный от нуля; не нарушая общности, можно счи- 

тать, что это есть определитель формулы (6). Применяя формулу (8а), получаем, 

сравнивая в правых и левых частях коэфициенты при 1, Х».--› Хи» 

ан = Ван -- в |... + Вань 

. ар = 12 | Роба ---.- + Кат 
(85) 

ат = ат зи + --- + Еиать 

откуда и слелует, что элементы [-й строки получаются умножением первых г 

строк соответственно на Е, Ёь-...Ёг И сложением. Величины №1, №»... Ён — 

вполне определяются этим. Действительно, обращая внимание на первые г нз 

соотиошения (85) и рассматривая их как уравнения относительно Ру -- +) Аи» 

убеждаемся, что эта система допускает только одно решение, ибо О 3} 0. 

Мы можем написать соотношення внда (85), взяв вместо г большее число 

строк, скажем 5 строк, где 52 

Действительно, мы можем, например, прибавить к правым частям (8Ъ) эле- 

менты лишних строк, умиоженные на нуль. Но беря $ >г, мы не можем уже 

утверждать, что множители Е, Ёь...,Ё5 будут вполне определены. 

Приведем простой пример. Рассмотрим таблицу из двух строк 

а, а... @п 10 
5, [2 э*® 5. 

‹ ) 
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Если все определители второго порядка 

5 Вь 

равны нулю, но хоть один элемент первой строки отличен от нуля, то будем иметь 

В =Ва, 6. = ..., бы = Ра (11) 

т. е. элементы второй строки пропорциональны элементам первой 1). Формулы (11) 

справедливы и тогда, когда ранг таблицы (10) равен нулю (г. е. все ее элементы 

равны нулю), но в этом случае А остается неопределенным. 

6. Приложение к решению системы линейных однородных уравнений 

в общем случае. В $ 3 мы дали решение системы линейных уравнений в том 

случае, когда определитель системы отличен от нуля. 

Теперь мы можем дать решение и в самом общем случае. Начнем с системы т 

линейных однородных уравнений .с п неизвестными (причем 7 и п могут быть 

различны): 

ах, - арх. |... 4 @атхв =0, 

алла + арх» + .-. + азихи = 0, 
р Е (1) 

атах + атака |... Е @тпХи = 0, 

или, короче, 
Н=0, Б=0,..., ш==0, (12) 

где 
р=анх, + ав... Нарх,  @=12,3,...,т). (2) 

Ранг таблнцы коэфициентов 

а: @р... 91 
21 @з «.. @п : (3) 

Ятл @т>- + - @тп 

ве может превосходить л (числа неизвестных), а также и т (числа уравнений). 

Если ранг этой таблицы равен числу неизвестных (это может быть только 

тогда, когда > п), тогда снстема (1) допускает одно единственное решение 
, 

Ха = =... = Хи =0, 

которое мы, для краткости, будем называть „нулевым“. Это следует из сказан- 

ного в 5 3, нбо если ранг таблицы (3) равен п, то из уравнений (3) всегда 

можно выбрать п такнх, определитель которых отличен от нуля 3), а такие п 

уравненнй могут быть удовлетворены только нулевым решением. 

Докажем теперь, что если ранг таблицы (3) меныме числа неизвестных, то 

система (1) допускает бесчисленное множество ненулевых 8) решений. Действи-. 

1) Мы не можем утверждать, что и элементы первой строки пропорциональиы 

элементам второй, покуда не знаем, есть ли среди элементов второй строки от- 

личные от нуля. 
2) Действительно, среди определителей, составленных из таблицы (3), должен 

быть по крайней мере один П-го порядка, отличный от нуля. Так как такой 

определитель должен содержать п столбцов, то таблица его элементов полу- 

чается из (3) вычеркиванием некоторых строк. Вычеркнув из системы (1) со- 

ответствующие уравнення, получим требуемую систему п уравнений. 

8) Ненулевым мы называем всякое решение ху, х»..., хи такое, что по 

крайней мере одно из чисел х;, ..,, Хи Отлично от нуля. 
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тельно, пусть г есть ранг таблицы (3) н пусть г« п. Переставляя, в случае на- 

добности, нумерацию уравнений н неизвестных, можно счнтать, что 

Ян 915... 1 

Я1 2... кН 11 

ан а --- Чт 

Тогда, на основании сказанного в предыдущем параграфе, формы Х,7»...,/„ 

будут независимы между собою, а все прочие: У, |1, 1,12, ---»Ут будут их 

линейными комбинациями. Поэтому всякне значения неизвестных, удовлетворяю- 

щие уравнениям 
В=0,... 1, =0, (4) 

т. е. первым г из уравнений (1), будут удовлетворять и всем прочим 1), 

Итак, нам следует заботиться только о решении первых г уравнений 

енстемы (1); остальные уравнения являются их следствиямн. 
Переписав эти г уравнений в внде 

Е ах! -- ао + -.--- а, == — (@1 1,1 га ... @шх»), 

о д (5) 
анжм -- ах. +... -| арх, == — (ага, +++ Е @ Хи), 

можно (придав неизвестным Хх, 1, Х,12,....Х,„ Совершенно провзвольные 

значення) решить предыдущую систему отвосительно ху, хо, ..., Хх, По правилу 53. 

Итак, неизвестные х„у.1,..., Х„›Числом (п — ^), остаются совершенно произ- 

вольнымн, а остальные х.,хо,...,Х» числом г, выражаются через них. Легко 

вндеть, на основании формулы (3) $ 3, что х.,...,х‚ выражаются через 

Хх,» Хи линейно и однородно. 

В частности, если число уравнений: меньше числа неизвестных (т.е. т<С п), 

то ранг г<т<.п, и система всегда допусказт бесчисленное множество не- 

нулевых решений. . 
Изучим, более подробно, степень неопределенности решения. Для этого 

сделаем несколько предварительных замечаний. Пусть имеем несколько (скажем 5) 

решений системы (1): р | 
1 1 х, ж9,...,х®, | Г 

неее | (6) 

х®, х®,...,х® | 

(верхний значок указывает номер решения, а нижний, попрежнему, номер неиз- 

вестной). Легко видеть, что любая линейная комбинация этих решений, будет 

также решеннем; иными словамн, х,х....,Хл будет также решением, если 

1 $ жа = м0 О... ХИ, | 
ооо ооо оно (7) 

1 я $ НЕЕ \х0 + ^^ +... 5х6), 

где №,..-, № — произвольные числа. Это вытекает из линейного и однородного 

характера уравнений (1); непосредственной подстановкой можно легко убедиться 

в справедливости сказанного. 
В связи с этим решения (6) называют линейно независимыми (или просто 

независимыми), если ни одна из строк в (6) не является линейной комбина- 

1) Ибо в силу тождества = АЛ +..- + Ё,7, будем иметь } = 0, если 

=... == {р == 0. 
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цией остальных. В противоположном случае решения — линейно зависимы. 

В случае одного единственного решения {5 = 1) мы будем называть его „линейно 

` независимым“, еслн среди Хх, х,...,х9) есть хоть одно отличное от нуля. 

Из сказанного в 6 2 (Следствие) и в $ 5 (Следствие) вытекает следующее: 

для того, чтоды 5 решений (6) были линейно независимы, необходимо и д0- 

статочно, чтобы ранг таблицы (1) был равен 5. 

Докажем теперь, что если ранг таблицы (3) равен 7, то система (1) имеет 

п — г независимых решений. 
Действительно, решая систему (5) относительно х;, Х,.-., Хх» получим фор- 

мулы вида 
м = их, 1+ ох, ..- 2 В, п, 

Хо = бах, 4 ВХ, 42 + --- в, пл, (52) 

х, = 1х, + ВХ +... 28 п ги 

где 6.1, Во и т. д. некоторые определенные постояниые (нам не важно знать нх 

выражения), а х,11,...,Х„— совершенно произвольны. Предыдущее общее 

решение системы (1) можно представить и так, в несколько более симметричной 

форме: 

м = + +... И, пи -ь, 

хо == бо №1 | 62% +. в, прими, 

хм в, |... + ь,, ПШ РАиь 
(55) 

Ат 1 =м, 

Ха №, 

хп = Е а 

Придавая №, ̂ »..., № 

системы (1). 
Так как ^.,...,^„ _›‚ совершенно произвольны, мы можем им придавать 

любые частные значения н получать, таким образом, различные частные реше- 

ния. Составим п — г частных решеннй, соответствующих следующим частным 

значениям 71, №, --.›Ли—р 

для первого решения: 11 =1, №. ==0,....\„_,==0, 

_* все возможные значения, получим все решения 

„ второго » №=0, м =1,..., и „= 0, 

А 
Эти решения выпишем в виде таблицы (в каждой строке — одно решение): 

В: вы я т 
В-2 р ... ... 

о о . (8) 
И, п-х [и пл" бу, пр 00... 1. 

Эти решения — линейно независимы, ибо ранг предыдущей таблицы равен 

пШ— г; действительно, определитель, составленный из последних п—Г столбцов, 

отличен от нуля: 
1 9Е;.0 
61...01, 

00... 1 
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Легко видеть, что любое решение системы (1) есть линейная комбинация 
решений (8). Действительно, мы получим решение (55), если умвожим строки 
таблнцы (8) соответственно на №, \»,..., Ли, и сложим. 

Найденные нами (л —г) решений (8) не являются чем-нибудь исключитель- 
ным. Именно, легко показать, что если мы нмеем какие-нибудь п — 7! незави- 
симых решений: 

1 1 1 ое 
Е (9) 

Е о 

то всякое ремение нашей системы [в частности и любое из решений (8)] есть 
линейная нх комбинация. 

Действительно, заметим прежде всего, что любая строка таблицы (9) есть 
линейная комбинация строк таблицы (8), так как строки таблыцы (9) суть реше- 
ния системы (1). Значит, если мы припишем к таблице (8) еще все строки (9), 
то полученная таким образом таблица (с двойным чнслом строк) также будет 
иметь ранг п — г, на основании сказанного в $ 2 (Следствие). 

Пусть теперь дано какое-либо решение х»›х.,...,Хл системы (1). Если мы 
и его припишем в виде строки к предыдушей таблице, то ранг ее останется 
равным п — г, ибо новая строка есть линейная комбинация первых л— г строк. 

Поэтому, на основании $ 5 (Следствие), эта последняя строка будет линей- 
ной комбинацией строк (9), ибо в этих строках содержится отличный от нуля 
определитель порядка г (это последнее следует из того,что решения (9) не- 
завнсимы). ' 

Резюмируя, можно высказать предложение: 
Если ранг таблицы системы (1) равен г, то всегда можно найти п—г 

независимых друг от друга решений; ббльшего числа решений, независимых 
друг от друга, быть не может. При помощи любых п — г независимых реше- 
ний (9) можно составить всякое решение х,.... хп линейной комбинацией: 

х = х0 + №0 4... — г 
а А (10) 

хп = м0) 1-х ое. *). 
. 

Следстви’е. Отметим, наконец, одно непосредственное следствие. Если 
к системе (1а) присоединить новое уравнение / = 0, являющееся следствием 
системы (12а), т. е. удовлетворяющееся всяким решением этой системы, то от 
этого число возможных независимых решений не может измениться. Поэтому 
ранг таблицы (3), пополненной строкой коэфициентов формы 1, останется преж- 
ним, т. е. г. Следовательно, форма Х есть линейная комбинация форм №1, 
--.,7т (и даже только г форм Х, №,...,Ум Из числа предыдущих, если 
только {+, /№,...,Х, Лннейно независимы). 

ба. Частный случай. Для нас особый интерес представляет тот частный 
случай, когда ранг г таблицы на единицу меньше числа п неизвестных. Тогда, 
оставив только незавнсимые уравнения, будем иметь систему ; 

алых: + ах --... + ар аЯла + Яхт == 0, 

ах - ах, +... 45 поли + 921 == 0, 

ах: Ян 12 -... фа лу 1 ба, п, = 0. 

По условию, ранг таблицы 
ал ао ... @п 

21 а -** @2п (2) 

@п—1,1@в—1,2 -.- @п— п 

равен п— 1; это значит, что среди определителей й — 1-го порядка 

Ат» Ана» ---> Апя, (8) 
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получаемых вычеркиваннем из таблицы (2) первого, второго, ..., п-го столб- 

цов, есть отличные от нуля. Условимся приписывать определителям (3) опре- 

деленные знакн, а именно, будем их рассматривать, как алгебраические до- 
полнения элементов последней строки определителя 

211 @12... Ч п 1 @п 

| Я @... 45 п 1 @2пв 

А ев ее авео (4) 

бт Что --- Ч, п—1 Ятп 

(последняя строка состоит из произвольно приписанных элементов). 

Легко убедиться в том, что строка (3) дает одно из решений системы (1); 

например, подставляя на место х,,..., х„ в левую часть первого из уравне- 

ний (1) величины (3), получим 
Я @12---@п 
@1 4255... @2п 

анАт + азАио +... Р@тА =] . —=0 

Я: 913... @п 

(ибо в последнем определителе — две одинаковые строки); также убедимся, 

что удовлетворены остальные уравнения. 
Так как, далее, система (1) может нметь только одно независимое реше- 

нне (нбо ее ранг равен п — 1), то всякое решение этой системы будет дано 

формулой: 
х.=^ААщ, Хз == Ал уе хв= Аль, (5) 

где } — некоторое число. Иными словами, всякое решенне системы (1) про- 

порционально решению (3). 
Следствие. Если ранг определителя (4) равен п-— 1, то алгебраические 

дополнения элементов любой строки пропорциональны алгебраическим допол- 

нениям элементов другой строки (если только эти последние алгебраические 

дополнения не все равны нулю). Действительно, составим систему п уравне- 

ний 

(6) 
ах, + @нох, + --. + ати = 0, | 

али + алоха -|- - ---- @пиХи == 0. 

Так как ранг определителя А равен п — 1, то одно из предыдущих уравнений 

есть следствие остальных и мы можем вычеркнуть из системы (6) любое одно 

уравнение, такое однако, чтобы ранг таблицы коэфициентов оставшихся урав- 

нений был равен п—1. Если алгебраические дополнения элементов Е-й 

строки 
Ань Ав» ---, Ат (За) 

не все равны нулю, то мы можем вычеркнуть А-е уравнение. Тогда, на 

основании предыдущего, всякое решение системы (6) будет пропорционально 

строке 1) (За). у 

Если и среди алгебраических дополнений элементов {-Йй строки 

Ан, Ар,.--› Ат (35) 

есть отличные от нуля, то н эта строка дает ненулевое решевие системы (6) и, 

значит, эта строка должна быть пропорциональна строке (За), т. е. 

Ан Ав @) 
Ар Ар Ат - 

Эта формула, очевидно, останется справедливой и в том случае, если все вели- 

чины (35) равны нулю. 

1) То-есть будет дано формулами: х; = ХАк, № == АА,...› Хп ЕЕ А, 
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Выбрав из (7) какую-либо пару отношений, будем иметь 

Аы — Ав 
Ав Арх’ 

откуда следует, что (еслн ранг определителя А равен п — 1) 

| А»Аь; — Аь,Ауь = 0 (8) 

для всех значений {, г, Ё, 5. Равенство (8) доказано для случая, когда не все ве- 

личины (За) равны нулю. Но очевидно они справедливы и в случае, если все 

эти величины обращаются в нуль. Равеиства (8) легче всего запомнить, если 
заметить, что онн выражают следующее предложение: 

При А =0, ранг определителя 

Ан Ар... Ап 
Я ый 

Ат Ао... Апв 

не превосходит единицы. Цействительно, при А =0 ранг определителя А равен 

п—\ или меньше п —1. В первом случае теорема доказана: она следует из (8); 

во втором — теорема очевидна, ибо тогда все Аз = 0. 

7. Решение системы неоднородных уравнений. Обращаясь к системе 

неоднородных уравнений, рассмотрим для простоты случай, когда число уравне- 

ний равно числу неизвестных. Пусть эта система есть 

Ди, = аа -- арх + -..-|- ати = в, 

* . О * - « ® - * . ® * ® * . * * О ) 

Дт = ат! -- @пзхо + .-.- @плХв = би, 

Если определитель 

@11 413... п 

А= @21 @22.-- @2п (2) 

@1 @по..- @пп 

‘отличен от нуля, то система нмеет одво, вполне определенное решение, полу- 
: чаемое по правилу 6 3. 

Рассмотрим теперь случай, когда А =0, и, значит, ранг г определителя А 

меньше п. Будем считать, что 

@11 412... р 

Ян @... Чт 

Тогда, на основании сказанного в $ 5, формы Ли, Л»,..., Х, независимы между 

собою, а формы Л„ 41, Х. 42»... Г. суть лииейные комбинации предыдущих, а 

именно связаны с ними соотиошеннями (9) $ 5: 

211 @12--. @р Я 

21 бло --- @> Та 
еее | 30 (= ЬгГ-2,...,п). {3) 

ан ат. -. @т № 

аи ар... Л | 
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Так как в силу (1) =» то, для того чтобы система (1) имела решение, 

свободные члены 6; должны удовлетворять условиям 

@11 412... @1 Н |5 бе 8% ® ан ао... ур в 

ан ар... аь И 

Если эти условня (4) соблюдены, то, очевндно, (п — г) уравнений 

Теа 1» ...; Е 

являются следствиями первых г уравнений 

Н=Ы, №=, ...) Де ф» 

Оставляя в этих последних уравнениях произвольными неизвестные %„.1,.-.› и, 

и решая их относительно неизвестных х,, хз,...,Х» Как в предыдущем пара- 

графе, получим бесчисленное множество решений [ибо (п—/) неизвестных 

остаются произвольными]. 
Итак, при А==0 неоднородная снстема либо вовсе не имеет решений [при 

несоблюдении условий (4)|, либо имеет бесчисленное множество решеиий [когда 

соблюдены условия (4)]. 
Если число уравнений меньше числа неизвестных, то этот случай всегда 

можно свести к предыдущему, приписав к данным уравнениям нужное чнсло 

уравнений вида: 0-х, - 0-х -р... + 0-х, =0, которые всегда тождественно 

удовлетворены и на даиную систему не влияют. 
8. Линейные подстановки. Если вместо переменных Хл, Хо,...›Хл ВВОДЯТСЯ 

з 

новые переменные х,, х., ..., Х„», Которые суть лннейные формы старых, т. е. 

жа = риа | раза + +. атХи, 

о Иа м @) 
Ха == риаХа Е изо -- +. + рляЯп, 

то говорят, что над переменными х., х,..., Хи производится линейная и одно- 

. родная подстановка или линейное однородное преобразование, таблица ко- 

торой есть 

аа №12... Мл 

Роя Маз... Ил (2) 

Вил Виз ++ > Риль 

Если определитель 

ра 12. -* Ма 

А’ == | Мар Рае.» Мэп (3) 

ла Киз --. Иля 

равен нулю, то, как мы знаем из предыдущего параграфа, правые части фор- 

мул (1) зависнмы между собою, н, следовательно, мы будем иметь соотношение 

вида га ‚ . 

мм... + н=0, 

где №,,...,Аи — некоторые постоянные, не все равные пулю. 

Таким образом в этом случае новые переменные не могут быть независи- 

мыми друг от друга. В этом случае, т, е. при А’ 0, подстановка называется 

особенной. — 
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Подстановка называется неособенной, если А’ 0. В дальнейшем мы будем 

рассматривать только неособенные подстановки. 
‚ у 

В этом случае мы можем, при произвольно взятых Х.,..., Хх, решить си- 

стему (1) относительно старых перемеиных х;, Х.,..., Хи И выразить их через 

новые, Именно, на основании сказанного в $ 3, мы получим формулы вида 
а . 

О 

оное а (4) 
‚ г 

Хп= их: +... Май } 

т.е. и старые переменные получаются из новых путем линейной однородной 

подстановки. Элементы таблицы 

Хи... № 
зоо ох (5) 

Ха. - Мия 

легко вычисляются на основании сказанного в 5 3. 
Определитель 

№1 .., №п 
А р сб ® (6) 

№... пп 

этой подстановки, конечно, отличен от нуля, ибо иначе получилось бы, что пра- 

вые части (4) суть зависимые формы, а это влекло бы за собою зависимость 

между переменными Хх), Х2,,..,Х»» ЧТО невозможио, ибо они — независимые пе- 

ременные. 
То обстоятельство, что А 20, следует также из равенства 

А.А" =], (7) 

доказательство которого предоставляем читателю. 
Рассмотрим теперь й линейных форм: 

= аж --.-- | @тХл, | 

И (8) 

, = атх, +... @пиХи» } 

В ==аих, + арх. ..- | Чтв @=1 2,...,п). 

Совершим над переменнымн Х+, Х2,.-..,Хл Подстановку (4); тогда формы (8) 

обратятся очевидно в формы новых переменных 

р=адх, +... Рарж- (9) 

Через Х;’ мы обозначаем форму, получаемую из }: путем замены переменных 

х, х,....Хв ИХ выражениями (4), так что, по определению, нмеем тождественно 

Е’ = = анж + авх2 +... @т^ь (10) 

если справа вместо переменных х,, х2, --.›Хи подразумевать их выражения (4). 
; 

Легко вычислить коэфициевты а;„ преобразованных форм (3). Действительно, 

подставляя в правые части (10) вместо х:, х2,..., Хп Их выражения (4), получаем 

р ан Олька Е ах + +. Ея) + 
-- ава - №, ++. №пЯ и) 

нли, короче, 

+ ат (Ах -- ие +... Энен) ‘ 
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? 

Коэфнциент а);„ равен коэфициенту при х, в правой части предыдущей 

формы. Значит, 
п 

аль == анмь + анк „.. ат ив = № Час (11) 

Из этих формул вытекает, что таблица г 

а: а». -- т 

а. (12) 
г г г 

Я1 @по.- @пп 

получается от перемножения таблиц 

а... @п Аа. .- Мл 

т - --@лп Ане М 

прн умножении строк первой на столбцы второй ($ 1). Поэтому опредейитель 

! 7: 

Я - - ам 
А’... . (13) 

: . 

Я п - - - @т 

есть произведение определителей А и А, и мы получаем важную формулу 

А’ = А-А. (14) 

Заметим теперь следующее важное обстоятельство. 
Если какие-либо формы, взятые среди Д, №..-.. 7» зависимы, то преоб- 

разованные из них формы будут также зависимы. Формы же, преобразованные 
нз независимых форм, будут также независимы. 

Действительно, если мы имеем тождество вида 

МЛ Хьль-. -- Е МИ =0, (*) 

то после преобразования (4) оно обратится в 

я - ль ...-- м1, = 0; (=) 

обратно, из (**) следует (*). Отсюда, очевидно, вытекает наше утвержденне. 
С другой стороны, ранги таблиц 

ы г 

ат. - -ан а11. - -@л 
а вла № й ор Е 

жанна аа в: Ва 
г , 

т + + @пп Я - - „Чт 

определяются, соответственно, наибольшим числом независимых между собою 
форм, которые можно выбрать из Ё, №. .., Ли» ИЛи, соответственно, из форм 

г г : 

В р - Ти: Но, на основании только что доказанного, эти числа равны 

между собою. Значит, ранги предыдущих таблиц одинаковы. 
Так как таблица (5) может быть выбрана совершенно произвольно с тем 

лишь условием, чтобы ее определитель А был отличен от нуля, мы получим 
следующее важное предложение. 

Если данную таблицу 
аз. - -@т 

ат. - .@пв 
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умно. "ить на любую таблицу 

МЕ ан 

опревелитель которой отличен от нуля, то полученная таблица 
. х 

аи. : @т 

о Чт: + - @ин 

будет иметь тот же ранг, что и данная. Г 
Мы доказали это предложение, считая, что строки первой таблицы умно- 

жаются на столбцы второй. Но очевидно, что предложение справедливо и. 
пря других правилах умножения (строки на строки, столбцы на столбцы). 
Д:.. доказательства достаточно в исходных таблицах (одной из обеих) поме- 
нязь ролями строки и столбцы. 

9. Последовательность линейных подстановок. Предположим, что над 
переменными ху, х,..., хл производится подстановка 

ви + их 
Е Си а). 
; . 

> Е 
, у 

а над перемениыми х,,..., хп, в свою очередь, другая подстановка 

и” г у г а 

ж = ВО + ав Наив 

а ов (2) 
и у 7: г : 
— х х . 

Яв = Ра НЬ жа Нал 
: га 

Внося в последние формулы вместо х;,..., х„ их выражения (1), увидим, 
и” и 

что х:, ..., Хи связаны с первоначальными переменными также линейной 

подстановкой 
и” и и” и 

ха = ах ох $ Е иха, 

(3) 
‚п " ми | 

Ха = Ваха + Риоха -Н + ЗН ВииХи, ) 

выражающей собою результат двух последовательно произведенных подста- 
новок (1) и (2). 

Легко видеть, что 
п 

Га г 

{ща == > Рабрае * (4) 
$= 

Отсюда следует, на основании правила умпожения определителей, что 
определитель А” подстановки (3) равен произведению определителей А н Д' 
подстановок (1) и (2): 

А" = А.А". (5) 

Еслн, как мы всегда предполагаем, подстановки (1) и (2) неособенные, 
т. в. 420, 4’ 0, то в силу предыдущего равенства А” 5 0. 

Итак, результат двух неособенных подстановок есть также неособенная 
подстановка. 

Н. И. Мусхелишвили. — 1946 36 
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Ш. БИЛИНЕЙНЫЕ И КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ 

10. Билинейные и квадратичиые формы. Рассмотрим два ряда перемеиных 

(по п переменных В каждом ряде) 

Хх, ло...) Хп 

У, Уз +.’ Уп- 

Билинейной формой называется целая рациональная функция этих пере- 

менных, которая линейна и однородна относительно переменных каждого ряда. 

Таким образом билинейная форма есть сумма произведений вида у;ху. умио- 

женных на постоянные коэфициенты. Эти коэфициенты мы будем обозначать 

одной буквой с лвумя значками, папример аз; первый значок будет указывать 

номер входящей неременной У;. а второй — номер переменной х;. Обозначая 

данную билинейную форму через Ох Хь +2, А Ув У ++ уп), или просто 

через ®, будем иметь 

© = ах Рав т... + атухи 2 

-- аду - ау. -- ++ апт Е 
ие Е в а (1) 

+ атунхи + @пз Уп +... -- ЧипУпХ 

или, короче, 
в п 

о= \ Уау» 
(12) 

=1 РЕ 

или еще 
п 

о ру... = ЖУЮЬ (2) 
— 

где 
= : 

Ро 

о; = ах: +- @вха +... 1 @тХа = Уал == 2, 3,..., п) (3) 
р] 

обозначают лииейные формы переменных ха» Хэ, -›.’ Хм 

Примером билинейной формы может служить скалярное произведение 

двух векторов Р == (х, У, диР' = (х', у’, #'), которое равно (в прямоугольных 

координатах) 
хх’ + уу 27, 

и, следовательно, есть билинейная форма двух рялов переменных (координат 

двух данных векторов) 
, 

хуи х,, у, 

{в нашем случае п=3). 

Билинейная форма называется симметричной, если 

ау = ау, 
(4) 

т. е. если коэфициенты при У:ху и у;х; одинаковы. Симметричная билинейная 

форма не изменится, если поменять местами переменные х; И У; Приведенное 

выше выражение для скалярного произведения есть симметричная билинейна; 

форма. 
Если в симметричиой билинейной форме ®@ положить 

Ж-=У, ХЕ»... Ап У» 

то она обратится в квадратичную форму, которую мы обозначим через Ф: 

2 р 
Ф=анх1 + 91212 1 133 1... т атмхи + 

2 
-{- адлхохи -- ах + @ззхохз + › Г би п зе (Е 

: о 9 

-- ащхнх1 Г @12Х,.^2 -- азхихз 1. -- + алла 
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В правой части есть ряд членов, равных между собою, а именно, в силу 
условия (4) члены вида аух:х; и архух; равны между собою и в сумме дают 
2аух.ху. Таким образом вместо (5) можно написать (выписывая в первую 
строку диагональные члены, содержащие квадраты переменных) 

Ф=а ®-а а {а Е м. мт ** пп”п 

4 2ажх, -- дах. |... 2ажхи + ы 
2азх, Хз + ... -- 2апхьхн + (6) 

+ 21, пп * 

Вместо того чтобы обозначать коэфициенты при х}х; через 2аз, мы могли 
бы обозначать их иросто через ау, но тогда получили бы менее симметричные 
формулы. 

° Формулу (5) можно кратко переписать в внде 

п тп 

Ф= р арх, (5а) 
1=1 1—1 

ИЛИ 

п 

Ф= Ух, (7) 

где ради единообразия мы обозначили через Ф; линейные формы, которые 
были выше обозначены через ©, т. е. положили 

п 

Ф;= арх, 4 арх +... атх, = Зах. (8) 
1—1 

Легко видеть, что 
1 9х 

Ф‚= 2 9х, (8а) 

так что равеиство (7) можно переписать еще и так: 

п 
0Ф 

2Ф = р Хх: 9х, . (7а) 

Из сказанного следует, что каждой квадратичной форме (5) можно всегда 
сопоставить одну вполие определенную симметричную билинейную форму 

1%. 0х 
®= зе = У» дх, * (9) 

= —= 

Билииейная форма @ называется полярной по отношению к квадратичной 
форме Ф. 

Определитель ана. га 

А Ре о С . зо ь (10) 

Я пл @па > + - @пп 

составленный указанным образом из коэфициентов квадратичной формы Ф, 
называется ее дискриминантом. На основании (4), дискриминант квадратичной 
формы есть симметричный определитель. 

А называется также дискриминантом билинейной формы ® (как в случае 
симметричной, так и в случае несимметричной формы 9). 

Замечание. Очевидно, что если в несимметричной билинейиой форме 
положить х; = у; 1=1, 2,..., п), то мы также получим квадратичную форму. 
Но тогда коэфициент при х;х; будет не 2а;; или 2ад, а сумма (а;-- ал). На 
основании этого очевидно, что можно найтн бесчисленное . множество били- 

* 
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нейных форм, которые при х; = У; обращаются в заданную квадратичную. Но 

существует, как мы видели, только одна единственная симметричная форма, 

которая обладает этим свойством. Это есть полярная форма, определяемая 

формулой (9). 
11. Преобразование квадратичных форм. Пусть дана квадратичная форма 

п п 

Ф = Уаихх (1) 

1—1 1 =1 

и пусть вместо переменных х; введены новые переменные х при помощи 

линейной и однородной подстановки ($ 8): 

п 

же Уи @(=Ь5,...,П). (2) 
1 

Тогда, очевидно, форма Ф превратится в квадратичную форму Ф'’ новых 
! 

переменных х’;: 
п Ро 

#. Е 

Ф’ = У о аухух, + (3) 

| ы = 

Чтобы вычислить коэфициенты а;, преобразованной формы, достаточио 

подставить в правую часть (1) выражения (2) и сделать приведеиия. Эта опе- 

рация иикакого труда не представляет, но мы все же проведем ее в два 

приема следующим образом. Рассмотрим билинейную форму 9, полярную по 

отношению к форме Ф: 
п п п 

© = ы Уану) = ы У;, (4) 

Гоа узи ре 
где, как всегда, 

п 

Ф,=анх, +... ати = У; аух,. (5) 
1—1 

Из формы © мы сначала получим форму ©’, полярную по отношению 

к форме Ф', для чего достаточно в правой части (4) произвести над пере- 

менными х; подстановку (2), а над переменными у; такую же подстановку, 

т. е. положить 
п 

Ур Ул Уь . (2а) 
Грек 

Если после этого положим в полученном результате уг == ху (#=1,2,..., п), 

то мы, очевидно, получим форму Ф”. 
Ясно, что преобразование ® в 9' мы можем произвести в два приема: 

сперва заменить переменные ж,, Х»,..., Хи и затем переменные у,, Уз». -› Уп- 

Итак, заменим сперва в правой части (4) переменные х; их выраже- 

ниями (2). ы 

Тогда форма ® обратится в форму переменпых в в я У»: --» Уп: 

пп 

п” и и и и , Ц 

0” = Фу + Ф +... +5,Ф, = Х Мацух, (9) 
= 7 

где ФТ, Ф., А Ф, обозначают лииейные формы 

п ы и э 

Ф; = Уаух,, (7) 
]=— 

получаемые из форм (5) путем замены х1,...,› Хи ИХ выражениями (2). 
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На основании формул (11) $ 8, коэфициенты а, даются формулами !) 

ь п 
. ау = х а5\у, (8) 

$= 

и на основании сказанного втом же $8, дискриминант билинейной формы ©”, 
т. е. определитель 

и и" и 

ан @12 а | 
А ет ожае ма вы 

и и и | 

| бу @12-.. @пи 
дается формулой 

А" = А.А, (9) 

где А дискриминант формы © (или исходной формы Ф), а А — определитель 
подстановки (2). 

Производя теперь подстановку (2а) в форме 9", мы получим требуемую 

форму ти 

9’ = > Феи, 
11 = 

г + . и 

причем коэфициенты а;, выражаются через коэфициенты а, по формулам, 
" 

аналогичным тем, по которым коэфициенты а выражаются через исходные. 

Нет надобиости выписывать эти формулы, следует только отметить сле- 
дующие обстоятельства. . 

Аналогично формуле (9) мы будем, конечно, иметь 

А! = А”А, 

где А' — дискриминант формы ©’, так что 

А'=А.А2 (10) 

Значит, дискриминант преобразованной формы равен дискриминанту 
исходной формы, умноженному на кводрат определителя подстановки. 

Далее, мы знаем ($ 8), что ранги определителей А” и А одинаковы; точно 
так же ранги определителей А’ и А” одинаковы, а поэтому Ди А’ также имеют 
одииаковые ранги. 

Итак, мы имеем следующее предложение фундаментальной важности: ранг 
дискриминанта квадратичной формы остается неизменным при линейном 
ц однородном преобразовании переменных (разумеется, речь идет о неосо- 
бенном преобразовании). 

Прибавим к сказанному еще следующее замечание. Не надо думать, что 
линейные формы 

1 0$, 

2 дх,' 

п 

о Ху (1) 

которые связаны с преобразованной квадратичной формой Ф’ так же, как 
формы Ф; были связаны с исходиой формой Ф, получаются из форм Ф; путем 
простой замены переменных (2). Найдем зависимость между линейными фор- 

г 

мами Фи Ф,. 

По самому определению форм 98 и 9” имеем 

9! =, 

причем предыдущее равенство есть тождество, если в правой части вместо 

1 # и” 

) Здесь роль а» исполняют а}, 
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перемениых х; и у; подразумевать их выражения (2) и (2а). Предыдущее ра- 

венство может быть персписано так: 

УФ УФ... НФ, = УФ +... НУ, (12) 

Подставляя в правую часть вместо переменных у; их выражения (2а) 

через у; получим 

УФ... ФЬ = ия +59 +... 4,30) Фи 
=: 0 Я + №252 рае №1 п) Ф> 

у г + 

+ Оу + №252 - + Е мп) Фи. 

Это равенство есть тождество, если в правых частях вместо х; подразу- 
К 

мевать их выражения через Хх! г 
‚ г т 

Сравнивая коэфициенты при У, У». --› Ул В обеих частях, получим, на- 

конец, 
п 

Ф, = ра Фу Е (13) 

]=1 

Итак, формы Ф; суть линейные и однородные комбинации форм Фь если 

в этих последних вместо переменных х; подразумевать их выражения (2). 

Меняя ролями старые н новые переменные, убедимся тем же способом, 

». 
у 

что и формы Ф; суть линейные комбинации форм Фг. Это вытекает также 

из того, что определитель, составленный из коэфициентов №, По условию, 

отличен от нуля и, следовательно, соотношения (13) могут быть разрешены 

относительно величин Фу. 
Из этого вытекает одно простое очевидное следствие: если данные зна- 

чения переменных ху, Х-,--.› Хп ‘удовлетворяют уравнениям 

2—0; ©... Ф (14) 
к 7: О 7 

то соответствующие им значения Хх» Ху». + -› Хп будут удовлетворять урав- 

нениям 

Ф' =0, Ф=0,..., Ф=0. (15) 

Иными словами, хотя функции Фу, Ф.,..., Фи ие переходят при подста- 
у г г ке 

новке (2) непосредствеино в Фу, Ф.,..., Ф,„, все-таки система уравнений (14) 

переходит в эквивалеитную ей систему (15). С 

12. Приведение квадратичной формы к каноническому виду. Перейдем 

теперь к вопросу об упрощении квадратичной формы 

п [3 

Ф = 3 т арм) (1) 

1—1 1 

путем линейной подстановки над переменными, А именно, покажем, что 

всякая квадратичзая форма Ф может быть при помощи неособенной ли- 

нейной подстановки 
п 

я=У ни (= 2,...) п) (2) 
Я— 

приведена к „каноническому“ виду 

Фи +... НМА, (3). 

где фигурируют только квадраты переменных; через 74, № +++, № обозначены 

постоянные, отличные от нуля. 
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Важно при этом отметить, что если коэффициенты данной формы — дей- 

ствительные числа, то и коэфициенты подстановки могут быть взяты дей- 

ствительными;: в этом случае будут, конечно, действительными и коэфи- 

циевты ^.,..., А, В (3). 
Формулы (2), связывающие новые и старые переменные, могут быть иапи- 

саны и так (если их разрешить относительно перемевных х}: 

я п < : 
^} ьа ВХ (: В 2, ..., п). (2а) 

1=1 

Для большей ясности рассмотрим сперва форму двух переменных 

Ф= ах + 2аржхь -- аз 

Предположим сперва, что в эту форму входит по крайней мере один квад- 

ратный член, т. е. что по крайней мере одна из величин а; и @»› отлична от 

нуля. Изменяя, в случае надобности, нумерацию переменных, можно предполо- 

жить, что 4.1 2 0. Тогда будем иметь 

а» 2 

Ф=а,, (= де ежу, + ах = 

или 

@1> 2 а! 
Ф=а.. (= ей х) ав: д: 

Произведя подстановку 

х =! + ох» г. =», 
и 

мы приведем форму Ф к требуемому каноническому виду 

Ц т 

Ф' == хр + ож 

аа» — а 
где = а, № = . Может случиться, что \›=0; тогда Ф приве- 

11 
лется к виду 

ИО Ф' =Ал. 

Выше мы исключили случай, когда а: = ал == 0. В этом случае исходная 

фэрма имеет вид 

Ф = 2архах,. 

Если, как мы будем считать, исходиая форма не равна тождественно нулю, то 

аз 3} 0. 
Произведя подстановку 

т. е, 
: ‚ { О 

= -- Хх, ХХ 

получим опять ° 
’ „. , ’ р й ’ 

Ф' = 2а(х? д) ==2авхр — ах = МХ + така, 

где 
74 = 2, ^, = — 2а;-. 

Вернемся теперь к общему случаю, 
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Проведем приведение к каноническому виду (3) постепенно, производя над 
перемениыми ряд последовательных линейных подстановок. 

Если в форме (1) отсутствуют все члены, содержащие квадраты переменных, 
то всегда можно путем линейной подстановки привести ее к виду, где такие 
члены имеются. 

Пусть, действительно, а;1 = 42 =... ==а,„„ = 0. Тогда по крайней мере один 
из коэфициентов а;; (при 77) будет отличен от нуля, иначе форма была бы 
тождественно равна нулю. 

Производя, в случае необходимости, изменение нумерации переменных, 
можно считать, что а12 0. 

Тогда, производя подстановку 

‚жж Жо № 
1 = >, и Е 

: г (4) 
хз= Хх .-., : Ав= Ап, 

ы м 

мы получим вместо члена 2а:.х.х» члены Зах — ацэх, Эти члены, очевидно 
ни с какнми другими не сократятся, ибо никакие другие члены не будут со- 

К # 

держать хр их. 
Итак, произведя предварительно, в случае надобности, подстановку вида (4), 

можно считать, что форма Ф содержит по крайней мере один член с квадратом 
переменной. Изменяя, в случае надобности, нумерацию, мы можем считать, что 
2:1 +0. Выпишем теперь все члены формы Ф, содержащие переменную х,; 
эти члены будут 

2 ах -| дах +... Запахи. (*) 

Предыдущая сумма может быть переписана так: 

202 РР 2 м 
@11 (= + АЯ ая ай хаха) = 

п 11 

ах а 2 
= а;1 (= -- г ...- е. жи) -- члены, ие содержащие х,. (**) 

Виося теперь в Ф вместо совокупности членов (*) ее выражеиие (**), по- 
лучим 

912. Я1 п 2 Ф= а мм -... хи} +, (хьх.,..., Хи), 
Я 1 @1 

где Ф, — квадратичная форма уже (п — 1) переменных х., х,...., хи. 
Производя подстановку : 

(5) 
й ы : ‚ 

Хо = Хх» ХЗ Хз ..., Хн = Хъь 

мы приведем нашу форму Ф к виду 

79 ‚г : 

Ф!' = ан! -- Ф, (Хх... мп), 

где выделеи один квадратичный член, а Ф, есть квадратичная форма (п— 1) пе- 
ременных. 

Если Ф, тождественно равна нулю, то процесс приведения закончеи; в про- 
тиввом случае, применяя только что указанный прием к форме Ф.,, мы выделнм 
нз нее один квадратичиый член и У нас останется форма уже от (п—2) пере- 
меиных и т. д. так что, в конце концов, мы получим форму вида (3), содержа- 
щую члены только с квадратамн перемениых. 

Все это достигается путем ряда лннейных подстановок вида (4) или (5). 
Эти подстановки, очевидно, неособенные, ибо могут быть обращены. Поэтому 
и результат ряда этих подстановок есть неособенная подстановка ($ 9). 
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Таким образом высказаннбе предложение доказано. 
Число г членов в правой части (3) не может, конечно, превосходить числа 

переменных п и, вообще говоря, будет ему равно. Легко заранее вычислить это 
число Г. 

Действительно, мы знаем, что ранг дискримиианта квадратнчной формы не 
изменяется при линейном преобразовании переменных ($ 11). 

Составим дискриминант формы Ф’. Эго — определитель п-го порядка 

о. 0 
ом 0...0 

ВОВ. АО 

0. ТВ 

ранг которого равен, очевидно, г, ибо определитель порядка г, составленный 
из первых Г строк и первых г столбцов равен ^,^....», и отличен от нули, все 
же определнтели порядка выше г содержат, очевидно, строку (и столбец\, со- 
стоящие только из нулей, и потому равны нулю. 

Итак, нисло г членов в канонической форме равно рангу дискриминанта 
данной формы. 

Если дискриминант 
@11..-А1п 

р еы 

Ят...@лп 
` 

данной формы отличеи от нуля, то ранг его равен п и, зиачит, каноническая 
форма имеет вид 

ФЕ МХ... мхи, (За) 

где *., ^»,..., Кн все отличны от нуля. В этом случае данная форма называется 
неособенной. 

Если же А-=0, тов (3) будет г< п и данная форма называется особенной. 
Иногда удобнее форму Ф’ писать в виде (3а) даже тогда, когда она осо- 

бенная. В этом случае некоторые из чисел %.,..., ^и равны нулю. 
После приведения формы к каионическому виду (3), ее можно еще упро- 

стить, произведя подстановку 
— Ев И : : 

Е 

Тогда наша форма приведется попросту к сумме квадратов 

арен. 

Однако такое приведение, если оставаться в области действительных чисел, 
что мы и будем считать в дальнейшем, возможно только в том случае, когда 
№, №...» № — Положительные числа. 

Если некоторые из чисел )., ^»,..., К, отрицательны, то, не нарушая обш- 
ности, можно считать, что 

>. >0, №>0,..., А > 0, < 0,..., < 0, 

(причем может случиться, что А==0, т.е. все Х отрицательны, или А = /, 
т. е. все »Х положительиы)- 

Тогда, полагая 

а=Ужхь..., &=тТ ль в = И— ухи. 

& = У- и +: = Хит... = х,, 
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мы приведем нашу форму. к виду 

па... Е - В -...— (а) 
Мы видели, что число Г членов в канонической форме вполне определяется 

исходной формой. Легко показать, что число Ё положительных (и, значит, число 
(г — Е) отрицательных) членов также не зависит от способа приведения формы 
к каноническому виду (здесь мы считаем, что коэфициенты исходной формы, а 
также коэфициенты рассматриваемых подстановок числа действительные). 

Действительно, предположим, что каким-либо способом мы привели нашу 
квадратичную форму к виду 

Р.Р 1-Е, (5) 

где А’ А, например А’ #. 
: # у 

Перемениые &1, Ё,..., &»..., р а также &,...,б»...› Ви СУТЬ линейные 

однородные функции исходных переменных х:, Х»..., хи. Мы всегда можем 
придать этим последним такие частные значения (неравные одновремеино нулю), 
чтобы получить: 

В=Ь=... и быт... = 1 =... ==, = 0. 

Действительно, предыдущие соотношения суть линейные и однородные урав- 
нения отиосительно неизвестных х,..., х„, причем число этих уравнений 
в (п—#') - пр — Е' меньше п, ибо — А < 0. 

Значит, эта система всегда имеет ненулевые решения. Взяв такие частные 
значения переменных, получим для форм (а) и (Ъ) частиые значения: 

, 
— ее: Е #2 и ен ака ео и, следовательно (прн указанных частных зна- 

чениях переменных), будем иметь 

22 О а ‚2 
— и: —... = +... в, 

а это возможно только в том случае, когда 

бе ая... = 6 бр =... = бы == 0, 

ибо, по условию, мы имеем дело с действительными величинами. Итак, мы дол- 
жны будем иметь 

й ’ „’ Е , .. 
#1 = 22 =... == == бы а =... =, = 0, 

а это возможно только в том случае, когда 3) 

Же ха... == хл-=0, 

что противоречит условию. Следовательно, должно быть: # = #'. 
Доказанная только что теорема носит название „заксна инерции квадратич- 

ных форм“. 
Возвращаясь к каноническому виду (3), заметим следующее: если все коз- 

фициенты *; — положительные, то, очевидно, форма Ф’, а следовательно, и исход- 
ная форма Ф, может принимать только иеотрицательные значения. Если же все 
коэфициенты ^, — отрицательные, то форма может принимать только неположи- 
тельные значения. В обоих этих случаях форма иазывается определенной ?). 

: Г ! РР 

1) По условию, Ё;, &,..., и суть линейные одиородные функции от х,, 
' 

х»„..., Ха Связаниые с ними соотнощениями вида в == рам: Е ея + ...-Е 

ЧН. ый = Ви +...  Випхя» причем определитель, составленный изу, 

отличен от нуля (подсгановка — игособенная). 

Зиачит, если & =... ==, =0, то необходимо х; =... = хи =0. 
3) Некоторые авторы применяют это название только в случае неособенных 

форм: в случае особенной формы оии применяют название „полуопределенная“. 
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В первом случае она называется положительной, а во второй — отрицатель- 
ной. 

Легко, наконеп, видеть, что определенная неособенная форма Ф может об- 
ращаться в нуль тогда и только тогда, когда все переменные х;...., Хи обра- 
щаются в 0. Действительно, если Ф =0, и, следовательно, 

Ф'= +... + м2 = 0, 
, , , | 

то мы должны иметь х| == хо==...==х„==0 (ибо все коэфициенты »; одного 
знака и не равны нулю). А из этого следует, что 

Ж = Ж=... == Хи == 0. 

Замечание. Существует простое общее правило, позволяющее узиать, 
есть ли данная форма положительная, отрипательная или неопределениая. Не 
останавливаясь на этом правиле (которое можно найти в курсах высшей алгебры) 
заметим только следующее: для того чтобы квадратичная форма двух перемен- 
ных ь 

2 2 
ам | 242» - а2^2 

была неособенной и положительной, необходимо и достаточно, чтобы а! >0 

а1ав— а > 0 (а следовательно, и а. >0); это непосредственно следует из 

формул, приведенных в начале этого параграфа. 
13. Условия распадения квадратичной формы на два линейных миожи- 

теля. Сказанное в предыдущем параграфе позволяет, между прочим, сразу от- 
ветить на вопрос: при каком услоаии квадратичная форма 

= Уи, (1) 
э 1==1717=1 

может быть представлена в виде произведения двух лннейных множителей 

Ф = (а + ах +... + апхи) (иж - воха №... г вып) (2) 

(действительных или мнимых). Докажем, что для этого необходимо и доста- 

точио, чтобы ранг дискримииаита формы равнялся 1 или 2. : 

Действительно, если линейные формы 

Д=ам +... Наи и рем |... вп (3) 

независимы между собою, то в подстановке 

‚ 

ж1 = ах: + ах, |... Е @ихи, 

% = Вим, Е 65... Вых, 

жа == вых: - с +... биХи 

хп Хх. = + В +... 

можно подобрать коэфициенты (,, ...’ бл, ..., 1, ..-, пт Тах, чтобы подстановка 

была неособенной 1). После этой подстановки иаша форма приведется к виду 
т г г 

Ф' =: №. 

1) Эго всегда можно сделать бесчисленным миожеством способов. Действи- 

тельно, так как линейные формы (3) независимы, то ранг таблицы 

а: а а. @п 

ы в... |, 
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; в и 5 : Е 7 

Полагая, х| = 4 — и, №2 == &— 12, Хз = 63, -.-› Хи = „з приведем ее к вилу 

2 — 12. 

Значит, в нашем случае г=2 и ранг дискриминанта равен двум. 

Если формы (3) зависимы, то мы будем иметь тождественно 

(уж Нм... бихп) = важ - вх. |... + апХп), 

где Ё некоторая постоянная. Значит, наша форма имеет вид 

ФЕ (ах: -- ах, |... + @пхи). (2а) 

Считая, что, иапример, а, Е 0, и полагая 

х=а, 1 +... + @ хи» т 5:3» ЯН Ярь 

мы приведем ее к виду 
, ы 

- Ф = хр. 

Таким образом в этом случае г= 1. 
Обратно, если г=1 или г=2, форма Ф, как мы знаем, может быть при- 

ведена к виду 
: № 702 г а го а 72 

Ф = нлхг, или Ф =мМлх, №4). у 

В первом случае, подставляя вместо х:’ его выражеиие через переменные 

х, хь..., хи, мы увидим, что Ф имеет вид (2а), т. е. Ф является полиым квад- 

ратом линейной функции. Во втором случае имеем 

т. е. форма разлагается на два линейных множителя, действительных или Мни- 

мых. Если М и № имеют различные знаки, то всегда можно так подобрать 

знаки + и 3)», чтобы множители были действительными. В противном слу- 

чае. это, очевидно, невозможно. Наше утверждение таким образом доказано. 

Пример. Квадратичная форма двух переменных 

2 
Ф=адх! + 240%, хз + 420хо 

всегда разлагается на лва линейных множителя. Из формул, прнведенных 

в начале предыдущего параграфа, заключаем, что при 211400 — а. >0 

множители эти различные и мнимые; при 41; ао множнтели эти раз- 

цичные и могут быть выбраны действительными; при @11 ад — 1. =0 множи- 

тели эти совпадающие (и действительные). 

равен двум (5 5) и, следовательно, один из определителей а162 — 261,618; — аз»... 

отличен от нуля. Не нарушая общности, можно считать: а16з — ав 3 0. Тогда, 

например, подстановка 
ы 

! 
Ц Ц у 

х1=а м, + ах. ах» х= В вх. Вх Хз= жа» #4 = 4, ХХ 

уловлетворяет нашему условию, ибо ее определитель не равен нулю 

вот @ -. 9 | 20. 
обот0...0 
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14. Ортогональиые подстановки. Рассмотрим квадратичную форму част- 

ного вида 
эа+... +. (1) 

При линейной подстановке 
7 # 

= Аим +... Е Ми и» 

В (2) 

Ява иж... и 

она перейдет, вообще говоря, в форму общего вида 

п п к ‚о ь 
У Учи. 
Е: {1 

Однако при некотором выборе коэфициентов №; подстановки (2), может 

случиться, что преобразованная форма будет также иметь вид 

Е (8) 
В таком случае подстановка (1) называется ортогональной. Это название 

дано по аналогии с подстановками, выражающими в случае п =3 или п=2 

преобразование прямоугольных координат; см. главу Ш, $ 72. 

Легко вывести соотношения, которые должны связывать коэфицненты орто- 

гональиой подстановки и которые представляют собой обобщение соотношений 

(3), (4), (За), (4а) $ 71 (глава Ш). Действительно, внося выражения (2) в (1) и за- 
ы : 

писав, что в получаемом выражении коэфициенты при х‚х, равны нулю, если 

г 3, и равны 1, если г==$, легко находим 

п 

. У ее И при г. $. @) 

] при г=$ 
= 

Эти формулы являются обобщением формул (3), (4) $ 72 (глава 11). Обозиачим” 

через А определитель подстановки (2) 

№ №... Мп 
Арте * 

Ат №2 ++. Ап 

Производя умиожение А.А (по столбцам) и применяя формулы (4), легко 

ВЫВОДИМ 
10...0 

Фе: 

00...1 
откуда 

== 1. (5) 

Придадим теперь в соотношениях (4) значку 7 какое-либо определенное 

значение и выделим из этих соотношений те, которые соответствуют этому зна- 

чению значка. Мы получим такнм образом систему п уравнений 

п 

м МА == 85 (8=1,2,..., п), 
„ = 

где $8,„; обозначает О прн 55, и 1 при 5 = г. Рассматривая №,, №, ..-» Апр Как 

неизвестные и решая предыдущую систему по способу $ 3, получим, очевидно, 
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обозначая через А», алгебраическое дополнение элемента »„, в определителе А, 

или, иа основании (5), 
Аг — 4 Ар» (6) 

где знак берется тот же, что и в (5). Решая теперь уравнения (2) относительно 
у 

я ее ..., Хв Получаем на основании (5) и (6) (см. $ 3): 

х: = Ам аж, + -- Аи 

а 
(2а) 

а = Ма -- им + ... + АипХл- 

Мы видим, таким образом, что подстановка (2а), являющаяся обратной под- 
становке (2), получается из последией заменой в таблице коэфициентов строк 
на столбцы и обратно. Примеияя к подстаиовке (2а) те же рассуждения, что и 
к подстановке (2), получнм вместо (4) соотношения 

в 

& и прн Г2 $, (а) 

11 при и=5, 

являющиеся, таким образом, следствием соотношений (4), точно так же, как 
в частном случае п == 3, соотношения (33), (4а) $ 71 (глава Ш), являются следствием 
соотношений (3), (4) того же параграфа. 

Заметим еще следующее весьма важное для нас обстоятельство. 
Пусть дана произвольная квадратичная форма 

п п 

Ф = ь о ау хь (7) 

Ро 

и пусть над переменными произведена ортогональная подстановка (2), так что 
форма Ф обращается в ь 

я п 
и : Гр 

Ф'= » Уаухих,. (8) 
2 ]=1 

Тогда дискриминанты форм Ф и Ф'’ равны между собою, т. е. 

О г 

@}1 ре ап @11 ва Я п 

ь о мен (9) 
7 у; 

Ч .-- бир ал --. @пп 

Это следует из равенства 
А' = 4.42 

и из свойства (5) ортогональной подстановки. 
Доказанный результат формулируют следующим образом: диекриминант 

квадратичной формы есть инвариант при ортогональных подстановках или, 
короче, дискриминант есть „ортогональный“ инвариант. 

Легко указать еще ряд других выражений, составленных при помощи коз- 
фициентов формы Ф и обладающих тем же свойством инвариаитности. 

Действительно, рассмотрим вспомогательную форму 

УЕФА Ю +... 0), 
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где. ̂  — произвольный параметр. При ортогональной подстаиовке (2) эта форма 
переходит в форму ь 

ЧФ АР +... В), 

нбо Ф переходит в Ф', а и на Г обращается в хр -...-Н #2, 

Дискриминанты форм Ч и "' должны быть, по доказанному, равны между 
собою. Дискриминант Д формы Ч отличается от дискриминаита А формы Ф 
только тем, что диягональные члевы 41, 4», ...) @ип заменены разностями 
а1— \, в —\, ..., @ип — № так что 

@11 —^ 2:2 .-: @1п 

в 2-—1... @п 
Е о И (10) 

ат @пз Я —! 

Аналогичное выражение имеем для дискриминаита формы 4”; поэтому, согласно 
сказаниому, будем иметь равенство 

ока оса аь (11) 

а 

| 

... 4 ип -— № ат +... @т- № 
т 

справедливое для любого значения параметра *. 
С другой стороны, раскрывая определитель (10) и располагая по степеням ^, 

будем, очевидно, иметь 

р=сл"--Ср"-1+...-+- б.р + С,, (12) 

где Со. ..., С„-— определенные выражения, составленные из коэфициен- 
тов @у. Мы не будем давать всех этих выражений, а ограничимся только 
нахождением” Су, С, и С„!). Прежде всего ясно, что члены, содержащие №" и 

^"—1, могут произойти исключительно от членов, происходящих от перемноже- 
ния элементов главвой диагонали: 

(аи — №)... (ат— № = (— пе (- 107 (ал + 42+... Наш) ры 

(мы выписывали только интересующие нас два члена). Значит, 
Е п А п! 

б=(—1, @(=(—0 (аа аз... - @ди). 

Чтобы вычислить Си, заметим, что, на основании (12), С„ равияется значе- 

нию 0) при Х = 0, следовательно, 

@11 -.-. Чт 

@т1.-. Чип 

Возвратимся теперь к равенству (11). Разлагая правую часть и располагая 

по степеням *, получим равенство 

См см... <. =С-ам-+... +6, (11а) 

1) В тексте книги эти выражения вычислены непосредственно для тех част- 

ных случаев, которые нам понадобились (а именно, для случаев п = 2 ил=3). 
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о , , 
„где С, эт» С суть выражения, составленные из коэфициентов а, точио так же, 

как Со, ..., С„ составлены из коэфициеитов ау. Так как (11) справедливо при 
всех значениях ^, то мы должны иметь 

О =, 6. зу. 6. 6 (13) 
т. е. С, Сь..., Сн суть тоже ортогоиальные инварианты. Со и С„ ничего но- 
вого не дают, ибо С, = (—1)" есть просто постоянная, а С» есть уже извест- 
ный инвариаит А, но С, С» ..., С._1 суть новые инварианты. Обозначая С: 

через (—1)"— 1$, имеем 
5$=а, а»... + @ил-. 

„По доказанному, Су, а следовательио, и 5, т. е. сумма диагональных членов 
есть ортогональный инвариант. 

. 15. О приведении квадратичной формы к каионическому виду при по- 
мощи ортогональной подстановки. Выше была доказана теорема, что всякая 
квадратичная форма Ф может быть приведена путем. линейной подстаиовки 
к каноническому виду 

г М ‚ г 

Ф = а а (1) 

(мы пншем теперь правую часть в виде п членов, считая, что некоторые низ *; 
могут быть равны нулю). 

Естественно возникает вопрос: можно ли добиться того же самого приведе- 
ния путем ортогональной. подстановки. 

Ответ оказывается всёгда утвердительным, если исходная форма имеет дей- 
ствительиые коэфициенты. В этом случае коэфициенты ^„,^», ..., Хи также оказы- 
ваются действительными числами, 

Доказательство этого важного предложения не представляет никаких труд- 
ностей и может быть получено иепосредственным обобщением доказательства, 
прнведенного в тексте кииги для п = 3. 

Не останавливаясь на этом, заметим только, что коэфициенты 4, №». ..-, № 
каноиической формы должны быть корнями уравнения п-й степени 

аи —^ Я13 ... @п 

а аз —^№ ... @2п Е (2) 

ат аз... @п- № 

Действительно, определитель в левой части есть определитель С) предыду- 
щего параграфа. Такой определитель, составленный для канонической формы Ф', 
есть, очевидно, 

Х. ‘ба % 
0% ЖЕ... 30 

0 оны 

= ( — №0.—»)... О -»). 

Так как, на основании сказанного в предыдущем параграфе, определители О 
составленные для исходной и преобразованной форм, тождественно равны, то 
будем иметь 

аа —^ а... @п 

мы беби |= №№... би, 
Я аа. Ибн 

откуда становится ясным, что №, №», ..., №и суть корни уравнения (2). 
Уравнение (2) носит название „векового“, так как подобным уравнением 

определяются так называемые „вековые члены“ в небесной механике. 

' 
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